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1. Bevezetés

Tekintsiik a min { f(x) : x € R"} tobbvaltozds feltétel nélkiili minimalizalasi feladatot. E fel-
adat megoldésara leggyakrabban az aldbbi két médszercsalad valamelyikét alkalmazzuk. Az
egyiknél a V f(x) = 0 sziikséges feltételt, mint egyenletrendszert valamilyen gyokkeresé el-
jardssal megoldjuk, a mésikndl pedig a vonalmenti minimumkereso eljardsokat alkalmazunk.
A V f(x) = 0 egyenletrendszer megolddsédra a Newton tipusd mddszereket ismertetjiik. A
vonalmenti kereso eljarasok koziil toébbet is bemutatunk, egyrészt azokat a médszereket, ame-
lyek nem haszndljdk a derivaltakat ill. azokat, amelyeknél megkoveteljiik a minimalizdlandé
fiiggvény differencidlhatésdgat. Vegyiik sorra ezeket a médszereket.

2. Newton tipusi mddszerek

2.1. Newton maddszer

El6szor egyenletrendszer megolddsdra mutatjuk be a Newton mdédszert, majd utdna optima-
lizalasi feladat megoldédsara alkalmazzuk.

Legyenek fi, fa, ..., fin : R — R tobbvaltozoés differencidlhatoé valds fiiggvények. Tekint-
siik az alabbi m egyenletbdl all6 egyenletrendszert:

fix) =0
fo(x) = 0
fm(x) =0

Kozelitsiik ezeket a fiiggvényeket a tobbvaltozos valds fiiggvényekre megismert elséfoki Tay-
lor polinommal egy x; € R" helyen, azaz

AEx) =~ filxe) + Vlxe) (x — %)
fa(x) &~ fa(xn) + V fa(xp) (x — %)

fm(x) ~ fm(xn) + V fon(x2) (x — x5)

Az egyszeriibb irasmdd végett térjiink 4t a métrix-vektoros jelolésre. Legyen F : R” — R™,
az F vektor elemei legyenek az fi(x), f2(x), ..., f(x) fiiggvények. Legyen tovabbd a J(xy)
m X n-es matrix olyan, amelynek i-edik sorvektora az i-edik fiiggvény x; pontbeli gradiense,
azaz J(x;) = VF(x;). Ezt a matrixot Jacobi métrixnak nevezziik. Ekkor a fenti formuldak
az aldbbi métrix-vektoros forméban frhatdk:

F(x) =~ F(xi) + J(xx)(x — x5).

Viélasszuk meg az x;1-edik kozelitést gy, hogy a kozelité Taylor polinom zérus legyen, azaz
F(xy) + J(x¢)(xg11 — xi) = 0,

ebbdl pedig x;.1-et az aldbbi linedris egyenletrendszer megolddsa szolgaltatja:

J(Xk>(Xk+1 — Xk) = —F(Xk).
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Amennyiben a J(x;) métrix négyzetes (az egyenletek szdma megegyezik a valtozok szamaval)
és létezik inverze, gy az
Xk+1 = X — J(Xk)_lF(Xk).

formuldt is haszndlhatjuk a kovetkezd kozelités szamitasdara.
A Newton mddszer tehdt az aldbbiakbdl dll. Kiindulunk egy tetszoleges x; € R™ vektor-
bdl és a

J(Xk) (Xk+1 — Xk) = —F(Xk) ill.
Xk+1 = X — J(Xk)_lF(Xk)
iterdcios formulak valamelyikével meghatédrozzuk az x5, X3, ..., Xy, ... sorozatot. Az eljardst

addig folytatjuk, amig két egymdst kovetd kozelités tavolsdga egy pontossagi tiirés (¢) ald
nem esik, azaz ||xx11 — Xi|| < . Természetesen mds termindldsi modszereket is alkalmazha-
tunk.

Most alkalmazzuk a Newton mdédszert a feltétel nélkiili optimalizéldsra, azaz keressiik az
f:R" = R, vagyis egy n véltozés valés fiiggvény minimumdét. Mint tudjuk a lokdlis mini-
mum sziikséges feltétele V f(x) = 0. Ez pedig nem mds mint egy n valtozés n egyenletbol
allé egyenletrendszer. Ennek megolddsdra pedig rendelkezésiinkre all az eldzéekben vazolt
Newton mddszer, egyszeriien F(x) helyébe V f(x)-et kell irnunk. A Jacobi matrix ebben
az esetben olyan matrix lesz, amelynek i-edik sorvektora nem més, mint az f(x) fiiggvény
gradiense i-edik elemének a gradiense, azaz H(x) = VV f(x) = V2f(x). Ez a métrix pedig
nem mds, mint az f(x) fiiggvény H(x) Hesse métrixa.

Az f(x) fiiggvény minimuménak meghatarozdsira szolgdlé Newton modszer tehat az
alabbiakbol &ll. Kiindulunk egy tetszoleges x5, € R™ (k = 1) vektorbdl és a

H(xp) (Xp41 — xi) = =V f(xy).

linedris egyenletrendszer megoldasabdl meghatdrozzuk a kovetkezo, azaz az x;1 kozelitést.
A H(x) Hesse matrix, mint tudjuk négyzetes, amennyiben viszont létezik az inverze, akkor
az

X1 = X — H(x) 'V f(x)

formula is haszndlhaté. Mindkét formula a Newton médszert irja le, de célszertinek tartjuk
bevezetni a Newton I. és a Newton II. mdédszert, mert késobb szé lesz a kvazi Newton
modszerekrol és ezeket a médszereket a kozolt két formulabol vezetjiik le. Tovabbd célszerti
bevezetni az

Sk = Xg+1 — Xk

kiilonbségvektort, amely tehat az ismeretlen x; 1 kozelités és az el6z6 x; kozelités kiilonbsé-
ge. Ebben az esetben ennek a kiilonbségvektornak a meghatdrozédsara az aldbbi formulédkat
hasznéljuk:

Newton I. mddszer esetén
H(xy)sr = —V f(xz),

Newton II. médszer esetén

S — —H(Xk)_IVf(Xk).
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Az s, kiilonbségvektor ismeretében az
Xp+1 = Xi + Sk
formulédval kapjuk a kovetkezo kozelitést.

Megjegyezziik, hogy az f(x) fiiggvény minimumanak meghatdrozasdra szolgalé Newton
modszert levezethetjiik a kovetkezOképpen is. Tekintsiik az f(x) fiiggvény masodfokd Taylor
polinomjat az x; pontban. Jelolje ezt ¢(x), amely az aldbbi

0(00) = (o) + ¥ F(xe) (36— ) + 3 (x — ) ) (x — ).

Hatérozzuk meg ¢(x) minimumét. Mint tudjuk a minimum sziikséges feltétele Vg(x) = 0
Elvégezve a gradiensképzést, kapjuk hogy

Vf(Xk) + H(Xk)(X - Xk) = 0,
amelybol a Newton mdédszerre kordbban kapott formula adédik.

Példa:
Hatérozzuk meg az

f(Il, 132) = JI% + 2131.7)2 + Ty — 6I1 - 8.132 + 2
fiiggvény minimumét Newton mddszerrel az x; = [0, 0] startvektorbdl kiindulva!

Megoldas:

A gradiensvektor és a Hesse métrix a kovetkezo:

= ol Te ] mw=[5 0]

Ezeknek az x; pontbeli értékeik a kovetkezok:

Vf(xl)Z[:g]’ H(Xl)Z[g i}

Az s; = [s1, 89 ismeretlen kiilonbségvektort meghatarozé H(x;)s; = —V f(x;) linedris
egyenletrendszer vektor-matrixos formaban:

BRI

281 -+ 282
281+ 4s9 =

skaldris formdban:

A linedris egyenletrendszer megoldasat sokféleképpen meghatarozhatjuk, példdul pivotdlassal
vagy a két egyenletet kivonva egymdsbdl. A megoldds: 2sy = 2, 2s; = 6 — 259, ezekbdl a
keresett kiilonbségvektor s; = [2,1].
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Az s; = [s1, s9] kiilonbségvektor meghatarozdsdra szolgdlé linedris egyenletrendszert a
Hesse métrix inverzének segitségével is megoldhatjuk, igy egy métrix és egy vektor szorzé-
sdval kapjuk a megoldést (Newton II. formula: s, = —H(x;,) 'V f(xx)), de az invertéldst el
kell végezni. Az invertédldst pivotdlassal is végezhetjiik, de a 2 x 2-es matrix inverze egysze-
riien szémolhaté, mégpedig gy, hogy a féatléoban 1év6 elemeket felcseréljiik, a mellékatloban
1évé elemeknek pedig az eldjelét valtjuk ellenkezore és minden elemet elosztunk a métrix
determindnsaval. A Hesse métrix inverze:

1 4 =2
-1 _
H(x) _4{—2 2}
A megoldas
1 4 =2 —6 2
_ -1 __* _
Az s, kiilonbségvektor ismeretében a kovetkezd kozelités: xo = x1+s; = [0,0]+(2, 1] = [2, 1].

A példdban azt tapasztaltuk, hogy egyetlen lépésben megkaptuk az optimalis megol-
dést. Konnyen ellenérizhetd, hogy az optimumpont X = [2,1]. Az optimaélis célfiiggvény
érték fini, = —8. Ez mindig igy van, ha a minimalizdlandé fiiggvény kvadratikus és kon-
vex. Emlékezziink a Newton médszer masodik levezetésére, amikor az f(x) fiiggvényt annak
masodfoki Taylor polinomjédval helyettesitettiik, ez pedig kvadratikus fiiggvényeknél mindig
onmagaval egyezik meg.

Példa:
Hatdrozzuk meg az
[y, 29) = 2tad + 20222 + 17

fiilggvény minimumat Newton mdédszerrel az x; = [1, —1] startvektorbdl kiindulval

Megoldas:
A gradiensvektor és a Hesse métrix a kovetkezo:

42322 + 4wy 23 122222 + 423 8wox3 + 811y
Vi) = H 2z9x] + 4xox? ||’ H(x) = 81ox? + 8oy 227 + 4a?

Ezeknek az x; pontbeli értékeik a kovetkezok

Vf(x) = { _86 ] H(x,) = —1166 _56

A megoldandé linedris egyenletrendszer: H(xy)sy = —V f(xg), amely az s; = [s1, 52| isme-
retlen kiilonbségvektor két koordindtéjara az aldbbi:

1657 — 16sy = —8
—1681 + 682 = 6
A megoldds, azaz az x; vektorhoz tartozé s; kiilonbségvektor s; = [—1—%, %], vagy az inverz

segitségével valé egyenletrendszer megoldéssal:

s1 = —H(x1) 'V f(x1)) = _%602 { 166 }2 } { —43 ] B { —i% ] '
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Az x5 kozelités: xo =x; +s = [1, 1]+ [- 2, 2] = [-L, &].

Lathatjuk, hogy kozelebb keriiltiink az optimumhoz. Tovdbbi 1épéseket nem végziink,
mivel a mdédszer 1ényegét bemutattuk.

Példa:
Hatédrozzuk meg az

f(x1,m9) = —(23 + 23 — 271 — 425y + 6) 7"
fiiggvény minimumat Newton mdédszerrel az x; = [0, 1] startvektorbdl kiindulval

Megoldas:
A gradiensvektor és a Hesse métrix a kovetkezo:

2r1—2
2
221 —422+6)

Vi) = | Ui ,
(

a:%—i—zQ —2x1—4xo +6)

2(22+23—221—422+6) —2(221-2)°  2(201-2)(202—4)

H(X) - (CL‘%+I§72I17412+6)3 (1‘%+I§72I174I2+6)3
2(21 —2) (22 —4) 2(22+23—221—422+6) —2(272—4)°

(:p%+x%—2m1—4:p2+6)3 (m%+r§—2m1—4x2+6)3

|

A megoldand¢ linedris egyenletrendszer az s; vektor két koordindtdjdra

Az x; pontbeli értékeik pedig

Vx1) = {

OINXO N

ERECOR B

27

1t oo

) 8 2
Tortl T o7 Ty
8 2 9

——81— =8 = =
o771 9772 9

A megoldés, azaz az x; vektorhoz tartozoé s; kiilonbségvektor s; = [—% %] vagy

o = —me) v =0 (21 1]) 1]
sl ]

amelybdl az x, kozelités xo = x1 + 81 = x1 + 81 = [0, 1] + [—5, —%} = [—%, %]

Azt tapasztaljuk, hogy tavolodunk az optimumponttdl, a célfiiggvényérték pedig nem
csokken, hanem novekszik. Konnyen ellenérizhetd, hogy az optimumpont X = [1,2]. Az
Xy Uj kozelftéshez tartozé célftiggvény érték f(x2) = —3= =~ —0.16 nagyobb lett, mint
a kezd6ponthoz tartozé f(x;) = —% ~ —0.33 célfiiggvény érték, a minimumérték pedig

fonin = —2 = 0.20 .

A Nev?/ton modszer alkalmazdsdnal, mint e példa is mutatta, eléfordulhat, hogy a Newton
modszer nem konvergdl az optimumponthoz. Ezen prébal segiteni az aldbbi két mddszer.
Ezen mdédszerek mellett az is segit, ha a Newton mddszert 6sszekapcsoljuk egy vonalmenti
optimalizéldssal. Ezt be is fogjuk mutatni a késébbiekben, ennek a példdnak a megolddsédval.
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Megjegyzés:

A harom példamegolddasban az olvasénak bizonyéra feltiintek azonos jelolések, mint pél-
déul az x1, x1, Xg, T2, S1, S1. A félkovér betit mindig vektort jelsl, a normal betii pedig skalért,
altalaban vektorkoordinatat jelol. A tovabbi példdkban is ezt a jelolést alkalmazzuk, de ezen
megjegyzés alapjan a tovabbiakban az olvasénak nem okozhat gondot a formuldk jé értel-
mezése. Ha az olvasét ez mégis zavarja, akkor haszndlhatja a vektorok megkiilonboztetésére
a fels6 indexet, ez hasznos lehet a nem nyomtatott, kézi irdsnél.

2.2. Levenberg-Marquardt médszer (médositott Newton médszer)

Legyen adott az x5, € R™ kozelitd vektor és a H(x;) Hesse mdtrix. A Hesse matrixot

helyettesitsiik egy B szimmetrikus pozitiv definit métrix-szal, amelyet a kovetkezoképpen
definidlunk

B = H(xy) + ¢:E,
ahol ¢, > 0 paraméter, az E pedig az egységmaétrix. Ezzel a mdédositdssal megnoveljiik a
Hesse matrix féatlojaban 16v6 elemek értékét. A Newton mdédszerben az s, meghatdrozésa a

BSk = (H(Xk) + EkE)Sk = —Vf(Xk)

linedris egyenletrendszer megolddséra fog médosulni. Az algoritmus sorén az €, paramétert
modositjuk, mégpedig egy ardny fiiggvényében. Ez az ardny az x;,1 és x; pontokbeli fiigg-
vényértékek kiilonbségének hanyadosa, szamldléban a minimalizdlandé fiiggvény, nevezdben
pedig annak kvadratikus kozelito fiiggvénye szerepel. Legyen ez az ardny 7, képletben

f(Xpi1) — f(xx)
q(Xkt1) — q(Xk) '

T =

Levenberg és Marquardt az alabbi eljarast javasolta:

Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy tetszbleges x; € R™ vektorbdl és egy e, > 0
paraméterbol.

Ko6zbiilso 1épés:

1. Kisérletet tesziink a B = H(xy)+¢;E matrix Cholesky felbontédséra. Ha nem sikertiil
az LL” felbontés, akkor az ¢;, paraméter értékét négyszeresére noveljiik, azaz: e, := 4ey.
Addig folytatjuk a kisérletet a Cholesky felbontdsra és vele parhuzamosan az ¢, értékének
médositdsat, amig nem sikeriil az LLT felbonts.

2. Ha sikeriil az LL” felbontés, azaz a H(x;) + exE métrix pozitiv definit, akkor
megoldjuk az LL”s;, = —V f(x;,) egyenletrendszert s;-ra.

3. Meghatarozzuk a kovetkezo kozelitést: xp, 1 = xi + Si.

4. Megallunk, ha ||xz11 — Xi|| < €, egyébként folytatjuk az eljérdst a kovetkezd sorral.

5. Kiszamitjuk az rj ardnyt.

Ha 0 < rp < 0.25, akkor legyen 541 = 4¢y.
Ha r, > 0.75, akkor legyen €441 = %z—:k.
Ha 0.25 < r, £ 0.75, akkor legyen 5,1 = &.
Ha r, < 0, akkor legyen g1 = 4e;, és az X1 értékét visszaallitjuk x;-ra, azaz
Xk+1 = X
6. Folytatjuk az eljarast, k := k + 1.
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2.3. Trust region maédszer

Minden x;, kozelitéshez definidlunk egy megbizhatdésagi tartomény (trust region) a kévetke-
zoképpen:
Qp = {x: |lx = x| = Ax},

ahol Aj > 0 trust region paraméter. Ebben a tartomanyban keressiik az x;.; kozelitést,
mégpedig a ¢(x) kvadratikus kozelit6 fiiggvény minimumaként. Itt az algoritmus sordn a Ay
paramétert moédositjuk, hasonléan a mdédositott Newton mdédszernél latottakhoz.

Trust region médszer algoritmusa:
Indulé lépés (k = 1): Kiindulunk egy tetszoleges x5, € R" vektorbdl és egy Ay > 0
paraméterbol.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Megoldjuk a min {¢(x) : x € Q. } optimalizdlési feladatot, legyen az optimélis meg-
oldds xy1.
2. Megéllunk, ha ||x;41 — xi|| < &, egyébként folytatjuk az eljarédst a kovetkez6 sorral.
3. Kiszamitjuk az r, arényt.
4. Ha 0 < 7 < 0.25, akkor legyen Ay, 1 = ||Xp1 — Xx|| /4.
Ha 7, > 0.75 és ||xgr1 — Xk|| = Ar (az xx11 a trust region hatérén van), akkor
legyen Agiq = 24A;.
Ha a fenti két eset egyike sem &ll fenn, akkor legyen Ay = Ay.
Ha r; < 0, akkor legyen Ay = ||Xp1 — Xi|| /4 és az xp4q értékét visszadllitjuk
Xg-ra, azaz Xgiq1 = Xk-
5. Folytatjuk az eljarast, k :=k + 1.

2.4. Kvazi Newton mddszerek

A Newton médszernek egyenletrendszer megoldéséara szolgalé viltozata esetén sziikségiink
van az adott pontban a Jacobi métrixra ill. optimalizdlads esetén a Hesse métrixra. A kvazi
Newton modszereknél ezeket az elsorendii ill. a mésodrendii derivaltakat nem szédmitjuk ki,
hanem helyette egy egyszerii képlettel szamitjuk ki azok kozelitését. Tekintsiik az F(x) = 0
egyenletrendszert, ahol F : R" — R™. Ha az F fiiggvényt az x; € R" pontbeli els6foki
Taylor polinommal kozelitjiik, akkor az x;.; pontban a fiiggvényérték a kozelitése

F(xgi1) = F(xz) + J (%) (X1 — Xk)-

Mivel a mi feladatunk alapvetéen egy f : R™ — R fiiggvény minimuménak a meghatdrozasa,
ezért a kvazi Newton moédszerhez sziikséges levezetéseket csak optimalizdlas esetére végezziik
el. A sziikséges feltétel szerint az optimalizdldsban a V f(x) = 0 egyenletrendszert kell
megoldani, tehdt a fenti Osszefiiggés az aldbbiakra médosul

V f(xk41) = V f(xx) + H(xp) (Xp1 — X))

Vezessiik be az yj jelolést a gradiensek kiilonbségére, az s, jelolést pedig az x vektorok
kiilonbségére, azaz legyen

S, = Xp+1 — Xg

yi = Vf(Xi)— Vf(xp)
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ekkor a fenti Osszefiiggés az aldbbi egyszerii alakban irhaté
vie ~ H(xy)sg.
Ha most a H(x;) Hesse métrixot egy By métrix-szal helyettesitjiik, akkor
Y = Bgsy.

Viélasszuk meg a Hesse matrix kovetkezo helyettesitését, a By, 1 méatrixot gy, hogy egyen-
16ség élljon fenn az el6z6 formuldban, azaz

Y& = Briisk.

Ezt az osszefiiggést kvdzi Newton feltételnek vagy méds elnevezéssel szel6 egyenletnek is szokds
nevezni.

A Byj,; matrixot sokféleképpen meg lehet hatdrozni. Szokdsos eljards a By, ; meghata-
rozdsara az, hogy a B, matrixhoz egy vagy tobb diadikus métrixot adunk hozza.

Egy diadikus matrix alkalmazisa (egyrangi formula)
Legyen u,v € R” , a € R és moédositsuk a B métrixot az aldbbiak szerint

B,.1 =B+ auv?.

Ennek ki kell elégiteni a kvdzi Newton feltételt, azaz

Vi = Briisi = (Br + auv?’)s, = Bys;, + (av’s;)u.

Ebbdl az egyenletbdl u = y, —Bysy, a = 1/(vTs;) adédik, v pedig egy alkalmasan valasztott
vektor. Szokdsos a v = u, vagy a v = s; vdlasztds, amelybdl az 1ij B matrix

(yr — Bisi)(yr — Bksk)T
(yr — Bisi) sk

(yrx — Brsi)si”
sT'sy, '

B, = B+ ill.

Biri = B+

Két diadikus matrix alkalmazisa (kétrangu formula)
Az egyszeriiség kedvéért az egyes diddokban most ugyanazokat a vektorokat hasznéljuk,
legyen u,v € R" | a, 8 € R és médositsuk a B matrixot az aldbbiak szerint

Bii1 = B + cuu’ + gvv’.
Ekkor
Vi = Briisi = (Br + auu’ + gvv!)s, = Bysy + (au’'sp)u + (Bvis)v.
Ebbdl az egyenletbdl u =y, v = Bysy, a = 1/(ul'sy), 8 = —1/(v's;) adédik, amelybdl az

ij B métrix

T B B T
Byt =By + ykTyk - (Brse)( ;Sk) .
Vi Sk (Bgsk) sy,
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Most tovdbbi eljardsokat ismertetiink. Mig az el6zéekben a Hesse métrixot, most a Hesse
matrix inverzét helyettesitjiik. A kiindul6 formula az eléz6ekbdl ismert

V f(xk41) = V f(xi) + H(xp) (Xk41 — X5,).

A Hesse matrix inverzét haszndlva az ismert jeloléseket figyelembe véve az aldbbi formuldt
kapjuk
s, ~ H(x;) ys.

Ha most a H(x;) ™! métrixot egy D;, matrix-szal helyettesitjiik, akkor
Si ~ Dipyg.
Vaélasszuk meg a Dy, 1 métrixot gy, hogy
st = Dit1Ye-

Ezt az osszefiiggést szintén kvazi Newton feltételnek szokds nevezni.
A Dy, métrix meghatdrozdsit a By métrix meghatarozasdahoz hasonléan végezziik.
A levezetést az olvaséra bizzuk, itt csupan a formuldkat kozoljiik.

Egy diadikus matrix alkalmazssa (egyrangi formula)
(st — Drys)(sk — Diyr)”
(s — Diyr)"yx

Dy =D+

Két diadikus matrix alkalmazasa (kétrangi formula)

T D D T
Dk+1 :Dk+ SkSk, _( kyk)( kyk) )

S;;F}’k (DkYk)TYk

Erdemes megjegyezni a formulak kozotti dudlis kapcsolatot, miszerint a D és B, valamint
az s és y betiik cseréjével egyik formuldbdl adédik a mésik formula.

Osszefoglaléan, a sok lehetséges kvazi Newton mddszert hasznalé eljsrasok koziil egy-
egy eljarast ismertetiink. A Hesse maétrixot helyettesitd eljardsok koziil a leggyakrabban
haszndlt eljardas a BFGS eljaras, mig a Hesse matrix inverzét helyettesité eljardasok koziil a
leggyakrabban hasznalt eljaras a DFP eljaras.

BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) eljaras
Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy tetszoleges x5 € R™ vektorbdl és egy szimmetrikus
pozitiv definit B, métrixbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Megoldjuk a
BkSk = —Vf(Xk)

linedris egyenletrendszert s, kiilonbségvektorra.
2. Meghatdrozzuk a kovetkezo kozelitést:

Xj+1 = Xf 1 Sk-
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3. Az alédbbi formuldkkal kiszamitjuk az y, vektort és a Hesse matrixot helyettesitd
matrix kovetkezo, By 1 kozelitdé matrixat:

yi = Vf(xr)— Vf(xp),

Bry = Bk—i-YkYk —( kSk) (Besk) _

Yi Sk (Bsk) sk

Az eljarast addig folytatjuk, amig ||x;41 — x| < €.

A fenti eljarast kidolgozéirél Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno kutatékrél nevezték
el.

Megjegyezés: Az egyrangu formula esetén, ha a v = s, vilasztdst hasznaljuk, akkor a
modszert Broyden mdédszernek nevezziik.

DFP (Davidon-Fletcher-Powell) eljaras
Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy tetszoleges x5, € R™ vektorbdl és egy szimmetrikus
pozitiv definit D, matrixbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Kiszamitjuk az s, kiilonbségvektort a kovetkezo formuldval

s = —DiV f(xz).
2. Meghatarozzuk a kovetkezod kozelitést:
Xk+1 = Xk + Sk.

3. Az alabbi formuldkkal kiszamitjuk az y; vektort és a Hesse métrix inverzét helyet-
tesito matrix kovetkezo, Dy kozelitd matrixat:

Y. = Vf(xk+1>_vf(xk)7
Sksf . (DkYk)<DkYk:)T
StV (Drye)Tyr

Dy = Dip+

Az eljarast addig folytatjuk, amig ||x;1 — x| < €.

A fenti eljarédst kidolgozoéirdl Davidon, Fletcher, Powell kutatékrél nevezték el.

Fentebb a kétrangi formulét haszndltuk Dy, szamitdséara, értelemszertien alkalmazhaté
az egyrangu formula is.

Példa:
Oldjuk meg az aldabbi optimalizédlasi feladatot Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno mdéd-
szerrel!

1
o, 29 =22 + =22 + 7 — min!
1757

Legyen az x; startvektor és a Hesse métrixot helyettesité B, startmatrix az aldbbi:

2 -1
Xlz(]_,—]_), B1: |: 1 4 :|

Megoldas:
Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét

T2

V(21 20) = { 201 } .
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1. lépés:
x;=(1,-1), Vfxi)=(2-1)
A megoldandé egyenletrendszer (Bys; = —V f(x1)):

281—82 = -2
—81+452 =1

Az egyenletrendszer megolddsa: s; = —1, s3 =0, igy s; = (—1,0).

2. lépés:

Xy =%;+s8; =(1,-1)— (—-1,0) = (0,—1)

Most elokészitjiikk a Bo métrix szamitdsat.

Vi (x2) = (0,—1)

y1=V/[f(x2) = Vf(x1) =(0,-1) = (2,-1) = (=2,0)

Bis; = (—2,1), ezt szamolas nélkiil is tudjuk az egyenletrendszerbél, ugyanis Bys; =
—Vf(Xl)

ot =[] 202 [33]
yisi=[ -2 0}[_01]:2
mogmer =[] 1-2 1= 4 7]

(Bisy)si=[ =2 1] { _01 } =2

T T

yviy: (Bis1)(Bisy) 2 -1 114 0 1 4 =2

B,=B — = — — = =
? o Y1T51 (3151)T51 *

(IR Naw)
1

3. lépés:
X = <07 _1)7 Vf(x2) = (07 _1>
A megoldandé egyenletrendszer (Basy = —V f(x2)):

281—82 =0

—514+4s9 = 1

Az egyenletrendszer megolddsa: sy =1, s = 2, igy so = (3, 2).

4. 1épés:
X = +5 = (0,-1) = (1,2) = (1, -2)
A szamitast nem folytatjuk tovdabb, hiszen a BFGS médszer 1épéseit bemutattuk.

Feladat:
A gyakorlds végett szamitsa ki a B3 métrixot!

Példa:



2. NEWTON TIiPUSU MODSZEREK 14

Oldjuk meg az aldbbi optimalizdlasi feladatot Davidon-Fletcher-Powell médszerrel!
f(z1,29) = 23 + 225 — 9 — min!

Legyen az x; startvektor és a Hesse métrixot helyettesité D, startmétrix az aldabbi:
1 -1
Xlz(—l,l), D1:|:_1 9 :|

Megoldas:
Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét

V (21, 39) = { 20 } .

4[[‘2
1. 1épés:
X1 = <_1a 1)7 Vf(xl) = (_2a4)a
s1=—-D1Vf(xy) =— _11 _21 1 [ _42 } = [ —?O } vagy mas jeloléssel s; = (6, —10)
2. lépés:

Xy =x; +81 = (—1,1) + (6,—10) = (5,-9)

Most eldkészitjiik a Dy matrix szdmitdsat.

V f(x2) = (10, —36)

y1 = Vf(x2) — Vf(x1) = (10, -36) — (—2,4) = (12, —40)

1 1] 12
Dy, = { 1 9 } { 40 ] = (52, -92)

6 36 —60
s11 = {—10] [6 —10]= {—60 100 ]

12
siyi1=6 —10}{_40_ = 472

(D1y1)(Dyy:) = [ _5922 } [ 52 —92 } —

[ 12
D)y =[52 —92])

2704  —4784
—4784 8464

] = 4304

T D D T
D, = D+ Sjlﬂsl _ D) ;Yl) =
S1Y1 (D1y1)tys

1 —1], 1 [36 —60] 1 2704 —4784 |
Tl -1 2 472 | —60 100 4304 | —4784 8464 |
_ { ;ﬁ;é — i ] _[ 0.44802 —0.015594}

4 778
31743 31742 —0.015594  0.24532

3. lépés:

x2 = (5,-9),  V/f(x)= (10, -36)

S = DoV f(xy) — — | 0-44802 —0.0155941 { 10 } _ {—5.0416] vagy mis
—0.015594  0.24532 —36 8.9875

jeloléssel sy = (—5.0416, 8.9875)
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4. lépés:
X3 = Xz + 83 = (5, —9) + (—5.0416, 8.9875) = (—0.0416, —0.0125)
A szamitast nem folytatjuk tovdabb, hiszen a DFP mddszer 1épéseit bemutattuk.

Megjegyzés:
Tovabbi formulédk is szarmaztathatok a
A luvT A1
Tv—1 _ A -1 T A -1
(A+uv' )" =A" — 1 viA Tu)’ 1+ v A7 u#0.

Sherman-Morrison-Woodbury formula segitségével. A BFGS eljdardasban szereplé B maét-
rix inverzét haszndlhatjuk a DFP eljarashoz D maétrixként, ekkor a D maétrixra vonatkozé
formula:

DEEGS = Dy, + <1 n (Dkwayk) sesi_ Se(Deyi)” + (Diyw)si

T T -
S Yk SLYk SkT Yk

A DFP eljarasban szerepld D maétrix inverzét hasznédlhatjuk a BFGS eljdrdashoz B métrix-
ként, ekkor a B médtrixra vonatkozé formula:

BPAF = By, + (1 n (Bksk)TSk> YiYi B yi(Brsp)” + (Bksk)yg‘

T T
Yi Sk Y. Sk YkTSk

Hasonl6an érvényes a dualitds ebben az esetben is.

3. Vonalmenti minimumkereso eljarasok

A modszerek lényege a kovetkezOképpen foglalhaté ossze.

Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy x; € R" pontbdl és vilasztunk egy alkalmas
d; € R" keres6 irdnyvektort.

Ko6zbiilso 1épés: A d, irdnyban megkeressiik a fiiggvény minimumét, azaz a

min {f(Xk + )\dk) tA Z 0}

minimalizdlasi feladatot kell megoldani. Ez a feladat egy egyviltozés minimalizéldsi problé-
ma. Legyen a ¢(\) = f(x + Ady) egyvaltozos fiiggvény minimuma A,. Ekkor a kovetkezo
kozelités xp11 = X + A\pdg.

A mddszerek abban fognak kiilonbozni, hogy a kerest irdnyt milyen mdédon hatarozzuk
meg. Mielott azonban ezekre a moddszerekre ratérnénk bemutatjuk az egyvaltozdés mini-
malizaldsi technikdkat, hisz a vonalmenti minimumkeresé eljardsok magjat az egyvaltozos
optimalizaldsi probléma adja.
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3.1. Egyvaltozés minimumkereso eljarasok

Tekintsiik a min { f(z) : © € R} egyvéltozés minimalizdldsi feladatot. Elsé lépésként hatd-
rozzunk meg egy olyan [a,b] intervallumot, amely tartalmazza a minimumpontot. Ezt az
intervallumot szokds bizonytalansdgi intervallumnak is tekinteni, hiszen csak azt tud-
juk, hogy a minimumpont itt keresendd, de a helyérdl nincs informaciénk. A kovetkezokben
bemutatott médszerek 1ényege abban &ll, hogy a bizonytalansédgi intervallumot 1épésrol 1épés-
re sz{ikitjiikk. Ehhez nem tesziink méast, mint az intervallumot részekre osztjuk (altaldban két
belsé pont felvételével) és az osztépontokban a fiiggvényértéket kiszamitjuk, a fiiggvényér-
tékek nagysdga alapjén fogjuk az j (szitkebb) bizonytalansagi intervallumot meghatdrozni.
Ahhoz, hogy az eljards konvergens legyen a fiiggvénynek bizonyos konvexitdsi tulajdonsag-
gal kell rendelkeznie. Megjegyezziik, hogy sok esetben anélkiil is alkalmazzuk az aldbbi
eljardsokat, hogy meggy6zodnénk a konvexitasrél, ekkor azonban nincs garancia az eljardasok
konvergencidjara. Az aldbbi tétel adja meg a sziikités lehetdségét.

TETEL
Legyen f : R — R szigorian kvazikonvex fiiggvény az [a,b] intervallumon. Legyen
¢,d € (a,b) olyan, hogy ¢ < d.

(a) Ha f(c) > f(d), akkor f(x) 2 f(d) minden x € [a, c) esetén, igy az dj bizonytalanségi
intervallum [c, b] .

(b) Ha f(c) = f(d), akkor f(z) = f(c) minden = € (d,b] esetén, igy az dj bizonytalanssdgi
intervallum [a, d] .

Bizonyitas
(a) Indirekte tegyiik fel, hogy f(z) < f(d) minden x € [a, c) esetén. Mivel ¢ = Az + (1 —
Ad, X € (0,1) és a fiiggvény szigorian kvdzikonvex, igy

f(e) <max{f(z), f(d)} = f(d).

Ez pedig ellentmond annak, hogy f(c) > f(d).
(b) Hasonl6an bizonyithaté (i)-hez.
Q.e.d.

A tétel és a bizonyitds jobb megértését az aldbbi dbrdval segitjiik elo:

/

flc) < f(d)| |fx)

Y

Az aldbbi alfejezetekben haromféle keresési médszercsalddot mutatunk be: a szimultdn
keresést, a szekvencidlis keresést és a fiiggvény deriviltjait is hasznalé keresést.
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3.1.1. Szimultan keresés

Uniform keresés A szimultdn keresési médszerek koziil a legelterjedtebb mdédszer az uni-
form keresés.

Osszuk be az [a, b] intervallumot n egyenld részre.

Az igy kapott a = xo,x1,...,Ti 1, i, Tis1,...,T, = b pontokban szamitsuk ki a fiigg-
vényértékeket, majd hatdrozzuk meg ezek minimumat. Tegyiik fel, hogy a minimum az x;
pontban éretik el. Az el6z6 tétel alapjan mondhatjuk, hogy sem az x;_; pont el6tt, sem az
x;11 pont utdn nem lehet a minimumpont, igy az 1j bizonytalansédgi intervallum [x; 1, 2;41].
Ha azt akarjuk, hogy az 1ij bizonytalansdgi intervallum kicsi legyen, akkor elég nagy szamu
fiiggvény-kiértékelést kell végezni, ezért gyakran hasznaljdk azt a moédszert, hogy el6szor
kevesebb részre osztjék az intervallumot, aztén késébb finomitjék a beosztast.

Az eljarast addig folytatjuk, amig olyan [ay,bx] bizonytalansdgi intervallumhoz nem
ériink, amelynek hossza (Ly = by — ai) kisebb, mint egy elére megadott tiirés (¢) két-
szerese, azaz ha valamely k-ra L, < 2¢. Ha a minimumpontot a megalldsnal kapott [ay, by]
intervallum kozéppontjara vilasztjuk, akkor e-nél kisebb hibat kovetiink el a minimumpont
kozelitésében.

Példa:

Oldjuk meg az f(z) = 2% — 52 + 10 — min! egyvaltozés optimalizaldsi feladatot uniform
keresés modszerrel, ha a bizontalanségi intervallum [a, b] = [1,5], ¢ = 0.5.

Megoldas:

1. 1épés:

Az els kozelitésbeli bizonytalanségi intervallum [aq, b1] = [1, 5], melynek hossza L, = 4.

Osszuk be az [ay, by] intervallumot n = 5 egyenld részre. Ekkor a lépéskoz h = Ly /n = 0.8,
az x; értékek pedig x; =a; +i-h (i=0,1,....,n).

Az igy kapott a; = xg, x1,..., % 1, %, Tit1,- .-, T, = by pontokat és a hozzdjuk tartozé a
fiiggvényértékeket az aldbbi tdbldzatban kozoljiik.

i 0 1 2 3 4 5
z 1 18 26 34 42 5
f(z;) 6.0 4.24 3.76 4.56 6.64 10.0

A fiiggvényértékek minimuma 3.76 és ezt az xo helyen veszi fel. Az 1dj bizonytalansigi
intervallum tehat a minimumpontot kozvetleniil megelézd és kovetd intervallumok unidja,
azaz [1.8, 3.4].

2. lépés:
A mésodik kozelitésbeli bizonytalansdgi intervallum [ag, by] = [1.8, 3.4], melynek hossza
Ly = 1.6. Osszuk be az [ag, by] intervallumot n = 4 egyenld részre. Ekkor a lépéskoz

h = Ly/n = 0.4 . Az igy kapott as = o, x1,...,%i—1,%;, Tiy1,--., Ty, = by pontokat és a
hozzajuk tartozé a fiiggvényértékeket az alabbi tabldzatban kozoljiik.

i 0 1 2 3 4
x 18 22 26 30 34
flz;) 424 3.84 376 4.0 4.56

A fuggvényértékek minimuma 3.76 és ezt az xo helyen veszi fel. Az 1dj bizonytalansigi
intervallum tehat a minimumpontot kozvetleniil megeléz6 és kovetd intervallumok unidja,
azaz [2.2, 3.0].
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3. lépés:
A harmadik kozelitésbeli bizonytalansdgi intervallum [as, bs] = [2.2, 3.0], melynek hossza
Lz = 0.8. Itt megdllunk, mivel L3 < 2¢. A minimumpont kozelitésére az intervallum

felezbpontjat valasztjuk, igy rmi,m ~ 2.6 . Megjegyezziik, hogy jobb eredmény eléréséhez
altaldban kisebb ¢ értéket szokds megadni. Az osztépontok szdma is dltaldban nagyobb a
gyakorlatban.

3.1.2. Szekvencialis keresés

A szekvencidlis keresések lényege az, hogy az [a,b] intervallum belsejében felvesziink két
pontot, jelolje ezeket ¢, d (¢ < d). A kozolt tétel értelmében

ha f(c) > f(d), akkor az \j bizonytalansagi intervallum [c, b],

ha pedig f(c) = f(d), akkor az 4j bizonytalanségi intervallum [a, d].

Mivel nem tudjuk, hogy melyik eset fog eléfordulni, igy a ¢ és d pontokra az optimalis
vilasztds az, amelynél az 1j bizonytalansdagi intervallumok hossza megegyezik. Az aldbbi
eljarasok mindegyikében ez az optimélis elv érvényesiil. Az eljardsok kiilonbozosége a két
pont konkrét megvilasztdsaban van.

Az eljérdsok ismertetése el6tt bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket. Jelolje az eredeti [a, b]
intervallumot [ay,b;]. A tovdbbi intervallumokat pedig jelolje [ay,bx]. Az [ax,bx] interval-
lumban vélasztott két pontot jelolje ¢, d. Tovabba jelolje az intervallumok hosszat Ly, ahol
Lk = bk — ag.

A szekvenciilis eljarasok koziil hdarmat ismertetiink, nevezetesen a Dichotomous keresést,
a Golden section (aranymetszés) keresést és a Fibonacci keresést.

Dichotomous keresés Legegyszeriibben gy tudjuk biztositani az dj bizonytalansagi in-
tervallumok hosszdnak megegyezését, ha az intervallum kozéppontjatdl balra és jobbra azo-
nos tavolsagra valasztjuk meg a c és a d pontokat. Jelolje a kozépponttdl valo tdavolsagot,
egy alkalmasan vélasztott ¢ > 0 szdm.

Ekkor az alédbbi formulék adédnak (k =1,2,3,...):

ap +b L
Cr, = k2 k—ézak—l—f—&,
ap +b L

Az 1j bizonytalansdgi intervallum szdmitédsa:

Ha f(cx) > f(dg), akkor az 1j bizonytalanségi intervallum [ayi1, bgt1] = [k, bi),
ha f(ex) £ f(dy), akkor az 1ij bizonytalansagi intervallum [ay, 1, bpr1] = [ak, di)-
Nyilvanvalé, hogy mindkét esetben Ly, = % + 9.

Az aldbbi dbra szemlélteti a fent leirtakat:
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Lk Lk
Li+1 Lk
4] [¢] 4] [¢]
Il | | | l > Il Il Il J | >
| | | | | | | | I |
Ak o (axtby)i2 di bk ag Ck (axtb)/2  dk bk

Az eljarast addig folytatjuk, amig valamely k-ra Ly < 2¢, ahol € > 0 a pontossdgi eloiras.
Ha a minimumpontot a megélldsnal kapott [ay,bi] intervallum kozéppontjara vélasztjuk,
akkor e-ndl kisebb hib&t kovetiink el a minimumpont kozelitésében.

A kovetkezokben egy Osszefiiggést adunk az Ly, és az elsé intervallumbeli Ly kozott.
Azt tudjuk, hogy Ly,1 = % + 9, ezt felhasznalva:

Ly = %+5=%;5+5=%+g+5
Ly = %+6=%+T%+6+5=%+2%+g+5
_ %+5<—(%;k__11>:%+25(2’f—1)

Az utolsé osszefiiggésnél felhasznaltuk azt, hogy ott egy % hdnyadosi mértani sorozat k
darab tagjdnak Osszege szerepel. A képlet segitségével elére megallapithatjuk a lépésszamot
egy adott ¢ pontossagi eléirdshoz. A sz}l + 26 (2’“‘1 — 1) < 2¢ egyenlotlenségbdl kellene k-t

kifejezni, amely nem bonyolult, ha a k = 28~ helyettesitéssel éliink, mert k-re egy masodfoki
egyenlotlenség adddik, utdna pedig a k is egyszertien meghatérozhata.

Példa:

Oldjuk meg az f(x) = 2* — 5z + 10 — min! egyvéltozés optimalizaldsi feladatot dichoto-
mous maédszerrel, ha a bizontalansagi intervallum [a, b] = [1,5], § = 0.2, € = 0.5.

Megoldas:

1. lépés:

Az elsé kozelitésbeli bizonytalansdgi intervallum [aq, b1] = [1, 5], melynek hossza L, = 4.

A két kozbiilsé pont és a hozzdjuk tartozé fiiggvényértékek:

L

¢ = a+ 71 —§=28, fler) = 3.84,
Ly

d1 = ay+ ? + 5 = 32, f(dl) =4.24

2. lépés:
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Mivel f(c1) < f(dy), igy az 4j bizonytalansagi intervallum [as, bo] = [a1,dy] = [1, 3.2],
melynek hossza Ly = 2.2 . A két kozbiilsé pont és a hozzdjuk tartozé fiiggvényértékek:

Co = ]_9, f(CQ) = 411,

3. lépés:
Mivel f(c2) > f(dz), igy az uj bizonytalansagi intervallum [as, bs] = [co, bo] = [1.9, 3.2],
melynek hossza Ls = 1.3 . A két kozbiils6 pont és a hozzdjuk tartozé fiiggvényértékek:

c3 = 2.35, Flc3) = 3.7725,
ds = 2.75, f(d3) = 3.8125

4. 1épés:

Mivel f(c3) < f(ds), igy az dj bizonytalanségi intervallum [ay, by] = [as, d3] = [1.9, 2.75],
melynek hossza Ly = 0.85 . Itt megallunk, mivel Ly, < 2¢. A minimumpont kozelitése
Tin = “42;(’4 ~ 2.325 . Altaldban kisebb e értéket szokds megadni, de ezzel is elég kozel
keriiltiink a pontos minimumhelyhez, az z = 2.5 értékhez.

Golden section (aranymetszés) keresés A maésik, szintén nem bonyolult megoldés ar-
ra, hogy az 1j intervallumok mindkét esetben azonos hosszisagiak legyenek a kovetkezo.
Valasszuk meg a ¢, d pontokat gy, hogy a [c, b] és az [a, d] intervallum hossza az intervallum
¢-szerese (1/2 < ¢ < 1) legyen, azaz

b—c = ¢L
d—a = oL

Ekkor az alédbbi képletek hatdrozzédk meg az osztépontokat az egyes 1épésekben

cp = by — oLy =ar+ (1 — @)Ly,

Természetesen haszndlhatjuk az aldbbi képleteket is

e = arp+ (1 — @)Ly = by, — dLy,
dp = bpy—(1—¢)Lg.

Nyilvanvalé, hogy mindkét esetben L1 = ¢ L.

Az 1j bizonytalansagi intervallum szamitdsa:

Ha f(cy) > f(dy), akkor az 1ij bizonytalansagi intervallum [ay1, bgr1] = [ck, bk,

ha f(cx) £ f(dy), akkor az ij bizonytalansagi intervallum [ag1, bpr1] = [ag, di)-

A ¢ értéke az (1/2, 1) intervallumban szabadon megvélaszthat6. Mivel az eljaras legido-
igényesebb része a fiiggvényérték kiszamitdsa, ezért célszerii a ¢ szorzét igy megvdlasztani,
hogy az 1j bizonytalansagi intervallum egyik bels6 pontja megegyezzen az el6z6 bizonyta-
lansagi intervallum egyik belsé pontjaval, azaz ha eléirjuk, hogy az [ari1,bks1] = [ck, bk
intervallumban

Cht1 = dy,
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ill. az a1, bpr1] = [ak, di] intervallumban pedig
diy1 = Cp

teljesiiljon, akkor ezekben a pontokban nem kell tdjra fiiggvényt szédmolni.
Az aldbbi dbra szemlélteti a fent lefrtakat:

L Lk

| L+ L+ J
| | 1 | . . .
T T 1 T > I i I I >

ay Ck dy by ag Ck d by

| | | | | | | |

T T T 1 T T T 1

Ak+1 Ci+1 [ P b1 k1 Ci+1 [s Y bies1

Most vizsgaljuk meg, hogy milyen ¢ szorzoé esetén lehet a fenti j6 tulajdonsdgot biztosi-
tani.
Az [ag41, bes1] = [cx, bk] 1) bizonytalansédgi intervallum esetén

Cor1 = bps1 — OLpry = b, — ¢° Ly
dp = bp—(1— )Ly,
amelyek akkor egyeznek meg, ha ¢* = 1 — ¢.
Az [ag41, bps1] = [ag, di] 1) bizonytalansdgi intervallum esetén
drs1 = Qpp1 + OLpyr = ay, + ¢° Ly,
e = ap+(1—9¢)Ly,

amelyek akkor egyeznek meg, ha ¢® = 1 — ¢. Tehat mindkét esetben a ¢ szorzéra ugyanaz a
¢’ +¢—1=0

méasodfoki egyenlet adédik, amelynek megolddsa ¢ = @ ~ 0.618. Azt az eljarédst, amely-
nél a ¢ értékét ilyen médon valasztjuk, golden section vagy magyarul aranymetszés médszer-
nek nevezziikk. Ennél a médszernél tehat az dj bizonytalansédgi intervallum hossza kozelitoleg
62 %-a az el6z6 bizonytalansagi intervallum hosszanak.

A golden section médszernél (¢ = 0,618) az dj bizonytalansdgi intervallum és abban 16v6
két pont szamitdsa a kovetkezo:
Ha f(cx) > f(dy), akkor az 1j bizonytalansagi intervallum

[a/k‘-i-la bk‘-i—l] - [Cky bk]
Ck+1 = dy,

A1 = apge1 + OLiia,

ha f(cx) < f(dy), akkor az 1ij bizonytalansagi intervallum

[aht1, eq1] = [ag, di]
Chr1 = Qg1+ (1= @) Lipa
dyr1 = C.
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Az eljaréast addig folytatjuk, amig valamely k-ra Ly < 2¢, ahol € > 0 a pontossdgi el6iras.
Ha a minimumpontot a megélldsnal kapott [ay,bi] intervallum kozéppontjara vélasztjuk,
akkor e-ndl kisebb hib&t kovetiink el a minimumpont kozelitésében.

Azt tudjuk, hogy az intervallumok redukciés ardnya ¢, azaz Li.1 = ¢Lj. A redukcids
aranyt Ly, és az els6 intervallumbeli L; kozott az aldbbiak szerint szamolhatjuk:

Ly = ¢l
Ls ¢Ly = ¢pLy = ¢°Ly
Ly = ¢Ly=¢¢°Ly =¢’L

Lo = ¢"Ly

Az Ly = Ly formula segitségével elére megéllapithatjuk a lépésszamot egy adott ¢
a pontosségi eléirdshoz. Ha a minimumpontot az [ay, bx| intervallum kézéppontjdra valaszt-
juk, akkor L < 2¢ sszefiiggésbél k-ra a ¢" 'L < 2¢ adédik. Ebbdl az egyenl6tlenségb6l
k> 1+ log, z—i, fgy a k-t az (1 + log, i—i) mennyiséghez a szdmegyenesen jobbra eso legko-
zelebbi egészre kell valasztani. Ezzel elkeriilhetjiik, hogy minden lépésnél megvizsgéljuk az

intervallum hosszat.

Példa:

Oldjuk meg az f(z) = 2* — 5z + 10 — min! egyvdltozés optimalizaldsi feladatot arany-
metszés (golden section) médszerrel, ha a bizonytalansagi intervallum [a, b] = [1, 5], € = 0.5.

Megoldas:

1. lépés:

Az els6 kozelitésbeli bizonytalansagi intervallum [aq, b1] = [1, 5], melynek hossza Ly = 4.

A két kozbiilsd pont és a hozzdjuk tartozo fiiggvényértékek:

¢1 = ay+0.382 Ly = 2.528, fler) = 3.75,
di = a;+0.618 L, = 3.472, F(dy) = 4.69

2. lépés:

Mivel f(c1) < f(d1), igy az 4j bizonytalansédgi intervallum [as, bo] = [a1,d1] = [1,3.472],
melynek hossza Lo = 2.472 . A két kozbiilsé pont és a hozzdjuk tartozo fiiggvényértékek az
alabbiak. Ne feledjiik, hogy most a ds pont az el6z6 intervallumbeli ¢; értékkel azonos.

Co = Qo + 0.382 Lg == 1944, f(Cg) = 406,
d2 = C = 2528, f(dg) = f(Cl) =3.75

3. lépés:

Mivel f(c2) > f(ds), igy az dj bizonytalanségi intervallum [ag, b3] = [cg, be] = [1.944, 3.472],
melynek hossza Ls = 1.528 . A két kozbiilsé pont és a hozzdjuk tartozo fiiggvényértékek az
alabbiak. Ez esetben a c3 pont lesz az el6z6 intervallumbeli dy értékkel azonos.

C3 = dg = 2528, f(Cg) = f(dg) = 375,
ds = a3 + 0.618 Ly = 2.888, F(ds) = 3.90

4. lépés:
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Mivel f(c3) < f(ds), igy az 0j bizonytalansagi intervallum [ay, by] = [a3, d3] = [1.944, 2.888],
melynek hossza L, = 0.944 . Itt megédllunk, mivel L, < 2¢. A minimumpont kozelitése
Tppin = “42Lb4 ~ 2.416 . Most is elég kozel keriiltiink a pontos minimumbhelyhez, az * = 2.5
értékhez.

Fibonacci keresés A golden section mdédszernél lattuk, hogy a bizonytalansdgi interval-
lumok hossza minden 1épésben azonos ardanyban csokken, azaz L1 = ¢Li. A Fibonacci
modszernél a redukcids ardny lépésrol lépésre valtozik, de megmarad a golden section mod-
szernek az a jo tulajdonsaga, hogy az els6 intervallumban kettd, a tobbi intervallumban pedig
csak egy fiiggvény-kiértékelésre van sziikség. Az eljards alapjdt a Fibonacci szdmok képezik,
amelyeket az aldbbi rekurziv formula definidl:

Fo = F1=1,
Fk == Fk,1+Fk,2 /{?:2,3,

A sorozatbdl az els6é 10 Fibonacci szamot kozoljiik: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...

A médszer elején kivilasztunk egy n természetes szdamot, ennek vdalasztdsdra késdbb
visszatériink. A Fibonacci mdédszernél az n és a Fibonacci szamok segitségével az alabbi
formuldkkal szémitjuk ki az [ag, by] intervallum belsejében a ¢y, dj, pontokat:

Fn—k—l

k. = ap+ Ly,
ankJrl
F,_

dk = ar+ k Lk.
n—k+1

A képletek konnyen megjegyezheték, mivel mindkét belsd pont szémitdsa azonos elveken
nyugszik, a baloldali végponthoz hozza kell adni a bizonytalansdgi intervallum hosszénak
valahdnyszorosdat és ez a szorzé két Fibonacci szam hédnyadosa. A hanyadosokban a nevezd
mindkét esetben azonos, a szamlalé pedig dy, esetén a nevezot kozvetleniil megel6z6 Fibonacci
szam, ¢, esetén pedig a nevezot kettével megelézd Fibonacci szém. A k = 1 esetben a nevez6
F,, a tobbi k esetén pedig mindig eggyel kisebb indextiek a képletekben szerepld Fibonacci
szamok.

Az aldbbiakban harom &llitast kozliink, amelyek a Fibonacci médszer {6 tulajdonsdgait
mutatjak.

1. ALLITAS

Akédr a baloldali, akdr a jobboldali intervallum lesz az tij bizonytalansagi intervallum,
mindkét esetben

ank

Fn—k-‘rl

Lk+1 — Lk;, .
és az intervallumok hosszdra igaz a Fibonacci szamok képzéséhez formailag hasonlé dssze-
fiiggés

LkZLk+1+Lk+2, ]{7:1,2,...,71—3.
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A bizonytalansdgi intervallumok hosszdnak csokkenése minden lépésben a Fibonacci sza-
mok hanyadosdval ardnyos.

2. ALLITAS

Akér a baloldali, akir a jobboldali intervallum lesz az tij bizonytalansagi intervallum,
mindkét esetben az 1ij bizonytalansdgi intervallumbeli egyik pont megegyezik az el6z6 bi-
zonytalansagi intervallum egyik belsé pontjaval, azaz ha az 1j bizonytalansdgi intervallum
[CLk+1, bk+1] = [Ck, bk], akkor

Cry1 = dy,
ha pedig az 1j bizonytalanségi intervallum [ayy1, bgi1] = [ax, di], akkor
diy1 = Cp-

3. ALLITAS
Ak =n—1 esetben
Cpn—1 = dnfl-

Ez az éllitas azt fejezi ki, hogy egy bizonyos 1épés utdn az algoritmus megdll, mivel a két
belsé pont megegyezik.

Az allitdsok egyszer(i szamoldssal bizonyithatéak, amelyet az olvaséra bizunk.

Osszefoglalva, a Fibonacci médszernél az 1ij bizonytalansédgi intervallum és abban 1évé
két pont szamitdsa a kovetkezo:
Ha f(cx) > f(dy), akkor az 1j bizonytalansagi intervallum

[aks1, eg1] = [ck, bk
Chp1 = dy
Fn—k
A1 = Qg1+ Ly,
n—k+1

ha f(ex) £ f(dy), akkor az 1ij bizonytalansagi intervallum

(i1, Dpq1] = |ag, di]
ankfl
Chy1 = Qpg1 + Lyt
n—k+1
dey1 = G

Az eljarast k = n — 1 1épésig folytatjuk és a 3. éllitasbeli ¢, 1 = d,,_1 kozos értékre
valasztjuk a minimumpontot. Ekkor a hiba, amit elkdvethetiink legfeljebb L, _;/2. Kénnyen
ellenorizhetd, hogy a kozos érték nem mds, mint a £ = n — 1 intervallum kozéppontja.

Most visszatériink az n értékének megvélasztdsdra. Az elsé intervallum esetén kettd, a 2.
allitds miatt pedig a tovdbbi intervallumokban csak egy fiiggvény-kiértékelés sziikséges Ha
az utolsé, azaz a k = n — 1-edik intervallumban is kiszamitjuk a fiiggvény minimumat, akkor
a fiiggvény-kiértékelések szdma n, tehat az elére nem definidlt n a fiiggvény-kiértékelések
szamét jelenti. Ha eldirjuk, hogy a vélasztott minimumpontnak legfeljebb € > 0 legyen a
hibdja, azaz

Ln—l
2

<e,
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akkor az n értéke ennek a formuldnak a segitségével szamithaté. A képletben L, _; helyére
hasznélhaté formuldt kell frnunk, amelyet az 1. &llitds segitségével az aldbbiak szerint vég-
ziink el. Eloszor szamitsuk ki a redukcios ardnyt Lj.; és az els6 intervallumbeli Ly kozott,
amelyet az aldbbiak szerint végezhetiink

F,_
L2 - FnlLl
FTL— Fn— Fn— Fn_
L3 = 2L2 = 2 1L1 - 2L1
Fn—l Fn—l Fn Fn
Fn—3 Fn—3 Fn—2 Fn—S
! Fn—2 ’ Fn—2 Fn ! Fn !
F,
Ly = fa "Ly

Ezt felhaszndlva, k = n — 2 helyettesitéssel

Ey 2
Ly, 1=—=L=—1L;.
1 7 1 7 1

A hibdra vonatkozo6 képlet hasznélhaté formédban az aldbbiak szerint irhaté

Ly -

JR— 6’

F,
amelybdl az adott kezdeti intervallumhossz (L;) és egy elére megadott pontossagi tiirés (¢)
ismertében n értékét gy kell megvalasztani, hogy

L
F,> =
Példa:
Oldjuk meg az f(z) = x?—5z+10 — min! egyvaltozés optimalizéldsi feladatot Fibonacci
maédszerrel, ha a bizonytalansdgi intervallum [a,b] = [1, 5].
Megoldas:

Viélasszuk meg az n értékét n = 4-re. Ennek javasolt megvdlasztdsdra a példa végén
visszatériink. Az algoritmushoz sziikséges Fibonacci szamok: Fy = Fy =1, F, =2, F3 =
3, Fy=5.

1. lépés:
Az els6 kozelitésbeli bizonytalansagi intervallum [aq, b1] = [1, 5], melynek hossza L; = 4.
A két kozbiilsé pont és a hozzdjuk tartozé fiiggvényértékek:

F 2

¢ = a1+ —=L =1+=-4=286, fler) = 3.76,
£ 5
F. 3

di = a1 +—= L =1+2-4=34, fldy) = 4.56
£ 5

Ahogy kordbban emlitettiik, az els6 intervallumbeli kozbiilsé pontok szamitaséndl a nevezo-
ben mindig F;, all, a szdmldléban pedig attél kettovel ill. eggyel kisebb indexi{i Fibonacci
szam &ll. A tovabbi lépésekben a Fibonacci szdmok indexe mindig eggyel csokken.
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2. lépés:

Mivel f(c1) < f(dy), igy az 4j bizonytalansagi intervallum [as, bo] = [a1,d;] = [1, 3.4],
melynek hossza L, = 2.4 . A két kozbiilsé pont és a hozzdjuk tartozoé fiiggvényértékek az
alabbiak. Ne feledjiik, hogy most a dy pont az el6z6 intervallumbeli ¢; értékkel azonos.

Cy=ay+ 7 Ly =18, f(cg) = 4.24,
dy = c1 = 2.6, fdz) = f(er) =3.76

3. lépés:

Mivel f(c2) > f(dz), igy az uj bizonytalansagi intervallum [as, bs] = [co, bo] = [1.8, 3.4],
melynek hossza L3 = 1.6 . A két kozbiilsé pont és a hozzdjuk tartozé fiiggvényértékek az
aldbbiak. Ez esetben a c3 pont lesz az el6z6 intervallumbeli dy értékkel azonos.

c3 = dg = 2.6, f(es) = f(da) = 3.76,
d3 =as+ % L3 = 26, f(d3) = 3.76

4. 1épés:
Mivel ¢35 = d3, igy az algoritmust be kell fejezni. A minimumpont kozelitése x,, ~ 2.6,
vagyis a kozbiilsé pontok kozos értéke.

Ha az n értékét onkényesen vdlasztjuk meg, akkor - mint ahogy a példdban tapasztaltuk
- nem tudjuk befolydsolni a pontossdgot. Amennyiben azt szeretnénk, hogy a pontossdgi
tlirés példaul € = 0.05 legyen, akkor az n értékét olyanra kell vdlasztani, hogy fennélljon az

Ly
-

F, >

Osszefiiggés, ez pedig azt jelenti példdnkban, hogy F,, > ﬁ = 80. A Fibonacci szdmokbdl
adédik, hogy n = 10, mivel Fjy, = 87.

A példa sordn azt is ellendrizhetjiik, hogy az intervallumok hosszdra a Fibonacci szdmok-
hoz hasonlé 6sszefiiggés érvényes, Ly = Lo + Ls.

3.1.3. Derivaltakat haszndl6 egyvaltozos kereso eljarasok

Bisection médszer Tegyiik fel, hogy az egyvéltozos fiiggvény, amelynek minimumat ke-
ressiik, differencidlhaté konvex fiiggvény. Induljunk ki egy olyan [a, b] bizonytalanségi inter-
vallumbdl, amely tartalmazza a minimumpontot. A mdédszer 1ényege, hogy minden 1épésben
az intervallum belsejében valasztunk egy pontot (optimaélis valasztés a felez6pont) és a pont-
beli derivélt (f ’) értékétdl fiiggben valasztjuk ki a baloldali vagy a jobboldali intervallumot.

A Bisection mdédszer algoritmusa:
Indulé 1épésben legyen [a,b] = [a1,b1], (K =1).
Kozbiilsd 1épés: Adott az [ag, bg] intervallum. Meghatdrozzuk a felez6pontot, jelolje

ezt cg.
Ha f ’(c;) = 0, akkor a fiiggvény konvexitdsa miatt a ¢, pont a minimumpont.
Ha f'(c;) < 0, akkor a fiiggvény konvexitdsa miatt az 1j bizonytalansagi intervallum
(a1, b+1] = [ex, b -
Ha f'(cx) > 0, akkor a fiiggvény konvexitdsa miatt az 1j bizonytalansagi intervallum
]

[akt1, Dry1] = [ar, ci
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Az eljarast addig folytatjuk, amig valamely k-ra Ly = by—ax < 2¢, ahol ¢ > 0 a pontossagi
el6iras. Ekkor, ha a minimumpontot a megalldsnal kapott [ay, b intervallum kézéppontjara
valasztjuk, akkor e-ndl kisebb hib&at kovetiink el a minimumpont kézelitésében.

Az algoritmus lépései az aldbbi dbran is kovethetok:

> -

| | e | 1 »
a ck=(aktby)/2 by ay ck=(aKtby)/2 by

Akt Pkt Ak P+t

Ha az intervallum kozepére vélasztjuk a pontot, akkor L;,; = %, azaz felezodik a bi-

zonytalansdgi intervallum. Ezért ezt a médszert intervallumfelezd eljardsnak is nevezziik.

Példa:

Oldjuk meg az f(x) = 2* — 9z + 7 — min! egyvdltozés optimalizéldsi feladatot Bisection
modszerrel, ha a bizonytalansagi intervallum [a, b] = [1, 3], ¢ = 0.005 .

Megoldas:

Elokésziiletként hatarozzuk meg a fiiggvény els6 derivaltjat:

f'(x) =322 -9
1. lépés:
Az elsé kozelitésbeli bizonytalansagi intervallum [aq, b1] = [1, 5], melynek hossza L, = 2,

kozéppontja (felezépontja) ¢ = 2.

2. lépés:
Mivel f'(2) = 3 > 0, igy az 4j bizonytalansagi intervallum [ag, bo] = [a1, 1] = [1, 2],
melynek hossza Ly = 1, felezbpontja co = 1.5.

3. lépés:
Mivel f'(1.5) = —2.25 < 0, igy az 4j bizonytalansagi intervallum [as,bs] = [c2,bs] =
[1.5, 2], melynek hossza L3 = 0.5, feleztpontja cz = 1.75.

4. 1épés:

Mivel f’(1.75) = 0.1875 > 0, igy az 4j bizonytalansagi intervallum [aq, bs] = [ag, c3] =
[1.5, 1.75], melynek hossza L, = 0.25, felezbpontja ¢4 = 1.625 . Itt megédllunk, mivel az
algoritmus f6 lépéseit bemutattuk. Egyébként addig folytatjuk az eljardast, amig el nem
érjiik azt a lépést, amelyben L, < 2¢ = 0.01, és ekkor z,;, = ¢ lesz a minimumpont e
pontossagu kozelitése.

Megfigyelhet6, hogy a bizonytalansdgi intervallumok hossza minden 1épésben a felére
csokken.
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Newton médszer Tegyiik fel, hogy az egyviltozés fiiggvény, amelynek minimumét ke-
ressiik, kétszer differencidlhaté fiiggvény. Induljunk ki egy x; pontbdl és alkalmazzuk az
f'(z) = 0 sziikséges feltételre, mint stacionérius egyenlet megolddsara a Newton iterdcids
eljarast, amely a kovetkezd

Tyl = T — ;:/((Zl;i = 1,2,...

A Newton médszerrdl jelen tananyag elején részletesen beszéltiink, igaz, hogy a tobbval-
tozds esetet targyaltuk. A fenti formuldt egyszeriien kapjuk a tobbvéltozds esetbdl, hiszen a
gradiens vektor helyett az els6 derivaltat, a Hesse métrix helyett pedig a mésodik derivaltat
kell szerepeltetni.

Az eljarast addig folytatjuk, amig valamely k-ra |rx.1 — x| < €, ahol € > 0 a pontossagi
eloirds. Ekkor az w1 pont legfeljebb € szammal tér el a minimumponttol.

Az algoritmus lépései az aldbbi dbran is kovethetok:

| /

f(x) f(x)

F(x)=0 F(x)=0

| J " ! |
X Xg+1 Xg+2 X2 X+ Xk

Az egyviltozos esetben az f'(x) derivaltfiiggvénynek az x; pontjdban érintét hizunk
és ahol ez metszi a vizszintes tengelyt az lesz az 1j xy; kozelités. Tehat minden lépés-
ben az f'(x) derivaltfiiggvényt az érintéegyenessel kozelitjiik. A Newton mddszert szokds
érintbmoédszernek is nevezni.

Példa:
Oldjuk meg az f(z) = 2* — 9z + 7 — min! egyvdltozés optimalizdldsi feladatot Newton
modszerrel, ha a kiindul6 kozelité megoldds x; = 3, ¢ = 0.005..

Megoldas:
Elokésziiletként hatarozzuk meg a fiiggvény elsé és masodik deriviltjat

fl(x)=322—-9, f"(z) =6z

2. kozelités:

322 -9
= — = 2
i) T 6[)’;1
Az utolsé két kozelités tavolsdga: |z — 1| = 1. Hasonlé lépésekkel nyerjiik a tovabbi
kozelitéseket, amelyek rendre az aldbbiak:
3. kozelités: x3 = 1.7500, |zg — 9| = 0.25
4. kozelités: x4 = 1.7321, |zy — 23] = 0.0179

5. kozelités: x5 = 1.7321, |zs —x4] =0
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Léathatjuk a gyors konvergencist, mar a 4. kozelitésben megkaptuk a @, = /3 pontos
értéket négy tizedes pontossdggal.

3.2. Tobbvéaltozés vonalmenti kereso eljarasok

Ebben a fejezetben részletesen ismertetjiik a tobbvaltozds vonalmenti eljardsokat, az elso
alfejezetben a derivaltakat nem haszndl6, a maéasodik alfejezetben pedig a deriviltakat is
hasznélé mdédszereket mutatjuk be.

3.2.1. Deriviltakat nem hasznalé to6bbvailtozés vonalmenti kereso eljarasok

Ciklikus koordindta mdédszer A ciklikus koordindta mdédszerben a keres6 irdnyok az
egységvektorok.

Ciklikus koordindta mdédszer algoritmusa:
Indulé lépés (k = 1): Kiindulunk egy x; € R™ pontbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Legyen y; = x;. Az y; pontbdl kiindulva az e; egységvektor irdnyaban megkeressiik
a p(A) = f(y1 + Aep) fiiggvény minimumadt, legyen ez az y, pont, majd az y, pontbdl kiin-
dulva az e, egységvektor irdnydban megkeressiik a ¢(\) = f(y2+ Aez) fiiggvény minimumét,
legyen ez az y3 pont, ezt folytatva, azaz ciklikusan viltoztatva a keres6 egységvektorokat,
utolséként az e, egységvektor irdnydban torténd keresés utdn kapjuk az y, 1 pontot.
2. Meghatarozzuk a kovetkezo kozelitést: xi11 = yni1.
3. Megallunk, ha ||x;11 — x¢|| < €, egyébként folytatjuk az eljarast, k := k + 1.

Az algoritmus lépései az aldbbi dbran is kovethetok:

do=e;

Y2

Y1=X4

di=e, yz

Példa:
Oldjuk meg az aldbbi optimalizaldsi feladatot ciklikus koordindta mdédszerrel! Legyen az
x; = (0,0) a startvektor és legyen € = 0.005 a pontosségi tiirés.

f(zy,m5) = 2% — w129 + 205 — 271 — 329 + 7 — min!

Megoldas:
1. lépés:
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X1 = (0, O)

Y1:X1:(Oa0)7 d =e = (170)7 YZY1+)\d1:()\aO)

Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:

©A) = f(A0) =X —=X-0+2-02—2X\—3-0+7= A -2\ + 7 — min!
Ar=1

y2=y1+Ady = (A\,0) = (1,0), dy=ey=(0,1), y=y2+Ady=(1,})
Az egyvaltozds optimalizaldsi feladat és megolddsa:

©(A) = f(1,)) = 2A* — 4\ + 6 — min!

Ao =1

Y3 =Yy2 + Aods = (1,1)

2. lépés:

X2 =Yy3 = (1a 1)

|x2 — x1|| = V2 > ¢, tehat folytatni kell az eljarast.
y1:X2:<171)7 d1:e1:(1,0>7 y:}’1+)\d1:(1+)\71)
Az egyvaltozds optimalizaldsi feladat és megolddsa:

e(A) = f(1+ A1) =(A+1)° -3\ +3 — min!

M =1

Y2:}’1+/\1d1:(%71)7 d; =e; = (0,1), Y:}’2+)\d2:(%71+>\)

Az egyvaltozés optimalizaldsi feladat és megoldasa:
eN) =FE1+N)=2A+1)? =22+ T — min!
do =1

y3=Yy2 + Aoday = (37 §)

3. lépés:
X3 =Y3 = (%7 %)
|x3 — x2|| = 0.177 > ¢, tehdt folytatni kell az eljdrést.

Mivel az algoritmus f6 lépéseit bemutattuk, ezért az eljarast befejezziik. Megjegyezziik,

hogy az optimélis megoldas X = [%,%} = (1.57,1.14), amelyhez mér az x3 = (%,g) =

(1.5,1.125) kozelités elég kozel van.

Hooke-Jeeves médszer A Hooke-Jeeves a médszer hasonlé a ciklikus koordindta maéd-
szerhez, mivel itt is az egységvektorokat hasznaljuk kereso irdnyoknak. A kiilonbség az, hogy
az egységvektorok irdnydba torténd keresési ciklus utdn elvégziink egy x;.1 — X; irdnyban
torténo keresést is.

Hooke-Jeeves mdédszer algoritmusa:
Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy x; € R"™ pontbdl.
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Ko6zbiilso 1épés:

1. Legyen y; = x;. Az y; pontbdl kiindulva az e; egységvektor irdnyaban megkeressiik
a o(\) = f(y1 + \ep) fliggvény minimumadt, legyen ez az ys pont, majd az y, pontbdl kiin-
dulva az e, egységvektor iranydban megkeressiik a ¢(\) = f(y2+ Ae) fiiggvény minimumét,
legyen ez az ys3 pont, ezt folytatva, azaz ciklikusan véltoztatva a keres6 egységvektorokat,
utolséként az e,, egységvektor irdnyaban torténd keresés utan kapjuk az y, .1 pontot.

2. Meghatarozzuk a kovetkezo kozelitést: xp11 = yn11-

3. Megdllunk, ha ||x;11 — xi|| < €, egyébként folytatjuk az eljarést a kovetkez6 sorral.

4. Legyen d = Xp, 1 — Xj és az X1 pontbdl kiindulva a d irdnyban megkeressiik a
©(N) = f(Xpy1 + Ad) fiiggvény minimumat, legyen ez az xj, o pont.

5. Folytatjuk az eljarast, k :=k + 1.

Az algoritmus lépései az aldbbi dbran is kovethetok:

Példa:
Oldjuk meg az aldbbi optimalizéldsi feladatot Hooke-Jeeves médszerrel! Legyen az x; =
(0,0) a startvektor és legyen € = 0.005 a pontossdgi tiirés.

f(z1,m5) = 22 — z109 + 205 — 271 — 329 + 7 — min!

Megoldas:

1. lépés:

X1 = (O, O)

yllez(0,0), d1 = €9 — (1,0), y:y1+)\d1:()\,0)

Az egyviltozos optimalizalési feladat és megolddsa:

©(A) = f£(X,0) = A* = A(0) +2(0)2 — 2A — 3(0) = A\* — 2\ + 7 — min!
Ar=1

y2:y1+/\1d1:<)‘1a0):<1a0)7 d2:e?2 (071)7 y:y2+)‘d2:(1’)‘)
Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:

©(A) = f(1,)) = 2A* — 4\ + 6 — min!

A =1

Y3 =Yy2+ Aody = (1,1)
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2. lépés:
x2 =y3 = (1,1)
|x2 — X1]| = V2 > ¢, tehdt folytatjuk az eljardst.

3. lépés:

Itt tériink el a ciklikus koordinatdk mddszertol, most az irdnyvektor legyen az el6z6 két
kozelité x vektor kiilonbsége, azaz d = x2 —x; = (1,1) — (0,0) = (1,1)

x2=(1,1), d=(1,1), x=%x2+AMd=(1+A1+))

Az egyvaltozés optimalizaldsi feladat és megolddsa:

O\ = f(14+ X1+ =2(A+1)> =5\ +2 — min!

A=t

X3:X2+/\d:(274§1)

4. 1épés:
x3 = (2,2) kozelitésbol kiindulva djra elvégziink egy ciklust az egységvektorokkal.
yl:xi’):(%’g)? d1261:<1,0), y:yl_’_/\dl:(%—i_)\’%)
Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:
2 .
o) = 3+ 5 = (1 )7 = 2+ B — min
)\1 — g

Y2:y1+/\1d1:(%“§1), dQZGQZ(O,l), y:y2+)\d2:<%’%+>\)
Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:
13 5 512 _ 37 39 :
(M) 2{(§,1+)\) =2(A+2)" = 3IX+ 2 — min!
Ay =

32
ys =y2+ dody = (2, 3)

5. lépés: x4 =y3 = (1?83, %)

|x4 — x3|| = 0.53 > ¢, tehdt folytatni kell az eljérést.

Mivel az algoritmus 6 1épéseit bemutattuk, ezért az eljarast befejezziik. A folytatds-
ban a d = x4 — x3 irdnyvektorral végziink egy egyvdltozés minimalizdlast, majd ujra
egy ciklust végziink az egységvektorokkal, stb. Megjegyezziik, hogy az optimdlis megol-
dés x = [&, 8] = (1.57, 1.14), amelyhez mér az x4 = (1.625, 1.156) kozelités elég kozel
van. Kozelebb jutottunk, mint a ciklikus koordindtdk moédszerrel, igaz, hogy eggyel tobb
egyvaltozés minimalizdldst végeztiink.
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Rosenbrock médszer A Rosenbrock médszer hasonléan indul mint a Hooke-Jeeves méd-
szer, azonban a mésodik ciklustdl kezdve nem az egységvektorokat haszndljuk kereso irdny-
nak, hanem olyan dj,da,...,d, vektorokat, amelyek (mint ahogy az egységvektorok is),
linedrisan fiiggetlenek és ortogondlisak (mer6legesek) egymdsra. Az elsd irdanyvektort, a d;
vektort d; = X1 — Xj-re valasztjuk, a tobbit pedig a Gram-Schmidt féle ortogonalizédcids
eljardssal hatdrozzuk meg. A Gram-Schmidt féle ortogonalizdciés eljards ismertetésére itt
nem tériink ki.

Rosenbrock mdédszer algoritmusa:

Indulé lépés (k = 1): Kiindulunk egy x; € R" pontbdl és a kezdeti keresé vektorokat
az egységvektorokra valasztjuk, azaz d; = e;, 1 =1,2,...,n.

Ko6zbiilso 1épés:

1. Legyen y; = x;. Az y; pontbdl kiindulva a d; irdnyban megkeressiik a o(\) =
f(y1 + Ady) fiiggvény minimumét, legyen ez az y, pont, majd az y, pontbdl kiindulva a ds
iranyban megkeressiik a p(\) = f(y2 + Adz) fiiggvény minimumsdt, legyen ez az ys3 pont,
ezt folytatva, azaz ciklikusan véltoztatva a kereso irdnyvektorokat, utolséként a d,, irdnyban
torténo keresés utan kapjuk az y, .1 pontot.

2. Meghatarozzuk a kovetkezo kozelitést: xp11 = yni1.

3. Megallunk, ha ||xz11 — xi|| < €, egyébként folytatjuk az eljérdst a kovetkezd sorral.

4. Meghatérozzuk az 1ij di,da, ..., d, linedrisan fiiggetlen, egymdsra merdleges irdny-
vektorokat a Gram-Schmidt féle ortogonalizicids eljdrassal igy, hogy d; = xx11 — X legyen.

5. Folytatjuk az eljarast, k := k + 1.

Az algoritmus lépései az aldbbi dbran is kovethetok:

Ya=X4

Példa:
Oldjuk meg az aldbbi optimalizalési feladatot Rosenbrock mdédszerrel! Legyen az x; =
(0,0) a startvektor és legyen ¢ = 0.005 a pontosségi tiirés.

f(z1,15) = 22 — x129 + 202 — 221 — 329 + 7 — min!

Megoldas:

1. lépés:

x; = (0,0)

y1=x1 =(0,0), dy=(1,0), y=y1+Ad;=()0)

Az egyvaltozds optimalizaldsi feladat és megolddsa:

©(\) = f(A,0) = A% — A(0) +2(0)2 — 2\ — 3(0) = A\* — 2\ + 7 — min!
A =1

Y2=Y1+ /\ldl - ()‘170> - (170)’ d2 = (07 ]-)7 y=y2+ )\d2 - (17)‘)
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Az egyvaltozés optimalizaldsi feladat és megolddasa:
©(\) = f(1,)) = 2\* — 4\ + 6 — min!
Ao =1

Y3 =Yy2+ Aody = (1,1)

2. lépés:
x2 =y3 = (1,1)
|x2 — x1|| = v/2 > ¢, tehat folytatni kell az eljarast.

3. lépés:

Itt tériink el a ciklikus koordinatdk ill. a Hooke-Jeeves mddszertol, most képeziink két
irdnyvektort, amelyek egymésra merdlegesek, az els6 irdnyvektor legyen az el6z6 két kozelitd
x vektor kiilonbsége, azaz d; = x — x; = (1,1) — (0,0) = (1, 1), a mésik irdnyvektor (ds)
pedig erre merdleges legyen. A dy vektor akkor merdleges a dy vektorra, ha d;dy = 0. Két
ilyen vektor is van, az (1, —1) és a (—1, 1) vektorok. Vilasszuk a do = (1, —1) vektort. Most
a d; és dsy két vektorok irdnydban végziink egymads utén egy-egy egyvialtozds optimalizaldst.

y1:X2:(1,1), dlz(l,l), X:X2+)\d1:(1+>\,1+/\)
Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:

e(A\) = fA+N\1+X)=2(A+1)> =5\ +2 — min!

)\1 = le

vo=yvithdi=(35), do=(1,-1), y=ya+dda=(G+A;-N

Az egyvaltozés optimalizalési feladat és megolddsa:

eN) =FE+HAT=N =2+ A+ +2(E -1 - (A +3) (3-2) + 2 — min!
N= 3

Y3 =y2+ dods = (3, 15)

4. 1épés:
23 17

X3 =Y3 = (Ea E)
|x3 — x2|| = 0.44 > ¢, tehdt folytatni kell az eljérést.

Mivel az algoritmus f6 1épéseit bemutattuk, ezért az eljardst befejezziik. A folytatdshoz
meghatarozzuk a két, egymadsra merdleges irdnyvektorokat: d; = x3 — x5 = (%, %), d; =
(%, —%) és ezekkel elvégziink egy-egy egyvéltozés minimalizaldst, majd djra meghatarozzuk
a két, egymdsra meroleges irdanyvektort, stb.

Megjegyezziik, hogy a merdleges irdnyvektorok eléallitdsahoz nem volt sziikség a Gram-

Schmidt féle ortogonalizaciés eljardsra, mivel kétvaltozés volt a feladat.
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3.2.2. Deriviltakat hasznal6 t6bbvaltozés vonalmenti kereso eljarasok

Gradiens mdédszer (Cauchy médszer, 1847) Mint tudjuk, a gradiens vektor a fiiggvény
legnagyobb noévekedésének irdnydba mutat. Legkézenfekvobb tehdat a d keresd irdnyra a
d = —V f(x) vélasztds, hisz ebben az irdnyban vérhaté a fiiggvény legnagyobb cstkkenése.
Szokds ezt a médszert a legnagyobb csokkenés mdédszerének is nevezni. A mddszer lényege
az aldbbiakban foglalhaté tssze.

Gradiens médszer algoritmusa:
Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy x; € R"™ pontbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Az irdnyvektor meghatdrozasa: dy = —V f(xx).
2. Megoldjuk a min {f(x; + Adg) : A 2 0} minimalizéldsi feladatot A-ra, legyen az
optimélis megoldéds Ag.
3. Meghatdrozzuk a kovetkez6 kozelitést: xp 1 = Xp + A\pdg.
4. Megallunk, ha ||x;,1 — x¢|| < €, egyébként folytatjuk az eljarast, k := k + 1.

Példa:
Oldjuk meg az aldbbi optimalizalasi feladatot gradiens médszerrel. Legyen az x; = (0, 0)
a startvektor és legyen ¢ = 0.005 a pontossdgi tiirés.

f(z1,m9) = 2% + 22129 + 2235 — 11 + 29 + 5 — min!

Megoldas:
Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét
. 21’1 + 21’2 —1
V(@ r2) = [ 2x1 + 4dxgs + 1 1 '

1. lépés: x; = (0,0)

vio=| | a=—vre = | ]

X =X + /\d1 = (/\, —/\)
Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:
©(A) = f(\, =) = A =2\ + 5 — min!

AM=1

2. lépés:

X9 = X1 + )\1d1 = ()\17—/\1) = (1,—1), d2 = —Vf<X2) = (1,].), X = X9 + )\dQ =
(14 A —1+ )

Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:
©(A) = f(1+ X, -1+ X) =5\ — 2\ 4+ 4 — min!
Ao=3

3. lépés:
X3 = X2+)\2d2 = (gu _%)7 d3 = —Vf(X3> = (%7 _%)7 X = X3+)\d3 = (g+l>\7 _é_%/\)
Az egyvaltozds optimalizaldsi feladat és megoldasa:
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o(N) :f(ngl)\,_%_l)\) — L)\Q_%/\Jr% — min!

4. lépés:

X4:X3+>\3d3:(%7_1)7 d4:—Vf(X4) = (%7%)7 X:X4+)\d4: (%—i_%)‘?_l_‘_%)\)
Az egyviltozos optimalizalési feladat és megolddsa:

eA) = fE+IN-1+10) =1 —- 2ZX+ 2 — min!

M=

5. lépés:

X5 = X4 + Mgdy = (%7—%)7 d; = —Vf(x4) = (2%57_%)7 X = X5 + A5 = (% +
R i)\)
257 25 25

Az egyviltozos optimalizalési feladat és megolddsa:
eA) = fE+ X -2 - LX) =N - ZA+ 1% — min!

25 25 625 625 125
As =1
6. 1épés:
Xg = X5 + /\5d5 = (3—;, —1) = (148, —].) .

Mivel az algoritmus 6 lépéseit bemutattuk, ezért az eljarast befejezziik. Megjegyezziik,
hogy az 5. lépésben mér elég kozel keriiltiink a minimumhelyhez, amely X = (1.5, —1). Szo-
kas a két utolsé kozelités tdvolsdga helyett azt a megélldsi (termindlasi) feltételt is hasznélni,
amelynél a |V f(xy)]|| elegendéen kozel van a zérushoz.

Newton tipusi mdédszerek Az elézdekben megismertiik a Newton mdédszert és a kvézi
Newton médszereket. Mindegyiknél egy s, kiillonbségvektort hataroztunk meg és ezt kozvet-
leniil hozzdadtuk az x; vektorhoz, gy kaptuk meg a kdvetkezo kozelitést, azaz X1 = Xp+Sk.
A most targyaldsra keriil6 médszerekben is egy linedris egyenletrendszert kell megoldani, de
a kapott vektort csupan egy irdnynak haszndljuk és ebben az irdnyban elvégziink egy vo-
nalmenti minimalizdldst. A kovetkez6 kozelitést ennek a vonalmenti minimalizdldsnak az
eredménye adja. Tovdbbra is megtartjuk a Newton tipusi mddszereknél hasznalatos jelolé-
seket, tehat az x vektorok kolonbségére az s vektort, a gradiens vektorok kiillonbségére pedig
az y vektort hasznaljuk, azaz sy = Xp11 — X és yx = V f(Xp11) — V f(xx). Az irdnyvektorra
pedig a szokdsos d jelolést hasznaljuk. A kovetkezokben a Newton médszernek ill. a két kvazi
Newton mddszernek a vonalmenti minimalizéldst is tartalmazé algoritmuséat ismertetjiik.

Newton médszer 1. algoritmusa:
Indulé lépés (k = 1): Kiindulunk egy x; € R™ pontbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Irdnyvektor meghatédrozasa: Megoldjuk a H(x;)dy = —V f(xy) linedris egyenlet-
rendszert d-ra.
2. Megoldjuk a min { f(x; + Ady)} minimalizdlési feladatot A-ra, legyen az optimalis
megoldds .
3. Meghatdrozzuk a kovetkezo kozelitést: xpi1 = Xp + A\pdg.
4. Megallunk, ha ||x;41 — Xi|| < €, egyébként folytatjuk az eljarast, k := k + 1.
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Newton médszer II. algoritmusa:
Indulé lépés (k = 1): Kiindulunk egy x; € R™ pontbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Tranyvektor meghatdrozédsa: dy = —H(x;) 'V f(xy).
2. Megoldjuk a min { f(x; + Ady)} minimalizdldsi feladatot A-ra, legyen az optimalis
megoldds .
3. Meghatéarozzuk a kovetkezo kozelitést: xpiq1 = xp + A\pdg.
4. Megallunk, ha ||xx11 — xx|| < €, egyébként folytatjuk az eljarast, k := k + 1.

Ismételten megjegyezziik, hogy a Newton I. és a Newton II. algoritmus mindegyikében
a d irdnyvektort ugyanannak az egyenletrendszernek a megolddsaként kapjuk. A Newton I.
modszerben az egyenletrendszert valamilyen médszerrel oldjuk meg, a Newton II. médszer-
ben pedig a megoldast az egyiitthatomatrix (Hesse matrix) inverze segitségével hatdrozzuk
meg.

Példa:
Hatédrozzuk meg az

flxy,29) = —(mf + :pg — 211 — 4z9 + 6)_1

fiiggvény minimumét Newton mdédszerrel az x; = [0, 1] startvektorbdl kiindulva, de hasznal-
junk vonalmenti optimalizalést!

Megoldas:

Emlékeztetjiik az olvasét, hogy ezt a feladatot a Newton mddszer c. fejezetben megpré-
béltuk megoldani a Newton mdédszerrel és azt tapasztaltuk, hogy a médszer nem konvergélt.
Most ugyanezt a feladatot prébéljuk megoldani a Newton médszer és a vonalmenti optima-
lizalds osszekapcsolasdval. A linedris egyenletrendszer megoldasaként kapott s; = [—%, —%}
vektort tehat most nem adjuk hozza az x; vektorhoz, hanem a s; vektort csak egy irdnyvek-
torként hasznéljuk és ebben az irdnyban elvégziink egy egyvaltozos optimalizalast. Célszerti
a d; irdnyvektort egész szdmokkal felirni, mert igy az egyvaltozés optimalizélasi feladat meg-
oldédsa egyszeriibbé valik, tehat legyen d; = [—1,—1]. Az x = x;+Ad; = [-A, 1 — )] vektort
behelyettesitve a célfiiggvénybe az egyvaltozés optimalizédlasi feladat

1

A0 iy ey vy e VT T YU

A megoldds A-ra \; = —1, igy xo = x3 + \id; = [0,1] + (—1) [-1, —1] = [1,2]. Tovdbb
nem folytatjuk a megoldést, mert az xo pontban a gradiens eltiinik. A V f(x3) = 0 pedig
azt jelenti, hogy a minimum sziikséges feltétele teljesiil az x, pontban.

Példa:
Hatédrozzuk meg az
f(z1,15) = xiad + 22223 4+ 17

fiiggvény minimumét Newton mdédszerrel az x; = [1, —1] startvektorbdl kiindulva, de hasz-
naljunk vonalmenti optimaliz&last!

Megoldas:
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Emlékeztetjiik az olvasét, hogy ezt a feladatot a Newton mdédszer c. fejezetben elkezdtiik
megoldani Newton mdédszerrel, most a pedig a Newton mddszert dsszekapcsoljuk a vonal-
menti optimumkereséssel.

A gradiensvektor és a Hesse métrix a kovetkezo:

4322 + A 22 122222 + 422 8xox3 + 810z
Vi) = || gt ppg = | 2T o s
9%y + 4xox] 8Tox] + 8Ty 227 + 4xf

Ezeknek az x; pontbeli értékeik a kovetkezok:

o] 5] - 1

A megoldandé linedris egyenletrendszer az irdanyvektorra: H(x;)dy = —V f(x}), amely a
d; = [dy, ds] ismeretlen irdnyvektor két koordindtdjéra az aldbbi:

16dy — 16dy = -8
—16d; +6dy, = 6

A megoldds, azaz az x; vektorhoz tartozé d; irdnyvektor d; = [—%, 1%], vagy az inverz
segitségével val6 egyenletrendszer megoldés:

1 6 16 4 —3
— -1 - __ - — 10
= 1) v = -2 | e | | | =]
Az x5 kozelitést egy vonalmenti optimalizdlassal hatdrozzuk meg. Célszerli az irdnynak
egész szamot vélasztani az egyszer{ibbb szdmolds miatt, igy a d; = [—3, 2] irdnyvektorral
dolgozunk.

A d; irdnyban egy tetszoleges pont x = x;+Ad; = [1, —1]+ A [=3,2] = [1 — 3\, —1 + 2A].
Az egyviltozos optimalizalési feladat:

©(A) = fF(1=3X\,—=1+2)) = (1 —30)" (=1 4202 +2(1 — 3)\)? (=1 + 2))* — min!

Egy hatodfokt polinomnak a minimumat kell meghatarozni, erre hasznalhatjuk az egyvalto-
z6s minimumkeres6 modszerek valamelyikét. De most specidlis ez a polinom, mert egyszeriien
szorzattd alakithato:

e\ = (1 =30 (=1+20)°((1 = 3))*+2)

Minden tényez6 pozitiv, igy a fiiggvény legkisebb értéke zérus lehet, amelyet a /\gl) = % és
a )\(12) = % értékeknél vesz fel, igy az xo kozelitésre az aldbbiak adédnak: Xgl) = [0, —%}
és az x?) = [—%,0}. Mindketté optimumpont. A célfiiggvény tiizetesebb vizsgdlatdval

megéllapithaté, hogy minden olyan (zq,z3) vektor optimélis megoldds, amelynél az x;xs
szorzat zérus.

Kvazi Newton tipusi médszerek (BFGS és DFP mdédszerek) Az elv hasonlé a
Newton mdédszernél latottakhoz, csak itt a kvazi Newton mdédszerekkel hatdrozzuk meg a dj
irdnyvektort és ezt nem adjuk hozza kozvetleniil az x;, vektorhoz, hanem a dj, vektort csupan
egy irdnynak hasznaljuk, amely irdnyban elvégziink egy vonalmenti minimalizdlast.
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BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) eljards algoritmusa:
Indulé lépés (k = 1): Kiindulunk egy tetszoéleges x;, € R™ vektorbdl és egy szimmetrikus
pozitiv definit By métrixbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Irdnyvektor meghatdrozasa: Megoldjuk a Byd, = —V f(x;) linedris egyenletred-
szert dg-ra.
2. Megoldjuk a min {f(x; + Ad) : A =2 0} minimalizéldsi feladatot A-ra, legyen az
optimaélis megoldéds .
3. Meghatarozzuk a kovetkezo kozelitést: xp 1 = xi + Apdg.
4. Megallunk, ha ||xz11 — xi|| < €, egyébként folytatjuk az eljérdst a kovetkezd sorral.
5. Meghatdrozzuk az aldbbiakat

Sk = Xpy1—Xp  vagy  sp = A\pdy,
yi = V(i) - Vf(xw),
yviyr  (Bgsp)(Bisp)?

Brii = Bp+ -
* Yi sy (Bgsk) sy,

6. Folytatjuk az eljarast, k : =k + 1.

DFP (Davidon-Fletcher-Powell) eljaras algoritmusa:
Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy tetszoleges x5, € R™ vektorbdl és egy szimmetrikus
pozitiv definit D, matrixbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Irdnyvektor meghatdrozasa: d = —D;V f(xx).
2. Megoldjuk a min{f(xx + Ady) : A = 0} minimalizéldsi feladatot A-ra, legyen az
optimaélis megoldéds .
3. Meghatéarozzuk a kovetkezo kozelitést: xpiq1 = xp + A\pdg.
4. Megéllunk, ha ||x;11 — xi|| < €, egyébként folytatjuk az eljarést a kovetkez6 sorral.
5. Meghatdrozzuk az aldbbiakat

Sk = Xpp1 — Xk vagy  Sp = Apdy,
yi = Vf(r) - Vfxew),

sesi (Dryr) Dryr)”
S;gFYk (Dryr) Ty '

Dyt = Dy +

6. Folytatjuk az eljarast, k := k + 1.

Emlékeztetjiik az olvasét, hogy a BFGS mdédszerben a By matrix a Hesse métrixot he-
lyettesiti, mig a DFP mddszerben a D; métrix a Hesse méatrix inverzét helyettesiti.

A kovetkezokben az egyik leggyakrabban hasznélt médszerre, a DFP mdédszerre vonat-
kozéan két tételt ismertetiink.

TETEL
Legyen x; € R" tetszOleges vektor és Dy szimmetrikus pozitiv definit métrix. A DFP
modszer alkalmazdsa esetén, ha V f(x;) #0, k =1,2,..., akkor igazak az aldbbi allitasok

i) dy,ds, . .. keresd vektorok javit6 (csokkend) irdanyvektorok,
ii) Dy, Do, ... métrixok szimmetrikus pozitiv definit matrixok.
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Miel6tt a mésik tételre ratérnénk definidljuk a konjugdlt vektorok fogalmét.

Konjugalt vektorok fogalma

Legyen C egy n X n-es szimmetrikus matrix. A vq,vso,...,v, € R" vektorokat C-
konjugdltaknak vagy egyszeriien konjugéltaknak nevezziik, ha linedrisan fiiggetlenek és v Cv; =
0 minden ¢ # j esetén.

Megjegyzés: Ha C = E, akkor ortogondlis vektorokrol beszéliink.

TETEL

Legyen a minimalizdland¢ fiiggvény kvadratikus, azaz f(x) = cx+ %XTHX és tegyiik fel,
hogy H szimmetrikus pozitiv definit métrix. Alkalmazzuk ennek a feladatnak a megoldédsara
a DFP mddszert, amelyben a kiinduldsndl legyen x; € R™ tetszoleges vektor és Dy szim-
metrikus pozitiv definit métrix. Végezziink el n darab iteraciét. Ha minden k£ = 1,2,... n
esetén V f(x) # 0, akkor igazak az aldbbi éllitdsok

i) dy,ds, ..., d, keresd irdnyok H-konjugaltak,

li) Dn+1 - H_l,
iii) xx41 az optimélis megoldas.

Példa:
Oldjuk meg az alédbbi optimalizalasi feladatot Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno mdéd-
szerrel!
f(z1,25) = 22 + 22 — 321 + 6 — min!

Legyen az x; startvektor és a Hesse métrixot helyettesité B, startmatrix az aldbbi:

1 = (2,1), 31:{2 1}

11
Megoldas:
Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét
21 — 3
Vf(xlwr?) = |: 21.T2 :| :

1. lépés:

X1 = (27 1)7 Vf(xl) = (172)

Az x; vektorhoz tartozé irdnyvektor meghatdrozdsdhoz megoldandé egyenletrendszer
(Bldl == —Vf(Xl))I

2dy +dy = -1
dy+dy = -2

Az egyenletrendszer megolddsa: d; = 1, dy = —3, igy a keresett irdnyvektor d; = (1, —3).
x=x;+Ad; =(24+ )\ 1-3))

Az egyvaltozés optimalizaldsi feladat és megolddsa:

eN) =f2+X1=3N)=24+X)*+(1-3)\)?=3(2+\)+ 6 — min!

)\1 - le
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2. lépés:
X9 = X1 + /\1d1 = (2, ].) + ;11(1, —3) = (%7 ;11)
Most elokészitjiik a Bo méatrix szamitasat.

Vf(Xz) = (%>%)

Sl:x2—xlz)\1d1:(%p_%)
yl:Vf(Xg)—Vf(lxl):(%7%)_(172):<%’_%) 1
B151—|:? 1} [_Z%}_}ll? 1} [—13}_%{:;}_{:§]

Megjegyzés: Itt nem igaz, hogy Bysy = —V f(xy), csak akkor igaz, ha A\, = 1.

Javasoljuk az olvasénak, hogy a tortértékii matrixok és vektorok kozotti miiveleteknél
a fenti kiemeléssel éljen, mert az egész szamokkal valé miiveletvégzés kisebb hibalehet6sé-
get rejt. A matrix-vektor miivelet végén az osztdsrol ne feledkezzen meg, amikor tovdbbi
szamolast végziink az eredménnyel, akkor nem is érdemes elvégezni az osztdst.

1} 1 -3 1 _3
T 11 1
yiyl =11 1 -3]= { }_{ 1 4}
1 22{_3 [ } 41 -3 9 _% %
1
yisi= 111 —3] _g}zéng
-1 1 2 1 1
1
(B151> Sl—ii[—l —2j| |:_3:| :%5:%

|
| — |
— N
— =
| S
+
| — |
| e
SN
SN |
S}
—_
|
| — |
Y DNOUT | =

3. lépés:

X = (%7%)3 V.f(XQ) = (%a%)

Az x5 vektorhoz tartozé irdnyvektor meghatdrozdsahoz megoldandé egyenletrendszer
(B2d2 = —Vf(XQ))

—%, dy = —1, igy a keresett irdnyvektor dy =

Az egyenletrendszer megolddsa: d; = e

-3

A szamitast nem folytatjuk tovdabb, hiszen a BFGS médszer 1épéseit bemutattuk.

Feladat:
A gyakorlds kedvéért végezze el az egyvaltozés optimalizaldst, hatdrozza meg az x3 vek-
tort és a B3 matrixot.

Példa:
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Oldjuk meg az aldbbi optimalizédlasi feladatot Davidon-Fletcher-Powell médszerrel!

f(z1,m9) = 22 + 22129 + 225 — 21 + 29 + 5 — min!

Legyen az x; startvektor és a Hesse métrixot helyettesité D, startmaétrix az alabbi:

X1 = (0,0), Dlzll 0].

0 1
Megoldas:
Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét
. 21‘1 + 21’2 —1
V(@ r2) = [ 2r1 + 4xs + 1 } '

1. lépés:

X1 = <0’0)7 Vf(xl) = (_1’ 1)

Az x; ponthoz tartozé irdnyvektor: dy = —D;V f(x;) = (1, —1)
X = X1 + )\dl = ()\, —)\)

Az egyvaltozés optimalizaldsi feladat és megolddsa:

©(A) = f(\,=A) = A =2\ + 5 — min!

A =1

2. lépés:

X9 = X1 + /\1d1 = ()\1, —)\1) = (1, —1)
Most elokészitjiikk a Dy méatrix szamitdsat.
V f(xz) = (—1,—1)

S = X9 — X1 = )\1d1 = (]_, —].)

o[ 1][4]-
sls{:[_ll]U —1]=
siyi=1 —1}[_2

D)D) - |

<
=

I
~
—

%
N

|
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—
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\.P—‘

|
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~—

|
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I
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|
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P | RUS—| —
—
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|
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I
T 1
o O
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| S|
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— N

Duy)’y1=[0 —

s;is? (D D,y)? 10 17 1 -1 1To 0 3 _
D2:D1+11—< 1) (D) :{o 1}@{—1 1]_1{0 4]:{_21
2

s1y1 (D1y1)Ty,

Az x5 ponthoz tartozo irdnyvektor: dy = —DyV f(x2) = (1,0)
X:X2+Ad2 = (1+)\,—1>

Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:

©(\) = f(1+X,—1) =X\ -\ +4 — min!

)\2 = %
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3. lépés:

X3 = X9 + /\2d2 = (]_ + /\2, —]_) = (%7 —]_)

Most elokészitjiik a D3 matrix szamitdsat.

V f(x3) = (0,0).

Mivel az x3 kozelitéshez tartozé gradiensvektor zérus, igy befejezziik az eljardst. Az
x3 = (1.5, —1) pontban teljesiil a minimum sziikséges feltétele és a fiiggvény konvex, igy
megkaptuk az optimalis megoldast.

Mivel a minimalizdlandé fiiggvényiink kvadratikus és Hesse matrixa pozitiv definit, foly-
tassuk tovdbb a szamitast, hogy az algoritmushoz kozolt tételek &llitdsainak helyességét
ellenérizhessiik.

Sy = X3 — Xg = Aody = (5,0)

1

y2 = Vf(x3) = Vf(x2) 1((]
S R

SoSh =

N[

1
2

(D2y2)(Dzy2)T={H[1 0]:{(1) 8}

(Day2)'y, = [ 1 0}“}:1

sosl (D Dyyy)? 3 1 19 10 1 1
D3—D2+22T_(QYQ)<7?YQ)—{21 12]+{2 }—{ ]—{ 1 12}
S2Y5 (D2y2)"y2 —2 3 00 00 —3 2
Tovdbb mér nem szamolunk. A célfiiggvény Hesse médtrixa
2 2
R

és ellendrizhetjiik a fenti tételek egyik éllitdsdnak helyességét, miszerint a D3 matrix a Hesse
matrix inverze.

Feladat:
Ellenérizze le a tételben megfogalmazott tovabbi éllitdasok helyességét is!

A Davidon-Fletcher-Powell médszer az egyik leggyakrabban alkalmazott eljards, ezért az
egyes lépések eredményeit a konnyebb tdjékozodas kedvéért egy tabldzatban tsszefoglalva is
kozoljiik.

k|l x V f(x) Dy dy x(A) Ak Sk Yk
) 0 —-1 10 1 A . 1 0
0 1 0 1 -1 - —1 —2
5 1 -1 3 -1 1 1+ A 1 : 1
-1 —-1 -1 1 0 -1 2 0 1
3 0 1 -1
3 2 2
ol o] [l
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Példa:
Oldjuk meg az aldabbi optimalizédlasi feladatot Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno méd-

szerrel!
f(z1,29) = 22 — 2129 + 23 — min!

Legyen az x; startvektor és a Hesse métrixot helyettesité B, startmatrix az aldbbi:

2 1
X1:<].,—].), B1:|:1 1:|

Megoldas:
Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét
. 2[E1 — X9
Vf(l'1,$2> = |: —x1 + 22, :| .

1. lépés:

X1 = (17 _1)7 Vf(xl) = (37 _3>

Az x; vektorhoz tartozé irdnyvektor meghatdrozdsdhoz megoldandé egyenletrendszer
(Bldl == —Vf(Xl))I

2d1+d2 - —3
di+dy = 3

Az egyenletrendszer megolddsa: d; = —6, dy = 9, igy a keresett irdnyvektor d; = (—6,9).
Mivel irdnyvektorrdl van szd, a hossza nem jatszik szerepet, ezért javasoljuk, hogy az egy-
valtozos optimalizaldsi feladatban a fele olyan hosszi d; = (—2, 3) irdnyvektort hasznéljuk,
gy kisebb szdamokkal kell dolgozni.

Az egyviltozos optimalizalési feladat és megolddsa:

©e(N) = f(1 =20\, =1+3X) = (1 —2X)2 — (1 = 2\) (=1 + 3\) + (=1 + 3)1)?

M=

2. lépés:

Xy = X1 +\dy = (L _1> + %(_27 3) = (%7 %)

Most eldkészitjiik a Bo méatrix szamitasat.

V f(x2) = (35, 35)

S1 = X9 — X1 = /\1d1 = %(—2,3)

yi=V[f(x2) = Vf(x1) = (55, 55) — (3,—3) = &(-T7.8)
1

21 -2 —
on-s(211[ 71531
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-2
B = 11 11| ] = s

1515 1515
B, — B1+y1Y1T (B1s1)(Bis;)T _ {? 1}+ 3—25 [ 49 —56 ] 3838 [ 11 —1}

yisi  (Bis)Ts 115 —56 64 5155

49 56 1 1
AOEET IR EE ]
T3 3 5 5 190 | =
3. 1épésben eloszor az x, vektorhoz tartozé ds irdnyvektort kell meghatarozni a Body =

—V f(x3) egyenletrendszer megoldédséval, majd az irdnymenti optimalizdlds kovetkezik. A
szamitast nem folytatjuk tovabb, hiszen a BFGS mddszer 1épéseit ezzel is bemutattuk.

38 38

Feladat:

A gyakorléds kedvéért hatdrozza meg az irdnyvektort, végezze el az egyviltozés optimali-
zalast, majd hatdrozza meg az x3 vektort és a B3 matrixot.

Példa:
Oldjuk meg az el6z6 optimalizéldsi feladatot Davidon-Fletcher-Powell médszerrel!

f(z1,29) = 22 — 2129 + 25 — min!

Legyen az x; startvektor és a Hesse métrixot helyettesité D, startmétrix az aldbbi:

x1 = (1,-1), Dlz{Q 1}.

11

Megoldas:

Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét

. 2231 — T
Vf(x1,22) = [ 2y 422 ] .

1. lépés:

X1 = <1a _1)7 Vf(X1> = (37 _3>

Az x; ponthoz tartozé irdnyvektor: dy = —D;V f(x;) = — [ ? 1 [ _33 ] = (-3,0)

Az egyszriiség kedvéért most is haszndlhatjuk a rovidebb irdnyvektort, legyen ez d; =
(—1,0).

x=x;+Ad; = (1,-1) + A\(—1,0) = (1 — \,—1)

Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:

PN = F(L= A, =1) = (1= AP = (1= A)(=1) + (~1)? = min!

)\1 = %

2. lépés:

X9 = X1 + /\1d1 = %(—1, —2)
Most elokészitjiikk a Dy méatrix szamitdsat.
Vi(x2) = $(0.-1)

S1 :XQ—Xlz)\ldl :% —1

,0)
y1=Vf(x2) = Vf(x1)=(0,—

%) - (37 _3) = %(_27 1)
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D, = D1+5151T_(D1Y1)(D1Y1)T:{2 1} a3 [1 0}_ 23 {9 3]:

siyi (D)™ 1] " 33500 0] 235|3 1
3 9 3
_ |21 4|2 O | = s|_ 1117 4
11 0 0 g = 0] 4 8
3. lépés:
X2 = %(_17 _2)7 Vf(Xg) = %(O, _1)
Az x5 ponthoz tartozé irdnyvektor: dy = —DyV f(xy) = _%% [ 147 ;l } [ _01 } —

Az egyszriiség kedvéért most is haszndlhatjuk a rovidebb irdnyvektort, legyen ez dy =
(1,2).

x =Xy + Ay =3(—1,-2) + A\(1,2) = (A — 5,2\ — 1)

Az egyvaltozés optimalizalési feladat és megolddsa:

o(N) = f(A— %,2)\ —1)=(0\- %)2 — (A= %)(2)\ — 1)+ (2A = 1) — min!

=1
Ay =5

4. lépés:

X3 = Xo + /\2d2 == (0, O)

Most elokészitjiik a D3 méatrix szamitdsat.

V£ (x5) = (0,0).

Mivel az x3 kozelitéshez tartozé gradiensvektor zérus, igy befejezziik az eljarast. Az x3 =

(0,0) pontban teljesiil a minimum sziikséges feltétele és a fiiggvény konvex, igy megkaptuk
az optimadlis megoldést.

Konjugdlt gradiens médszer (Fletcher, Reeves) Az irdny megvilasztdsira eddig
sok mdédszert lattunk, a gradiens médszerben di, = —V f(x), a DFP mdédszerben dy =
—D,V f(x1). A DFP mdédszer tigy is felfoghatd, hogy nem a legnagyobb cstkkenés irdnyaba
mutaté vektort hasznéljuk irdnyvektornak, hanem annak egy matrix-szal szorzott transzfor-
maltjat. A konjugdlt gradiens médszerben sem a gradiens vektor (—1)-szeresét haszndljuk
irdnyvektornak, hanem ahhoz egy vektort adunk hozza, amely az el6z6 1épésben hasznalt
irdnyvektor irdnydba mutat, képletben

dk+1 = —Vf(Xk+1> + Oékdk.
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Tobb mddszer ismert az ay, szorzoéra, Fletcher és Reeves az aldbbi szorzot javasolta

V£ G|
IV 6P

Fletcher-Reeves médszer algoritmusa:
Indulé 1épés (k = 1): Kiindulunk egy tetszdleges x;, € R" vektorbdl és ad, = —V f(xy)
irdnyvektorbdl.
Ko6zbiilso 1épés:
1. Megéllunk, ha |V f(xx)|| < €, egyébként folytatjuk az eljardst a kovetkezd sorral.
2. Megoldjuk a min {f(x; + Ady) : A 2 0} minimalizéldsi feladatot A-ra, legyen az
optimélis megoldéds .
3. Meghatdrozzuk a kovetkezo kozelitést: xp 1 = Xp + A\pdg.
4. Irdnyvektor meghatdrozasa: dyi1 = —V f(xk1) + %dk.
5. Folytatjuk az eljarast, k := &k + 1.

TETEL

Legyen a minimalizalandé fiiggvény kvadratikus, azaz f(x) = cx+ %XTHX. Alkalmazzuk
ennek a feladatnak a megolddsdra a Fletcher-Reeves mddszert, amelyben a kiinduldsnal
legyen x; € R™ tetszbleges vektor és dy = —V f(x1). Végezziink el n darab iteraciét. Ha
minden k =1,2,...,n esetén V f(x;) # 0, akkor igazak az aldbbi allitdsok

i) dy,ds, ..., d, keres6 irdanyok H-konjugaltak,

ii) dy,do, ..., d, keres6 irdnyok javité (csokkend) irdnyok,
_ VG| dEEV f(xpe) _
i) ap = Ve ©  dTH4, k=1,2,...,n.

Példa:
Oldjuk meg az aldbbi optimalizédlasi feladatot Fletcher-Reeves mddszerrel. Legyen az
x; = (0,0) a startvektor és legyen e = 0.005 a pontossagi tiirés.

f(z1,29) = 23 + 22109 + 203 — 21 + 29 + 5 — min!

Megoldas:
Elokésziiletként hatdrozzuk meg a célfiiggvény gradiensét
. 21’1 + 21’2 —1
Vi az) = { 2y + 4wy + 1 }

1. 1épés:

Az els6 1épés mindig megegyezik a gradiens mddszerrel, mivel ekkor még nincs el6z6
irdnyvektorunk.

X1 = (0,0), d1 = —Vf<X1> = (1, —1), X =X+ /\d1 = ()\, —/\)

Az egyvaltozés optimalizaldsi feladat és megolddsa:

©(A\) = f(\,=A) = A =2\ + 5 — min!

A =1

2. lépés:
X9 = X1 + /\1d1 = ()\1, —>\1) = (17 —1), Vf(Xg) = (—]_, —]_>
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Ettol a lépéstol tériink el a gradiens mdédszertol, mert az irdnyvektor meghatarozésa kissé

bonyolultabb.
Ehhez szamitsuk ki a két utolsé kozelitéshez tartozé gradiensek hosszanak négyzetét:
IV £l = 2, IV f(xa)* = 2
Az 1j irdnyvektor
2
[V f(x2)]]

2
d=-Vf(x d=—-(-1,-1 —(1,—-1) = (2,0
2 f( 2)+||Vf(X1)||2 1 ( ) )+2(7 ) (7 )
X:XQ—I—)\dg = (1—|—2)\,—1)
Az egyviltozés optimalizalési feladat és megolddsa:
©(\) = f(1+2X —1) = 4\* — 2\ + 4 — min!
=1

3. lépés:
X3 = X2 + /\2d2 = (%, —1), d3 = —Vf(Xg) = (0,0)

Mivel az x3 kozelitéshez tartozé gradiensvektor zérus, igy befejezziik az eljardst. Az
x3 = (1.5, —1) pontban teljesiil a minimum sziikséges feltétele és a fiiggvény konvex, igy
megkaptuk az optimaélis megoldast.

Mivel a minimalizdlandé fiiggvényiink kvadratikus, igy érvényesek a Fletcher-Reeves
modszerre a fentebb kozolt tétel dllitdsai.

Feladat:
Ellendrizze le a tételben megfogalmazott allitdsok helyességét.

Végiil az egyviltozés optimalizaldsi feladat megoldasardl kell szélnunk. A példdkban
lgy oldottuk meg az egyvaltozés minimalizdlast, hogy a ¢'(\) = 0 staciondrius egyenle-
tet megoldottuk és ellenériztiik a minimum ¢”(A) > 0 elégséges feltételét. A példakban a
() fiiggvény differencialhaté volt. Amennyiben nem differencidlhaté a fiiggvény vagy a
staciondrius egyenlet til bonyolult, akkor a kordbbi fejezetben térgyalt egyvéltozés mini-
mumkeresd eljardsok valamelyikével kell elvégezni az egyvaltozés minimalizalast (leginkabb
a Golden section médszert haszndljak). Ezekben a mdédszerekben sziikségiink van egy bi-
zonytalansdgi intervallumra és a fiiggvényre kvézikonvexitast irtunk elé. Az [a, b] bizony-
talansagi intervallum baloldali végpontjat 0-ra valasztjuk, hiszen az adott x; ponttdl kell
a p(A) = f(xx + Ady) fiiggvény minimum&t meghatdrozni. A jobboldali végpont megva-
lasztdsa mar koriilményesebb, vélaszthatjuk példdul 1-re. Nem biztos azonban, hogy a ¢(\)
fiilggvény a [0, 1] bizonytalansagi intervallumban kvazikonvex. Nagyobb az esélyiink erre, ha
kisebb intervallumot valasztunk. Ha a fiiggvény menetérdl van valami ismeretiink, akkor
konnyebb a dontés. Amennyiben a fiiggvény kvézikonvex és a bizonytalansdgi intervallum
belsejében 1évé pontra adédik a minimum, akkor biztosak lehetiink abban, hogy az adott
irdanyban megtaldltuk a minimumpontot. Ha a minimumpont valamelyik végpontra adédik,
akkor nem lehetiink biztosak afel6l, hogy a minimumpontot talaltuk meg, mert az interval-
lumon kiviil is lehet a minimumpont. Ha a jobboldali végpont adédott, akkor az 1ij kezdd
bizonytalansagi intervallumra az [1,2]-t vdlasztjuk. Ha a baloldali végpont adédott, akkor
az 1j kezdd bizonytalansédgi intervallumra a [—1, 0]-t vdlasztjuk. Ebben a intervallumban is
elvégezziik az egyviltozds optimalizaldst és sziikség esetén tovabbi 1j kezdd intervallumot
adunk meg.



