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1. Bevezetés
Legyen f : R™ — R fiiggvény és tekintsiik az aldbbi feltétel nélkiili optimalizaciés feladatot:
min { f(x)} vagy egyszeriibb jeloléssel f(x) — min!

Feltétel nélkiili optimalizacios feladaton altaldnossdgban olyan feladatot értiink, amelyben az
x dontési valtozéra semmiféle kikotésiink nincs, tehdt x € R™. Azonban azokat a feladatokat
is feltétel nélkiilieknek nevezziik, amelyben x € Dy C R™ ill. x € X C R" kikotés 4ll, ahol
Dy az f(x) figgvény értelmezési tartomanya ill. az X egy nyilt halmaz. Az aldbbiakban
az optimalitdsra vonatkozo legfontosabb tételeket ismertetjiik. Ezek a tételek ttmutatédst
adnak az optimaélis megoldds meghatdrozasahoz is. Csak olyan tételeket ismertetiink, ame-
lyekben feltessziik az f(x) célfiiggvény differencidlhatésdgéat. Mivel feltessziik a tobbvéltozos
fiiggvények differencidlhatésagat, igy e fogalom, valamint a gradiens vektor és a Hesse matrix
ismerete elengedhetetlen kovetelmény a tananyag megértéséhez. Fzeket egy mésik tananyag
targyalja.

2. Az optimalitas sziikséges és elégséges feltételei

2.1. Sziikséges feltételek

TETEL (sziikséges feltétel differencidlhatésag esetén)
Legyen az f : R" — R fiiggvény differencidlhat6 az X € R™ pontban.
Ha X lokélis minimumpont, akkor V f(X) = 0.

Bizonyitas
Tekintsiink egy tetszoleges d # 0 irdnyvektort. Feltevésiink szerint az f fiiggvény diffe-
rencidlhaté az X pontban, igy frhaté, hogy

fE+Ad) = f(X) + AV f(X)d + [A] [d]| a(x, Ad),
ahol limy_o«(X,A\d) = 0. Rendezziik és utdna osszuk el a fenti Osszefiiggést A # 0-val,

kapjuk, hogy
fE+A) - f(X)
A
Az % pont lokélis minimumpont, igy ennek definici¢ja szerint f(X+Ad) = f(X) minden d # 0
vektorra, elegend®en kicsi A esetén. A baloldal szamlaléja tehat = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy
a baloldali tort értéke A eldjelétél fiiggben = 0 vagy < 0. Az egyenldség miatt a jobboldal
is, azaz a

— V/(R)d % ||d]| a(x, \d).

Vf(x)d + ||d]| a(x, \d)

mennyiség = 0 vagy < 0. A fenti mennyiségre a A — 0 hatdrdtmenet utan azt kapjuk, hogy
Vf(X)d 2 0 és Vf(X)d = 0. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy V f(X)d = 0. Ez pedig
tetszbleges d # 0 irdnyvektorra csak akkor allhat fenn, ha V f(X) = 0. Q.e.d.

Az optimalitds sziikséges feltétele a V f(x) = 0, mivel e feltétel az optimalizalds elméle-
tében sokszor eléfordul, célszerti bevezetni az aldbbi két fogalmat.

DEFINICIO (Stacionarius egyenlet definiciéja)
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A V f(x) = 0 egyenletet (valojaban egyenletrendszer) staciondrius egyenletnek nevezziik.

DEFINICIO (Stacionarius pont definicija)
Az x € R™ pontot staciondrius pontnak nevezziik, ha V f(X) = 0.

TETEL (sziikséges feltétel kétszer differencidlhaté fiiggvény esetén)
Legyen az f : R" — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az X € R™ pontban.
Ha X lokélis minimumpont, akkor V f(X) = 0 és H(X) Hesse métrix pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas

Tekintsiink egy tetszoleges d # 0 irdnyvektort. Feltevésiink szerint az f fiiggvény kétszer
differencidlhat6 az X pontban, igy irhaté, hogy

fE+ M) = f(X)+ Vf(E)d+ %/\2dH(>‘c)d + A2 ||d|)? %, Ad),

ahol limy o (X, Ad) = 0. Mivel az X pont lokalis minimum, az eléz6 tétel szerint V f(X) = 0.
A fenti osszefiiggés A> > 0-val valé osztdsa utdn az aldbbiakat kapjuk:

fx+Ad) - f(X)
)\2

1
- 5dH(x)d + ||d|]® (%, Ad),

Az % pont lokilis minimum, igy ennek definici6jdbol kivetkezik, hogy a f(X + Ad) = f(X)
minden d # 0 vektorra, elegendéen kicsi A esetén. A baloldal = 0, igy a jobboldal is, azaz

1
SdH(R)d + |d||* a(x, Ad) = 0.

A X — 0 hatardtmenetbdl pedig az adédik, hogy dH(X)d = 0 minden d # 0 vektorra.
Ebbdl pedig a H(X) Hesse matrix pozitiv szemidefinitsége kovetkezik. Q.e.d.

2.2. Elégséges feltételek

TETEL (elégséges feltétel)
Legyen az f : R" — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az X € R™ pontban.
Ha V f(X) = 0 és H(X) pozitiv definit, akkor X szigori lokélis minimumpont.

Az aldbbiakban néhdny példat mutatunk be a tételek alkalmazhatésdgédra. Egy optima-
lizéldsi feladat megolddsdhoz gy dllunk hozza, hogy megprébédlunk olyan megoldast talalni,
amely teljesiti az optimadlis megoldds sziikséges feltételeit. Tehdt megkeressiik a probléma
staciondrius pontjat/pontjait, azaz megoldjuk a V f(x) = 0 egyenletrendszert (staciondrius
egyenlet). Ez azonban csak sziikséges feltétel az optimumhoz, az elégséges feltétel segit-
ségével ellendrizni kell, hogy ez a staciondrius pont valéban optimélis megoldds. Ehhez a
méasodrend{i derivaltakbdl felépitett Hesse métrix definitségét kell vizsgalnunk, amelyre tobb
definitségi teszt is ismert. Ezek a tesztek egy mésik oktatdsi tananyagban keriiltek bemuta-
tasra.

Most néhany szét szélunk a maximum feladat kezelésérdl. Legkézenfekvébb, hogy az
f(x) — max! feladatot visszavezetjiik minimum feladatra, azaz a — f(x) — min! feladatot
oldjuk meg. A visszavezetésbdl azonnal kiolvashaté a maximum feladat sziikséges és elégséges
feltétele. Ezeket egyetlen tételben mondjuk ki.
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TETEL (sziikséges és elégséges feltétel maximum feladatra kétszer differen-
cidlhat¢6 fiiggvény esetén)

Legyen az f : R" — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az X € R™ pontban.

a) Ha X lokdlis maximumpont, akkor V f(X) = 0 és H(X) negativ szemidefinit.

b) Ha V f(X) = 0 és H(X) negativ definit, akkor X szigoru lokélis maximumpont.

Tehdt a V f(X) = 0 mind a minimum mind a maximum feladatnal sziikséges feltétel. A
Hesse matrix definitsége donti el, hogy az X minimumpont vagy maximumpont. Elképzel-
hetd olyan eset is, amelynél a staciondrius pontban a Hesse médtrix indefinit. Ekkor az X
pontot nyeregpontnak nevezziik. Tehdt a staciondrius pont haromféle pontot is definidlhat:
minimumpont, maximumpont, nyeregpont. Olyan esetek is eléfordulnak, hogy a staciondari-
us pontban a Hesse matrix pozitiv szemidefinit, tehdt a minimum elsérendii és masodrendii
sziikséges feltétele is teljesiil és mégsem minimumpontrél van szé, hanem nyeregpontrol.
Az elégséges feltétel azonban csak pozitiv definitség esetén haszndlhato, ezért szemidefinit-
ség esetén egyéb vizsgidlatokkal kell eldonteni, hogy a staciondrius pont optimumpont vagy
nyeregpont. Kovetkezzenek a példdk, amelyekben ramutatunk a fentebb targyalt kiilonos
esetekre is.

2.3. Példak

1. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizalési feladatot!

f(z1,20) = ZE% +4x1729 + 10x§ — 811 — 2825 — min!

Megoldas
A staciondrius pont meghatdrozdasdhoz elészor szamitsuk ki a célfiiggvény gradiensét:

2!1’)1 —|—4ZL‘2 -8

V f(wr,@2) = 4z, 4+ 202y — 28 |

A sziikséges feltétel szerint ott lehet minimumpontja a célfiiggvénynek, ahol a gradiens vektor
zérus, tehdt az aldbbi egyenletrendszert (stacionérius egyenlet) kell megoldani:

2£L‘1+4.T2—8:O
41 4+ 2029 — 28 =0

Az egyenletrendszer megolddsa 1 = 2, x5 = 1. Az x = (2, 1) staciondrius pont csak jelslt az
optimumra, el kell dénteni, hogy ez valéban minimumpont. Ehhez szdmitsuk ki a célfiiggvény
Hesse matrixat, amely a kovetkezo:
2 4
H= { 4 20 } '

Az elégséges feltétel szerint, ha a H matrix az x = (2, 1) pontban pozitiv definit, akkor az x =
(2,1) stacionérius pont szigoru lokalis minimumpont. A pozitiv definitség eldontésére tobb
teszt is rendelkezésiinkre dll. A 2 X 2-es matrixndl célszeri a féminor (determinédns) tesztet
hasznélni, mert két értéket kell kiszamitani, a det(hyy) = hyp ill. a det(H) = hyyhos — (hi2)?
értékeket. Mivel példénkban det(hn) =hy;1=2>0¢és det(H) = hy1hoy — <h12)2 =24 > O,
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azaz mindegyik érték pozitiv, igy a Hesse métrix pozitiv definit, az elégséges feltétel szerint
ez azt jelenti, hogy az x = (2,1) pont szigori lokélis minimumpont. A minimumpontban
a célfiiggvény minimalis értéke fiin, = f(2,1) = —22. Szigoru lokilis minimumrél van szo,
ez azt jelenti, hogy az x = (2,1) pont kérnyezetében csak —22-nél nagyobb fiiggvényértékek
vannak.

A tovabbi példdk megolddséndl javasoljuk, hogy els6 lépésként hatdarozzuk meg az f(x)
célfiiggvény V f gradiensét és H = V2 f Hesse métrixat.

2. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

f(zy, 20) = 23 + 223 — 1221 — 629 — extremum!

Az extremum valamilyen szélséértéket jelent, tehdt a fiiggvény maximumpontjait és mini-
mumpontjait kell meghatédrozni.

Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

[ 32212 o2, |6z 0
el e S A

A staciondrius pont meghatdrozasahoz sziikséges egyenletrendszer (staciondrius egyenlet):

32— 12=0
622 — 6 =0

Az egyenletrendszernek négy megolddsa van, amelyek a kovetkezok:

HENEY
1] 2 | 1
2 2 [ -1
3] 21
421

A fenti staciondrius pontokrdl el kell donteni, hogy ezek minimumpontok, maximumpontok
vagy nyeregpontok. A H Hesse matrix definitségét a féminor teszttel vizsgidljuk meg, ehhez
sziikséges értékek: det(hqy1) = hy; = 6x; ill. a det(H) = 72z129. Ezen értékek alapjén a
féminor tesz szerint az aldbbi eredményeket kapjuk, amelyeket tdblazatos formédban kozliink:

| i | @1 | x5 | det(hyy) | det(H) | H definitsége | A megoldds mindsége | A célfv. érteke |
1| 2 1 12 144 pozitiv definit | szig. lok. min.pont fmin = —20
21 2 | -1 12 —144 | indefinit nyeregpont f=-12
31 -2 1 —12 —144 | indefinit nyeregpont f=12
4| -2 -1 —12 144 | negativ definit | szig. lok. max.pont fmax = 20
3. Példa

Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

f(z1, 29, 23) = 23 + 525 + 1523 + 42175 + 63173 + 167923 — 627 — 1425 — 2623 — min !
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Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:
2$1+4$2—|—6l’3—6 2 4 6
Vf=| 4x, + 10xy + 1623 — 14 | , H=V*f=1|4 10 16
61 + 1624 4 3023 — 26 6 16 30

A staciondrius pont meghatdrozasihoz sziikséges egyenletrendszer (staciondrius egyenlet):

2SL’1+4LE2+6SL’3—6:0
4I1+101’2+16[E3—14=O .
6z, + 1629 + 3023 — 26 = 0

Az egyenletrendszer linedris egyenletrendszer, amelynek sokféle megoldédsi médja ismert, az
olvaséra bizzuk a linedris egyenletrendszer megolddsat, mi csak a megoldést kozoljiik:

ZC1:2, $2:—1, 33'3:1.

Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy ez a megoldds minimumpont, meg kell vizsgélni a célfiigg-
vény Hesse métrixat az x = (2, —1,1) pontban. A métrix pozitiv definitségét, mint ldttuk,
tobbféle médszerrel is eldonthetjiik. Mi most mind a féminor (determindns) tesztet, mind
az inercia tesztet bemutatjuk.

a) Fominor teszt, a sziikséges determindnsok:

D, = h11:2>0,

(2 4

Dy, = det_4 10 —4>O,
(2 4 6

Dy = det| 4 10 16 | =48>0,
|6 16 30

mivel mindhdrom determindns pozitiv, ezért a Hesse métrix pozitiv definit, ami az elégséges
feltétel szerint azt jelenti, hogy az x = (2, —1,1) pont szigord lokélis minimumpont.
b) Inercia teszt, a Schur-komplemensek:

4 6
10 16 |, l 142}, ).
6 16 30

A pivotelemek mindkét pivotédldsnél az (1, 1) poziciéban lettek valasztva, mindkét pivotelem
értéke 2 > 0. A szdmitds sordn kapott inercidk osszege adja a Hesse métrix inercidjat,
amely Iner(H) = (0,0,1) + (0,0,1) + (0,0,1) = (0,0, 3). Mivel a Hesse matrixnak minden
sajatértéke pozitiv, ezért a Hesse matrix pozitiv definit, az elégséges feltétel szerint az x =
(2,—1,1) pont szigort lokélis minimumpont.

Megjegyzés: Mivel linedris egyenletrendszert kellett megoldani és a Hesse métrix pon-
tosan az egyenletrendszer egyiitthatéomaétrixa, ezért a leghatékonyabb az a megolddsi madd,
amikor az egyenletrendszert Gauss-eliminédciés moédszerrel oldjuk meg. Ekkor minden tovdb-
bi széamitds nélkiil megallapithaté a Hesse matrix pozitiv definitsége is, hiszen ha a kapott
fels6 haromszogmaéatrix minden féatlobeli eleme pozitiv, akkor a Hesse matrix pozitiv definit.
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4. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

f(z1,m5) = 2% + 2iwy + 1123 + 25 — 621 — 629 — extremum!
Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

21179 + 322 + 25 — 6
20129 + 27 + 325 —6 |

6[E1 + 2!1’)2 2.1'1 + 21’2

V= 201 + 219 2x1 + 629 |

H=Vf=

A staciondrius pont meghatérozasiahoz sziikséges egyenletrendszer (staciondrius egyenlet):

20179 + 322 + 25 —6 =0
2019+ 21+ 325 —6=0

Az egyenletrendszernek négy megoldasa van, amelyek a kovetkezok:

B
1] 1 1
2| —1

—1
3] V3 | —V3
41 —V3] V3
A fenti staciondrius pontokrdl el kell donteni, hogy ezek minimumpontok, maximumpontok
vagy nyeregpontok. A 2 x 2-es H métrixndl a féminor (determindns) teszttel a det(hy;) =
hiy = 611 + 225 ill. a det(H) = 822 + 3217 + 823 értékeket kell kiszdmitani, ezen értékek

alapjdn a fominor tesz szerint az aldbbi eredményeket kapjuk, amelyeket tdbldzatos forméban
kozliink:

i | = | x3 |det(hy) | det(H) | H definitsége | A megoldds minésége | A célfv. értéke |
1 1 1 8 48 pozitiv definit | szig. lok. min.pont Jmin = —8
2] -1 -1 -8 48 negativ definit | szig. lok. max.pont Jmax = 8
3] V3 | V3 44/3 —48 | indefinit nyeregpont f=0
4| —/3| V3 —44/3 —48 | indefinit nyeregpont f=0
5. Példa

Oldjuk meg az alédbbi optimalizalési feladatot!

_1,2 1.2 |
f($1,f€2) = T1T9e 2717272 — extremum!

Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

Vf: 1,2 1.2 )
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A staciondrius pont meghatdrozasahoz sziikséges egyenletrendszer (staciondrius egyenlet):

7o (1 — 2?) e~27373) = 0

zy (1 —22) e 2393 ) —(

Az egyenletrendszernek 6t megolddsa van, amelyek a kovetkezok:

HENE
1[0 0
211 | 1
371 | -1
211 1
51 -1 -1

A fenti staciondrius pontokrdl el kell donteni, hogy ezek minimumpontok, maximumpontok
vagy nyeregpontok. A 2x 2-es H matrixndl a féminor (determinéns) teszttel a det(hy1) = hqy
ill. a det(H) értékeket kell kiszamitani, ezen értékek alapjén a féminor tesz szerint az aldbbi
eredményeket kapjuk, amelyeket tébldzatos formaban kozliink (mivel minden megoldasnél
az exponencialis fiiggvény értéke pozitiv, ezért a teszt alkalmazdsdndl annak szamitdasdtol
eltekintettiink):

| i | @1 | oy | det(hy) | det(H) | H definitsége | A megoldds mindsége | A célfv. érteke |
1100 0 -1 indefinit nyeregpont f=0
211 1 -2 4 negativ definit | szig. lok. max.pont froax = %
311 | -1 2 4 pozitiv definit | szig. lok. min.pont frin = —%
41 -11] 1 2 4 pozitiv definit | szig. lok. min.pont froin = —%
5| —1] -1 -2 4 negativ definit | szig. lok. max.pont fmax = %
6. Példa

Oldjuk meg az aldabbi optimalizédlasi feladatokat!

a)  flr,m) = (z1—2)*+ (2 —1)> — min!
b)  flzy,z) = (z1—2)*+ (22 —1)* — min!

Megoldas
a) A ceélfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

e S (|

A staciondrius pont meghatdrozdsdhoz a V f(x) = 0 megolddsa X = (2,1). A célfiiggvény
Hesse métrixa a staciondrius pontban

2 0
H-
o)
amelyrol egyszertien megdllapithat6, hogy pozitiv szemidefinit. Tehdt a minimumnak még
a masodrendii sziikséges feltétele is teljesiil. A minimum elégséges feltétele viszont csak
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pozitiv definitség esetén hasznalhaté. Ilyen esetben egyéb vizsgdlatokkal kell eldonteni, hogy
a staciondrius pont minimumpont vagy nyeregpont. Ehhez tekintsiik a staciondrius pont

kornyezetében az
X =X+ Ad =(2+ Ady, 1 + Ads)

vektort, ahol A > 0 skaldr, d = (dy,ds) € R?*,d # 0 vektor. Ezt behelyettesitve a célfiige-
vénybe megkapjuk a staciondrius pont kérnyezetében 1évé pontokban a célfiiggvény értékét,
amely rendezés utan az aldbbi

flr,w2) = N*(df + Ad3).

A staciondrius pontban a fiiggvény értéke f(2,1) = 0, a kornyezetében pedig a fenti kép-
letbdl lathatd, hogy felvehet akar pozitiv, akdr negativ értékeket is, hiszen a d # 0 vektor
tetszoleges lehet. Emiatt az x = (2,1) pont nem lehet minimumpont. Maximumpont sem
lehet egyrészt a fentiek miatt, mdsrészt amiatt sem, mert H pozitiv szemidefinit, igy nem
teljesedik a maximum masodrendii sziikséges feltétele. Tehét az x = (2, 1) pont nyeregpont.

b) A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

V (a1 m) = [42((2: 12;3] "= H 120, - 1>2]

A staciondrius pont x = (2,1). A staciondrius pontban a Hesse métrix
2 0
H =
amely pozitiv szemidefinit. A minimumnak a mésodrend{i sziikséges feltétele is teljesiil, de
az elégséges feltételt nem tudjuk alkalmazni. Hasonléan az a) esethez, itt is vizsgaljuk meg
célfiiggvény értékét a staciondrius pont kornyezetében 1évo pontokban, ez rendezés utdn az

alabbi
[, z) = N (dF + N°dy).

A staciondrius pontban a fiiggvény értéke f(2,1) = 0, a kornyezetében pedig csak pozitiv
értékeket vehet fel, igy az x = (2,1) pont minimumpont. Az is megallapithaté ebbdl a
vizsgalatbdl, hogy szigori lokélis minimumpontot kaptunk, sét ez egyben globélis is.

A példa arra mutat rd, hogy az optimalitdshoz a sziikséges feltételek nem minden eset-
ben elegendbek. Ha a Hesse matrixrdl az deriil ki, hogy definit, akkor biztosan garantalhaté
az optimalitds az adott staciondrius pontban, sot ekkor szigord optimum van. Ha viszont
szemidefinit a Hesse matrix, akkor nem tudjuk eldonteni, hogy optimumpontrél vagy nye-
regpontrol van sz6, mivel ilyen elégséges tételt nem ismertettiink. Ekkor tehdt egyéb médon
dontiink a staciondrius pont optimalitasarol.

7. Példa

Egy gazdasdgi mutatét, eredmény viltozot (y) két tényezd véltozé (z1, x9) fiiggvényében
vizsgdlunk. A valtozokra négy megfigyelést végziink, amelynek adatait az aldbbi tdbldzat
tartalmazza. Hatdrozzuk meg a legkisebb négyzetek modszerével az adatokra legjobban
illeszkedd y = bg + byx1 + bows linedris fiiggvényt!

|1 [-2]1]2

zo || -1 0 |1
y [1 3 ]2]4

=~
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Megoldas

Elészor dltalanosan is ismertetjiik a legkisebb négyzetek mddszerét. Legyen m darab
megfigyelésiink és n darab tényezd vialtozénk. Ekkor a keresett fiiggvény az y = by +
bixy + ... + by,x,. Ha behelyettesitjiikk az i-edik megfigyelésiink y; eredményadatdt és az
(i1, Tig, - - ., Tiy) tényezdadatait a fenti fiiggvénybe, akkor a két oldal dltaldban nem egyezik
meg, hisz ritka az az eset, amikor teljes fiiggvényszerii kapcsolat van az eredményvaltozé (y)
és a tényez6 valtozok (xq,xa, ..., x,) kozott, igy dltaldban azt kapjuk, hogy

yi%bo—i‘bll’il+b21’i2+...+bnl’m izl,...,m

Keressiik azokat a by, by, ..., b, ismeretleneket, amelynél a két oldal mérési adatonkénti elté-
réseinek négyzetosszege minimalis, azaz

(bo + brsy + baio + .. . + buxin — y;)° — min!
=1

Ezt nevezik legkisebb négyzetek médszerének.

Az egyszeriibb irdsméd miatt javasoljuk az aldbbiakat. Az eredményviltozéra vonatkozé
mérési adatokat foglaljuk az y € R™ vektorba, a tényez6 valtozékra vonatkozé mérési ada-
tokat pedig foglaljuk egy X € R™* ("1 m4trix oszlopvektoraiba tigy, hogy az els6 (ha tgy
tetszik a nulladik) oszlop csupa egyesbdl &ll6 oszlop legyen. Amennyiben a keresett egyiitt-
hatékat a b = (bg, by, ...,b,) vektorba foglaljuk, akkor a fenti (utolsé eldtti) Osszefiiggés
matrix-vektoros jeloléssel az alabbiak szerint irhatoé:

y ~ Xb.

Az optimalizdlasi feladat matrix-vektoros forméaja a kovetkez6: Keressiik azt a b vektort,
amelynél a két oldal mérési adatonkénti eltéréseinek négyzetosszege minimalis, azaz

IXb — y|* — min!

Tehat egy feltétel nélkiili optimalizaldsi feladatot kaptunk.
A staciondrius pont meghatdrozdsa a

V|Xb-y|*=0

egyenletrendszer megoldésara vezet, amelyet a gradiensképzésnél megismert szabalyok alap-
jan az aldbbiakban frhatunk:

V[Xb-y|* = V[Xb-y) (Xb-y)]=V [b'(X"X)b-2(y"X)b+y'y] =
= 2(X"X)b - 2X"y = 0.

Tehdt a megoldandé egyenletrendszer:
(XTX)b = X"y

amelyet normdl egyenletnek is szokds nevezni.
A mérési adatokbdl adédé X maétrix ill. y vektor és az ismeretlen egyiitthatok b vektora
a példabeli adatokkal az aldbbi:
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1 1 -1 1 ;
1 -2 0 3 0
X_ 1 1 1 9 y_ 2 9 b_ Zl
1 2 4 4 2

Elvégezve a sziikséges miiveleteket

4 2 4 10
X'X=12 10 8 |, Xy=115 |,
4 8 18 17

a normdlegyenlet az alabbi alakot olti:

4331 + 21’2 + 41’3 = 10
21’1 + 10:6'2 + 81’3 5
4I1 + 81’2 + 18]33 = 17

A normalegyenlet megoldédsat most invertaldssal végezziik, javasoljuk az olvasénak méas maod-

szerrel torténd megolddsat is, a megoldas a kovetkezo:

20 _ 1 _ 1 10 61

90 90 15 30

xTx)IxTy — | a2 R _ 2
b= (X"X)"X"y= 90 15 15 5 | = 15
-1 _1 1 17 e

15 5 10 10

Tehat a legjobban illeszked linedris fiiggvény:

61 7
=— — —I1 + —s.
Y=30 15" T 10™

8. Példa
Tekintsiik az alabbi Ax = b egyenletrendszert:
ry + X9 + 2.%3 = 2
2]31 — T2 —+ T3 = 1
1 — X2 = 2

Egy kis szamolds utdn kideriil, hogy az egyenletrendszernek nincs megolddsa. Feladatunk,
olyan x vektort keresni, amelynél az egyenletrendszer két oldaldnak eltéréseit négyzetre emel-

ve majd Osszeadva, az eltérések négyzetosszege, azaz ||Ax — b||” minimalis.

Megoldas
A keresett x vektor az el6z6 példa alapjan az aldbbi normaélegyenlet megoldédsaként kap-
haté meg:
(ATA)x = A”b.
A szamitdshoz sziikséges adatok:
1 1 2 2 6 —2 4
A=|2 -1 1|, b=|1]|, ATA=] -2 3 1|, A'b=
1 -1 0 2 4 1 5
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A megoldandé normalegyenlet:

632'1 — 21'2 -+ 4.133 = 6
—21’1 + 3ZL’2 + Trsy = —1
41’1 + To + 51‘3 = 5

A megoldas sordn azt tapasztaljuk, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van,
amely az alédbbi:
24+t
X = t , teR
3
3 ¢

A végtelen sok megoldas koziil vdlasszuk ki a legrévidebbet, azaz ahol HXH2 minimalis. Az
%[> = (2+ t)2 + 124+ (2 —t)* = 35 + 2t + 3¢* fiiggvény a t = —2/21 esetén minimélis, {gy
a keresett legrovidebb x vektor:
13/21
x= | —2/21
11/21

9. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!
Ty X _
f(l'l,xg) = I + —; —+ —2 — Hlll’l!
X1, Lo > 0

Megoldas

Els6 rédnézésre ez a feladat nem feltétel nélkiili optimalizalési feladat, mivel azonban a
halmaz, amelyen keresni kell az optimumot nyilt halmaz (z1,zs > 0), igy ekkor is hasznal-
hatjuk a feltétel nélkiili optimalizdlasra vonatkozé tételeinket. A staciondrius pontok koziil
természetesen csak a feltételnek megfeleldeket fogadjuk el. A célfiiggvény gradiense és Hesse
maétrixa:

L 20,41 w  _2_2
o T T _ 2p x T T
VIi=1"2"5s | H=Vf=1 _5" 5 ‘g™
T1 x3 x? x3 x3
2 1 2 2

A V f = 0 egyenletrendszer megolddsai: z; = 1,25 = 1ill. 2y = —1,25 = 1. Figyelembe
véve a valtozokra eldirt pozitivitdst, staciondrius pont az X = (1,1). A célfiiggvény Hesse
métrixa az X = (1, 1) staciondrius pontban:

4 —4
ey
amelyrol egyszeriien eldonthetjiik, hogy pozitiv definit, igy az X = (1, 1) optimélis megoldés,
mégpedig szigoru lokalis minimumpont.

10. Példa
Adott az aldbbi kétvaltozés kvadratikus fiiggvény:

f(zy,m9) = ax® + bxyxo + cxs +doy +exy + f
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Milyen egyiitthatok esetén van szigord szélséérték (extremum) és milyen mindségiiek?

Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

| 2ax1 +bxy +d o2y | 2a D
Vf_|:b[)31+26$2+€:|7 H_Vf_{ b 20}'

Mivel kvadratikus a fiiggvény, ezért a Hesse matrix minden x vektor esetén azonos. A fenti
Hesse métrix pedig akkor és csak akkor pozitiv definit, ha 2a > 0 és 4ac—b? > 0, ill. negativ
definit, ha 2a < 0 és 4ac — b? > 0. Tehdt csak ott van szigort szélséérték, ahol 4ac — b* > 0.
Az a egyiitthaté eldjele donti el, hogy minimuma vagy maximuma van a fiiggvénynek. Az
a > 0 esetén minimum, a < 0 esetén pedig maximum van. A 4ac—b* > 0 feltétel maga utan
vonja, hogy az a és c egyiitthatok eléjele megegyezik. A V f = 0 egyenletrendszer megoldésa

be — 2cd bd — 2ae

Ty = —% Tog = —&
dac — b2’ dac — b2’

amely az optimélis megoldédsokat adja a feltételeknek megfelelé paraméterek esetén.

11. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

f(x1,22) = (21 — 2)* + (21 — 225)> — min!
Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

21 — 4xy + 4 (z1 — 2)° H-vf— 12(z, —2)°+2 —4
—4$1 + 81’2 ’ —4 8

A V f = 0 egyenletrendszernek a megoldédsa: z; = 2,5 = 1, a staciondrius pont tehat az
X =(2,1). A célfiiggvény Hesse métrixa az X = (2, 1) staciondrius pontban:

4 -4
i

amelyrél a féminor teszttel egyszerfien eldonthetjiik, hogy pozitiv definit, igy az X = (2,1)
optimaélis megoldés, szigori lokélis minimumpont.

V=

12. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

f(x1,22) = 2§ — 42129 + 925 — 61n (2129) — min!

Megoldas

Ez is feltétel nélkiili optimalizélasi feladat, itt azonban nem az R™-ben keressiik a mini-
mumpontot, hanem a fliggvény értelmezési tartoméanyaban, amely egy nyilt halmaz (zy25 >
0).
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A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

6
2wy — 4wy — > H— V2 — 24 4
—4m1+18x2—% ’

V=
f 4 18+%

A V f = 0 egyenletrendszer megolddsai koziil természetesen csak azok johetnek széba, ame-
lyeknél z12x5 > 0, azaz az ismeretlenek egyezo eldjeliiek, ezek a kovetkezok: xy = 3,29 = 1,
illetve x1 = —3, 25 = —1.

Az %, = (3,1) ill. az X5 = (-3, —1) staciondrius pontban a célfiiggvény Hesse matrixa
ugyanaz:

H(%,) = H(%) = [ s ]

amelyrél a fominor teszttel egyszeriien eldonthetjiik, hogy pozitiv definit, igy az X; = (3,1)
és az Xy = (—3,—1) pontok szigori lokdlis minimumpontok. A célfiiggvény értéke mindkét
pontban: 6 —6In3 ~ —0.59 .

13. Példa

Tekintsiink egy gazdasagi problémét, amelyben egy bizonyos termeld egyetlen terméket
allit el két termelési tényezd felhasznaldsdval. Jelolje xq, x5 a termelés sordn felhasznalt
termelési tényez6k mennyiségét. Legyen adott az f(z,xs) = 2292295 tin. Cobb-Douglas-
féle termelési fiiggvény, amely a termelési tényezokkel elddllithaté termékmennyiséget fejezi
ki a termelési tényezok mennyiségének fiiggvényében. A termelési tényezok egységdra legyen
8 ill. 5, a termék eladdsi dra pedig 10 pénzegység. Hatdrozzuk meg a termelési tényezok
azon optimélis mennyiségét, amelynél a termeld nyeresége maximalis!

Megoldas
El6szor a probléma matematikai modelljét rjuk fel. A nyereséget az drbevétel és a
koltségek kiilonbségeként kapjuk, igy az aldbbi optimalizalési feladatot kell megoldani:

10(220225°) — (821 + 514) max!

H
1,22 2 0

A feladat feltételes optimalizdlasi feladat, azonban feltétel nélkiili optimalizalasi feladatként
kezelhetjiik. Kizdrhatjuk, hogy valamely x; zérus értéket vegyen fel. Ha valamelyik x; = 0,
akkor az f(z1,x2) Cobb-Douglas termelési fiiggvény altal meghatarozott termékmennyiség
is zérus. Ekkor pedig a — (81 + 5x) — max! optimadlis megolddsa az x = (0,0), ennek pedig
nincs gyakorlati jelentosége. Tehéat feltehetd, hogy z1, x5 > 0, ez pedig egy nyilt halmaz,
amely szerint feltétel nélkiili optimalizdlasi feladatként kezelhetjiik a problémét.

A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

49?)8'85 - 8 - 2 2;625 0 82 0.5

Ty 2 Ty x7 %o
Vf = 10;(1)'2 5 , H = v f — 21 15:)31'2 .

Ig‘5 - xO 8%2‘5 - CC% 5

A V f(x) = 0 egyenletrendszer megolddsa: x; = 1,z9 = 4.
Az x = (1,4) staciondrius pontban a célfiiggvény Hesse matrixa:
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H(x) = { T e ] :

amelyrdl a féminor teszttel egyszeriien eldonthetjiik, hogy negativ definit, igy az X = (1,4)
szigoru lokdlis maximumpont, azaz az elsd termelési tényezobdl 1, a masodikbdl pedig 4
egység felhaszndldsa biztositja a maximadlis nyereséget. A maximalis nyereség értéke 12
pénzegység, ebbdl az arbevétel 40, a koltség pedig 28.

14. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

f(z1,29) = 201In (21/72) — 321 — 129 — 9 — max!

Megoldas

Ebben a feladatban a célfiiggvény értelmezési tartomanyédban keressiik az optimalis meg-
oldést, tehdt ez is feltétel nélkiili optimalizélési feladatként kezelheto.

A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

20 3, -4 -1
Vf:[ﬁ 2}, H:V2f:[_11 u |

T2

A Vf(x) = 0 egyenletrendszernek két megolddsa van: X; = (4,2) ill. az X, = (—2,-15).
A megolddsok koziil természetesen csak azok johetnek széba, amelyeknél x1, xo > 0, tehét a
staciondrius pont az X; = (4,2). Az X; = (4,2) staciondrius pontban a célfiiggvény Hesse
mdtrixa:
_5 _1
He) = |

2

amelyrél a féminor teszttel egyszeriien eldonthetjiik, hogy negativ definit, igy az X; = (4, 2)
pont szigori lokdlis maximumpont.

15. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizaldsi feladatot!

f(z1, 29, 23) = 322 + 222 — x% — 2119 + 32223 + 1123 — 14 — extremum!

Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:
6331 — 21’2 + x3 6 —2 1
Vf=| -2z +4xy + 323 |, H=V’f=| -2 4 3
T + 3132 — 2[L’3 1 3 —2

A staciondrius pont meghatdrozasdhoz sziikséges egyenletrendszer:

6$1—2£L‘2+$3:0
—2$1+4l’2+3$3 =0
1+ 3x9 — 223 =10
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Egy homogén linedris egyenletrendszert kell megoldani. Mint tudjuk, a homogén linedris
egyenletrendszernek az x = (0,0,0) trivialis megolddson kiviil akkor és csak akkor vannak
mds megolddsai (végtelen sok), ha az egyiitthatématrix determindnsa zérus. Konnyen el-
lenérizhetd, hogy az egyliitthatomdtrix a Hesse métrix, amelynek determindnsa, det(H) =
—110 # 0, tehdt a staciondrius megoldds az x = (0,0,0). Errél kell eldonteni, hogy mini-
mumpont, maximumpont vagy nyeregpont. Mivel a H Hesse matrix féatléjaban van pozitiv
és negativ szam is, igy nem lehet se negativ se pozitiv definit, s6t szemidefinit sem, igy H
indefinit, ami azt jelenti, hogy az origd az egyetlen staciondrius pont, amely nyeregpont.

16. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!
f(z1, 29, 13) = —27 — 235 — 22 — 33129 — 3w923 — 37103 + 5021 — 3025 + 2023 + 7 — extremum!
Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:
—21'1 - 31‘2 - 31’3 + 50 -2 -3 -3
Vf=| =3z — 225 — 325 —30 |, H=V?’f=| -3 -2 -3
—3x1 — 39 — 223 + 20 -3 -3 -2

A staciondrius pont meghatédrozdsdhoz sziikséges V f = 0 egyenletrendszer:

—21'1 — 3.1‘2 — 3!13‘3 = —50
—3r1 — 229 — 323 = 30
—3£E'1 — 3.1'2 — 2%3 = —-20

A linedris egyenletrendszernek egyetlen megoldédsa van: x; = —35,29 = 45,23 = —5. Az
x = (—35,45, —5) stacionarius megoldds nyeregpont, mert a H Hesse matrix indefinit, a
féminorteszt alapjan a fominorok rendre: —2,—5,—8. Javasoljuk az olvasénak, hogy az
inerciateszt hasznalatdval is dontse el a Hesse matrix indefinitségét.

17. Példa
Oldjuk meg az aldabbi optimalizélasi feladatot!

f(z1,25) = 2329 + 3125 — 2129 — extremum!

Megoldas
A célfiiggvény gradiense és Hesse métrixa:
| 2@ + 2 — o2y 25 221 + 372 — 1
V= 22 4+ 3mas — x|’ H=V"f= 21 + 322 — 1 61122

A staciondrius pont meghatarozasahoz sziikséges egyenletrendszer (stacionarius egyenlet):

2:613:2—1—:6% —x9=0
22+ 37123 — 2, =0
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Az egyenletrendszer megolddsét egyszeriibb kezelni, ha az egyenletekbdl kiemeljiik az x5 ill.
az x1 valtozot. Az egyenletrendszernek hat megoldésa van, amelyek a kovetkezok:

HEAES
1[0 0
211 0
310 1
1[0 -1
s |~

A fenti staciondrius pontokrdl el kell donteni, hogy ezek minimumpontok, maximumpontok
vagy nyeregpontok. A feladat megoldésat az aldbbi tablazatban foglaltuk ossze:

’ i \ T \ T \ H \ H definitsége \ A megoldds mindsége ‘
110 0 _01 _01 indefinit nyeregpont
0 1 . .
211 0 10 indefinit nyeregpont
2 2 . .
310 1 5 0 indefinit nyeregpont
-2 2 . .
410 | —1 9 0 indefinit nyeregpont
5 | 1 [ 25 2] . . . L
5| ¢ W 5 % %i/g pozitiv definit | szigoru lokdlis minimumpont
25 2]
6 % —\/ig % T 5 negativ definit | szigori lokélis maximumpont
L 5 151 |

3. Erzékenységvizsgalat

Nagyon sok gyakorlati optimalizédlasi feladat esetében nem csak arra vagyunk kivdncsiak,
hogy mi az optimélis megoldds, hanem arra is, hogy az optimalizélasi feladat egy adatdnak
megvaltozdsa hogyan befolydsolja az optimdlis megoldést, azaz milyen hatdst gyakorol a
célfiiggvényre ill. az egyes dontési valtozokra. Az optimalizéldsi feladatnak azt az adatat,
amelynek valtozasdt vizsgidljuk paraméternek nevezziik. Fzzel a kérdéskorrel foglalkozunk az
aldabbiakban. Eloszor csak egy paramétert tartalmazé optimalizaldsi feladattal foglalkozunk,
a késobbiekben roviden kitériink a tobb paraméteres esetre is.

Az érzékenységvizsgalatndl a lancszabdlyt és az implicit fiiggvény tételt fogjuk alkalmazni,
ezeket a témakoroket egy masik tananyag targyalja.

3.1. Célfiiggvény érzékenységvizsgdlata (burkolététel)

Legyen a dontési véltozok vektora x = (x1,z9,...,z,) € R", az egyetlen paraméter pedig
legyen p € R. A feltételes optimalizélasi feladat legyen

f(z1,29,...,2,,p) — min!
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A staciondrius pont meghatarozdsdhoz megoldjuk a V f(x, p) = 0 egyenletrendszert, amely-
nek baloldaldn az f célfiiggvény z; valtozdk szerinti parcidlis derivéltjai szerepelnek (ezért
hasznéltuk a gradiensnél a Vf jelolést a V f jelolés helyett). Tegyiik fel, hogy fennall-
nak az implicit fiiggvény tétel feltételei, igy a dontési valtozok optimalis értékei felirhatdk a
paraméter fiiggvényében, azaz

T = 5151(]9)7
Ty = x2(p),
Tpn = xn(p)

Az implicit fiiggvény tétel szerint ez a felirds akkor tehetd meg, ha a V f(x, p) = 0 egyenlet-
rendszerben szerepld fiiggvények Jacobi-métrixa invertdlhaté. Jelen esetben a Jacobi-métrix
nem més mint az f célfiiggvénynek a Hesse-métrixa (V2. f ), természetesen csak az x; val-
tozok szerinti masodik parcidlis derivéltak szerepelnek benne. Ha az z;(p) mennyiségeket
behelyettesitjiik a célfiiggvénybe, akkor megkapjuk a célfiiggvény optimalis értékét a para-
méter fiiggvényében, ezt a fliggvényt optimum érték fiiggvénynek is szokds nevezni és M-el
jeloljiik, utalva ezzel a minimumra. Tehdt az optimum érték fiiggvény

M(p) = f(z1(p), z2(p), - - ., zn(p), D).

TETEL (Burkolététel):
Legyen adott a min {f(x1, 22, ..., 2,,p) : x € R} feltétel nélkiili optimalizélési feladat
M (p) optimum érték fiiggvénye. Ekkor az optimum érték fiiggvény p paraméter szerinti
derivéltja
dM(p)  Of(x1,29,...,%n,D)

dp Op x=x(p)
Szavakban kifejezve: Az M(p) optimum érték fiiggvény p paraméter szerinti deriviltja
megegyezik az f(x1, s, ..., x,, p) célfiiggvény p paraméter szerinti parciélis derivaltjanak az

optimumbhelyen vett értékével.

Bizonyitas:

Induljunk ki az M(p) optimum érték fiiggvény definiciéjdbol. Alkalmazzuk a ldncsza-
bélyt, amely szerint el6szor a p szerinti parcidlis derivaltat, majd a dontési valtozék szerinti
parcidlis derivaltak segitségével szdmolt derivaltakat szamitjuk ki és ezeket dsszeadjuk, ekkor

dM (p) 0f(x1(p),x2(p),---,xn(p)m)+i8f(f1:1(p),xz(p)7-wxn(p),p)_dxj(p)

dp dp = Oz dp
Az optimalizélds (V. f(x,p) = 0) sziikséges feltétele miatt
@f(xl(p),$2(p),,xn(p),p) :0’ j:1,2,...,n

al'j
igy a bizonyitandé Osszefiiggést kapjuk, azaz

dM(p)  Of(x1(p), x2(p), ..., 2a(p),p)  Of(x1,22,..., 20, D)

dp dp dp
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Q.e.d.

Roviden szélunk a tétel tartalmarsl. A burkolététel arra ad vilaszt, hogy a p paraméter
megvaltozasa milyen médon véltoztatja meg az M (p) optimum érték fiiggvényt. A p paramé-
ter megvéltozdsanak a célfiiggvényre gyakorolt hatdsa kettds. A lancszabdly alkalmazédsakor
latszik ez a kétféle hatds, az elso tag a kozvetlen hatést fejezi ki, vagyis azt, hogy a p meg-
valtozédsa kozvetleniil milyen hatést gyakorol az M (p) valtozdsdra. A mésodik (szummés)
tag pedig a kozvetett hatdst adja meg, vagyis azt, hogy a p megvaltozasa kozvetve, a dontési
valtozok megvaltozésén keresztiil milyen hatdst gyakorol az M (p) véltozasara. Az optima-
litas sziikséges feltétele miatt a médsodik (szummds) tag zérus, igy csak a kozvetlen hatds
érvényesiil. A burkol6tétel tehat azt a fontos Osszefiiggést fejezi ki, miszerint a p paraméter
megvaltozasanak az M (p) véltozésdra csak a kozvetlen hatds érvényesiil.

Mas oldalrdl is értelmezhetjiik a burkolétételt. Legyen adott egy p’ paraméter, ehhez
tartozé optimdlis megolddsok: z;(p’), (j =1,2,...,n). Helyettesitsiik be az optimalis meg-
oldasokat a célfiiggvénybe, ekkor kapjuk az f(x(p'),p) = f(z1(p'), z2(p), ..., z.(p'), p) fiige-
vényt. Az f(x(p'),p) fiiggvény és az M (p) fiiggvények természetesen nem azonosak, hisz az
f(x(p'), p) fiiggvény egy adott (p’ paraméterhez tartozé) optimélis megoldds esetén adja meg
a célfiiggvény minimumat a p paraméter fiiggvényében. Képzeletben rajzoljuk fel egy ko-
ordindtarendszerben az f(x(p'),p) fiiggvényt a p fiiggvényében. Az f(x(p'),p) fiiggvénynek
a p = p’ helyen vett értéke természetesen megegyezik az M (p) fiiggvény p = p’ helyen vett
értékével. Ha most minden p’ értékekhez felrajzoljuk a f(x(p’),p) gorbéket és a gorbéken
bejeloljiik a p = p’ helyeken a pontokat, akkor azt tapasztaljuk, hogy ezen pontok alkotta
gorbe pontosan az M (p) fiiggvényt adja ugy, hogy nem csak a fiiggvényértékeik, hanem az
érint6jiik, vagyis az elsé derivaltjuk is azonos a p = p’ helyen. Tehat az M(p) fiiggvény a
szobanforgé gorbék burkoldja, ebbdl a ténybdl ered a tétel elnevezése.

3.2. Dontési valtozdék érzékenységvizsgalata

TETEL
Legyen adott az f(xy1,22,...,2,,p) — min! optimalizalasi feladat dontési valtozéinak
1 = 21(p), x2 = x2(p), ..., T, = x,(p) optimélis értékei a p paraméter fiiggvényében, ezeket

az x(p) = (x1(p), z2(p), ..., zn(p)) vektorba foglaljuk. Ekkor a dontési valtozok vektoranak
p paraméter szerinti derivaltja

d -1 9
d_px(p) = - H(fL’l, T, ... 7$n7p>|x:x(p) : a_pVXf<xl’ T, ... 7xn7p)

x=x(p)

Szavakban: A dontési valtozok p paraméter szerinti derivaltvektora szamithaté a Hesse mat-
rix optimumbhelyen vett értéke inverzének és a gradiensvektor p paraméter szerinti parcidlis
derivaltjanak az optimumhelyen vett értékének a segitségével.

Bizonyitas:
Induljunk ki az optimalitds sziikséges feltételébol, amely szerint

af(l’l(p), l‘z(p), REE xn(p)vp)
8xj
Vegyiik mindkét oldalnak a p paraméter szerinti parcidlis derivéltjat, azaz

9 (0f(x1(p), v2(p), ..., xn(p),p)\ _
@_p( Ox; )_07

=0, i=1,2,....n.

J=12...,n.
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A p szerinti derivéltra alkalmazzuk a ldncszabalyt, amely szerint eldszor a p szerinti parcidlis
derivaltat, majd a dontési valtozok szerinti parcidlis derivéltak segitségével szdamolt derivél-
takat szamitjuk ki és ezeket Gsszeadjuk, ekkor a ldncszabdly alkalmazdsa utdn a derivélt a
kovetkez6 formdban frhaté fel

0 (0f(z1(p), 2(p), -, 2u(p), p) —~ 0 (0f(x1(p), x2(p), ..., xu(p),p)\ di(p)
a DY ),
dp Oz, — ox; Oz, dp
minden j = 1,2,...,n esetén. A 2 (@:(p )’ma(ﬁ ;""’x”(p ):p) mennyiségek a V. f vektor elemei, ezen
elemek képletben szerepl6 p szerinti parcidlis derivaltjait jeloljiik B%fo (x1,Z2,...,Tp, D) .
x=x(p

vektorral, a dxdi—lgm mennyiségeket foglaljuk a dipx(p) vektorba, az f fiiggvény dontési valtozdk
szerinti masodrend{i parcidlis derivaltjai pedig mint jél tudjuk az f fiiggvény Hesse maétrixa,
jelben H(z1,za, ..., Tn, p)|iy): 18y a fenti Osszefiiggés matrix-vektoros jeloléssel az alabbi
szerint frhaté

O v, | +H( Nex - ox(p) = 0

— Vi f(x1,20,...,2,, T1,T2, ooy Ty P) |y - —X(p) = 0.

ap 1, T2 p ) 1, T2 D)lx=x(p) dp p

Mivel az implicit fiiggvény tétel feltétele teljesiil, azaz létezik a Hesse-médtrixnak inverze, igy
a kovetkez6 formula adédik a dontési valtozék p szerinti derivéltjaira

d -1 0
N =—|H ) sy my = :| '_Vx ) sty iy
dpx(p) (21, T2 z p)'x—x(p) ap f(z1, 22 Tn, D) o)
Q.e.d.
Megjegyzés:

Egyszertibben is eljuthatunk ehhez az eredményhez, ha kozvetleniil alkalmazzuk az imp-
licit fiiggvény tételt. Az egyenletrendszer V. f(x,p) = 0, a Jacobi-matrix H = V2_f(x, p),
a dontési vdltozok vektora x(p). Az implicit fiiggvény tétel szerint

dipx(p) - —H'. i(fo(xm))

dp
Tovabba azt is megjegyezziik, hogy ugyanezek az dsszefiiggések érvényesek, ha maximum
feladatrél van szd, azaz a maximum feladat célfiiggvényének gradiensét és Hesse matrixat
kell szerepelteni a fenti 6sszefiiggésekben. Errdl az olvasé konnyen meggy6zodhet.

3.3. Példak

18. Példa

Idézzuk a 13. példdt, amely a kovetkezd volt: "Tekintsiink egy gazdasdgi problémét,
amelyben egy bizonyos termel6 egyetlen terméket allit eld két termelési tényezd felhaszna-
lasaval. Jelolje z1, o a termelés sordn felhaszndlt termelési tényezdk mennyiségét. Legyen
adott az f(x1,7s) = 22?25 un. Cobb-Douglas-féle termelési fiiggvény, amely a termelé-
si tényezokkel eldallithaté termékmennyiséget fejezi ki a termelési tényezok mennyiségének
fiiggvényében. A termelési tényezok egységara legyen 8 ill. 5, a termék eladési dra pedig 10
pénzegység. Hatdarozzuk meg a termelési tényezok azon optimadlis mennyiségét, amelynél a
termeld nyeresége maximalis!"
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A feladat optimaélis megolddsa: xq; = 1,9 = 4, a maximalis nyereség: 12.
Most vizsgédljuk meg, hogyan viltozik az optimdlis megoldds, ha a Cobb-Douglas-féle

termelési fiiggvényben az z; dontési valtozo kitevdjét megviltoztatjuk, vagyis mennyire ér-
zékeny a modell ezen valtozé moédositdsara.

Megoldas
A feladat médositott valtozata, amelyben a p paraméter az x; dontési valtozé kitevoje:

f(x,p) = 10(22525°) — (821 + 5x3) — max!

A p = 0.2-re ismert az optimadlis megoldds, amely

r1(p) =1, x2(p) =4, M(p) = 12.
a) A célfiiggvény érzékenységvizsgalata:
A burkolététel értelmében

dM(p)  0f(x,p)
dp  Op

x=x(p)

= 20z ] Inay |, =204 1" In1 =0,

tehdt ha a p paraméter, azaz az elsé termelési tényezod kitevoje megvaltozik, mondjuk e
nagyon kicsi értékkel, akkor a maximaélis nyereség M (p) = 12-r6l gyakorlatilag nem véltozik.

b) A dontési viltozdk érzékenységvizsgilata:

A célfiiggvény dontési viltozok szerinti gradiense, ennek a p paraméter szerinti derivaltja.

| 20p2%0att -8 0 | 202827 (1 + Inay)
fo<X7p) - [ a%xll’ -5 ) 8_pVXf(X7p) - %xﬁ’ In T
2 2

Az utébbi vektor optimumhelyen vett értéke:

_ { 40 ]
x=x(p) 0

A célfiiggvény dontési valtozok szerinti Hesse métrixdnak optimumhelyen vett értéke nem
mas mint az eredeti feladat Hesse matrixa, a szamitdshoz sziikséges inverz:

Y U B

0
apfo (x,p)

24 3
1 —0.625 -3 &
A tétel értelmében
d -1
0 = [Heum ey V)| =

p
5 1 40 ] { 25 }
_ 24 3 . — | 3
1 32 =1 40 |-
{ 5 5 1 { 0 3
Az eredmény értelmezése a kovetkezo:

Ha a p paraméter, azaz az els6 termelési tényezo kitevoje 0.2-r6l megvaltozik, mondjuk e
nagyon kicsi értékkel, akkor az els6 termelési tényezébdl felhaszndlandé optimélis mennyiség
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értéke x1 = 1-r6l megkozelitoleg 1+ 8.33¢ értékre, a masodik termelési tényezébdl felhaszné-
landé optimadlis mennyiség értéke pedig xo = 4-r6l megkozelitoleg 4 4 13.33¢ értékre valtozik.
Az eredménybdl az is ldthato, hogy a kitevo valtozasdval azonos irdnyban valtozik a termelési
tényezok mennyisége.

Megjegyzés:

Ha a p paraméter p = 0.2-r6l p = 0.201-re véaltozik (¢ = 0.001), akkor

a valédi optimaélis megoldés:

x1 = 1.008375248, x5 = 4.013433824, M (p) = 12.00016713,

az érzékenységvizsgalattal kapott megoldas:

x1 = 1.008333333, x5 = 4.013333333, M (p) = 12.

Lathat6, hogy az ¢ = 0.001 elegendden kicsi megvaltozédsra a fenti érzékenységvizsgalat
eredménye kozel azonos a valédi optimédlis megoldédssal.

19. Példa
Adott az aldbbi optimalizalési feladat:

f(x1,9,p) = (pr1 — 2)% + 611 + paj — 4z; — min!
Végezziik el az érzékenységvizsgilatot a p = 0.5 paraméterérték esetében!

Megoldas
El6szor megoldjuk a p = 0.5 paraméterhez tartozé optimalizalési feladatot, a célfiiggvény
gradiense és Hesse métrixa a kovetkezo:

| 0.5z, + 4 o2 +_ 1050
fo|: $2_4 :|7 Hvxxf|:0 1:|
A V. f = 0 staciondrius egyenlet megoldédsa: x1 = —8, 15 = 4. A megoldds optimélis, mert

a Hesse métrix pozitiv definit. A célfiiggvény minimadlis értéke: —20.

a) A célfiiggvény érzékenységvizsgalata:
A burkolététel értelmében

dM(p)  90f(x,p)

i » = 2(pry — 2)x1 + x§|

x=x(p)

=112,

x=x(p)

tehdt ha a p paraméter értéke 0.5-r6l € nagyon kicsi értékkel megvaltozik, akkor a célfiiggvény
minimélis értéke M (p) = —20-r6l megkozelitéleg —20 + 112¢ értékre valtozik. A paraméter
véaltozdsdval azonos irdnyban véaltozik a célfiiggvény minimélis értéke.

b) A dontési viltozdk érzékenységvizsgalata:
A sziikséges szamitasok:

2p(pr1 —2)+6

0
2pry — 4 } 7a_pVXf(X7p) = |:

e K IR R

4]9371 —14 0
2(132 ’

Vi f(x,p) = {

A vonatkozo tétel értelmében

d

X0 == [Hexpl | - 5 VafGn)




3. ERZEKENYSEGVIZSGALAT 24

Az eredmény értelmezése a kovetkezo:

Ha a p paraméter értéke 0.5-r6l megviltozik, mondjuk ¢ nagyon kicsi értékkel, akkor
az x1 dontési valtozo értéke az x1 = —8-r6l megkozelitdleg —8 + 40e értékre, az xo dontési
valtozoé értéke pedig az xy = 4-16]l megkozelitoleg 4 —8e értékre véltozik. Tehét a p paraméter
véltozdsdval az x; azonos irdnyban, az x5 pedig ellentétes irdnyban valtozik. A gyakorlatban
sok esetben mar a derivilt el6jele is hasznos informdcidkat szolgdltat a hatds vizsgdlatdban.

Megjegyzés:

Ha a p paraméter p = 0.5-r6l p = 0.499-re valtozik (¢ = —0.001) , akkor

a valédi optimdlis megoldas:

1 = —8.040128353, x5 = 4.008016032, M (p) = —20.11236903,

az érzékenységvizsgalattal kapott megoldas:

r1 = —8.04, 9 = 4.008, M(p) = —20.112.

Lathato, hogy az e = —0.001 elegendden kicsi megviltozdsra a fenti érzékenységvizsgdlat
eredménye kozel azonos a valédi optimélis megoldéssal.

Az érzékenységvizsgdlatot dltaldban a fentiekben bemutatott mdédon szokds vizsgdlni,
nevezetesen a paraméter egy adott értékével megoldjuk az optimalizéldsi feladatot, majd
megvizsgaljuk, hogy ha ez a paraméterérték megviltozik, akkor ez a viltozds milyen hatdst
gyakorol az optimélis megolddsra, vagyis a célfiiggvény értékére, ill. a dontési valtozok
értékére.

A kovetkezOkben ugyanezt a feladatot nem a fenti médon kezelve oldjuk meg, hanem

megkeressiik a feladat optimaélis megoldédsat a p paraméter fiiggvényében. A paraméteres
célfiiggvény gradiense és Hesse médtrixa:

2p(pry —2) +6

Vil = 2pxy — 4

2 2p* 0
) H_Vxxf_[ O 2p

A staciondrius pont meghatdrozasahoz sziikséges egyenletrendszer (Vf = 0):
2p(pr1 —2)+6 = 0
2pxy —4 = 0

Az implicit fiiggvény tétel szerint, ha det(H) # 0, akkor az egyenletrendszer megoldésa,
tehdt a staciondrius pont felirhaté a p paraméter fiiggvényében. A p # 0 paraméter esetén
a determindns nem zérus, igy a staciondrius pont:

3
.Tl(p) = E?

zo(p) =

TINNT I

Ha p > 0, akkor H pozitiv definit, igy p > 0 esetén a kapott staciondrius pont szigori lo-
kélis minimumpont. Az optimalis megoldés és az értékfiiggvény a p paraméter fiiggvényében
az aldbbi képletekkel szamithato:

2 3

wnp) = -—=

p p
2
p

N

To(p) =
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Ha p < 0, akkor H indefinit, igy p < 0 esetén a kapott staciondrius pont nyeregpont.

Ha p = 0, akkor célfiiggvényként az f(x1,z5) = 6x1 — 45 + 4 linedris fiiggvényt kapjuk,
igy p = 0 esetén se maximuma, se minimuma, se nyeregpontja nincs a fiiggvénynek.

Amennyiben az optimaélis megoldasra kapott fiiggvényeket a p paraméter szerint derivalt-
juk, akkor barmely p > 0 paraméterértékekre megkapjuk az érzékenységvizsgdlat eredmé-
nyét, azaz a célfiiggvény és a dontési viltozok derivdltjait, ezek az aldbbiak:

du(p) _ 2.6
dp P p
dwy(p) 2
dp PP
dM(p) 18 8
Ay PP

A példabeli p = 0.5 paraméterértékhez tartozo derivaltakat az olvasé egyszerii behelyettesi-
téssel kiszdmithatja és a mdasik médszerrel szdmitott eredményeket kapja.

Ezt a moédszert féleg akkor haszndljék, amikor sok paraméter érték esetén akarnak érzé-
kenységvizsgdlatot végrehajtani.

Ennél a médszernél nem kellett haszndlni az érzékenységvizsgdlatndl megismert tétele-
ket. Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk, ha az érzékenységvizsgilatot a tételek
segitségével végezziik el. A tételek begyakorldsa miatt az érzékenységvizsgalatot elvégezziik

igy is.

a) A célfiiggvény érzékenységvizsgalata:
A burkolététel alkalmazédsaval kapjuk, hogy:
dM (p) 0f(x,p)

0
T T O gy p T2 FOn e dn)

x=x(p) x=x(p)
2 3 2 3 4 8 18
_ _ 2 _ I Y = _ = o = -
= 20p1 — 27+ 73]y, =2 {p(p pz) 2] (p pz) TR
b) A dontési viltozdk érzékenységvizsgilata:
A vonatkozé tétel értelmében
d d 200 d -
Yy = _H—l._vf':_|:2p X }__{217(10:& 2)4-6} _
dp dp 0 % dp 2pxy — 4 (o)

S IR I kR
0 2_p 2$2 x=x(p) 0 2_p 5

Végezetiil a burkolététel elnevezésével kapcsolatban végezziink ellenorzést. Legyen pél-
daul p’ = 1, ekkor az optimadlis megoldds: z; = —1, x9 = 2 és az optimélis célfiiggvény-
értek:  f(x(p'),p) = (—p — 2)* +4p — 14. Az f(x(p'),p) fiiggvény p szerinti derivéltja

| R
e +

’Bwl o

| E— |
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% (x(p'),p) = 2p + 8. Konnyen ellendrizhets, hogy az f(x(p'),p) és a M(p) figgvények

fiiggvényértékei és a derivaltjaik értékei a p = p’ helyen megegyeznek, azaz

f&@):p)per = MO,y =1,

7! @):p) T —M(p)| =10

3.4. Tobbparaméteres érzékenységvizsgalat

A tobbparaméteres optimalizécids feladat a kovetkezo:

f(xlax%"'>$n;plap27"'7pk> — min!

Az egyparaméteres esethez hasonléan szamithatjuk a paraméterek megvaltozasdanak hatasat
az optimum érték fiiggvényre és a dontési valtozok optimélis értékeire. Ahdny paraméter van,
annyi derivaltat hatdrozhatunk meg. Az tsszefiiggés rovidebb leirdsdhoz célszerii bevezetni a
p = (p1,pa2,---,pk) s az x = (21, T, ..., x,) vektor jeloléseket, ekkor a célfiiggvény f(x,p)

A célfiiggvény érzékenységvizsgdalata (burkol6tétel) t6bb paraméter esetén:

OM(p) _ 9f(x,p)
8pj apj

i=1,2,... .k

x=x(p)

A dontési valtozdk érzékenységvizsgalata tobb paraméter esetén:

0 -1 9
S x(p) = = [HXP)leu)| 5~ VS (%) J=12 0k
apj (®) ap] x=x(p)
Amennyiben a %x(p) vektorokat egy X matrix oszlopaiba, a %fo (x,p) o) vek-
J J x=x(p

torokat pedig egy F maétrix oszlopaiba helyezziik, dgy a fenti formula az aldbbi egyszeriibb

alakban is irhatd:
X=-H1'. F,

%)

., 2
ahol z;; = % és fi; = of
J

O0x;0p; *



