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1. Bevezetés

Azt az optimalizéldsi feladatot, amelyben az x € R™ dontési valtozéra az x € Dy C R, ill.
az x € X C R kikotések (Dy az f(x) fiiggvény értelmezési tartomdnya, ill. az X egy nyilt
halmaz) mellett egyéb eléirasokat tesziink, feltételes optimalizélasi feladatnak nevezziik. A
feltételeket meghatarozé halmazt S-el fogjuk jelolni és feltételi halmaznak vagy megengedett
(lehetséges) megolddsok halmazdnak nevezziik. A feladatunk az, hogy megkeressiik az S
halmaz azon pontjit, amelyben az f : R" — R fiiggvény a legkisebb értéket veszi fel.
Ezt a fiiggvényt célfiiggvénynek nevezziik. A feltételes optimalizédlasi feladat jelolésére az
alabbiakat szokds haszndlni:

min{f(x) :x €S}  vagy 216%1 {f(x)}  vagy f(;cq) — min!

2. Javité iranyok és lehetséges iranyok kipja

DEFINICIO (Javité6 irdnyok kipjdnak definiciéja)Legyen az f : R — R fliggvény.
Az f fiiggvény X € R"™ pontbeli javité irdnyok kiupjanak (kénuszanak) nevezziik és F-vel
jeloljiik az aldbbiakban definidlt halmazt:

F={d:deR" d#0, f(X+ \d) < f(X) minden X € (0,6)-ra valamely § > 0 esetén} .

Minden d € F vektort javité (csokkentd) irdnynak neveziink. A definicié szerint tehdt
minden olyan d irdnyt javité (csokkentd) irdnynak neveziink, amely irdnyba az X pontbdl
legaldbb egy kicsit folytonosan elmozdulva a célfiiggvény értéke mindig kisebb, mint az X
pontbeli célfiiggvény érték.

DEFINICIO (Lehetséges irdnyok kipjdnak definiciéja)

Legyen S C R"™ nemiires halmaz és legyen X € ¢l S, azaz X az S halmaz lezdrtjanak
egy pontja. Az S halmaz X pontbeli lehetséges irdnyok kipjanak (kénuszdnak) nevezziik és
D-vel jeloljiik az aldbbiakban definialt halmazt:

D={d:deR" d#0, x+ \d € S, minden X € (0,6)-ra valamely § > 0 esetén} .

Minden d € D vektort lehetséges irdnynak neveziink. A definicié szerint tehdt minden
olyan d irdnyt lehetséges iranynak neveziink, amely irdnyba az X pontbdl legalabb egy kicsit
folytonosan elmozdulva mindig benne maradunk az S tartoményban.

3. Geometriai sziikséges feltétel

TETEL (geometriai sziikséges feltétel)
Legyen S C R" nemiires halmaz és f : S — R fiiggvény. Tekintsiik az aldbbi feltételes
optimalizalasi feladatot:

min {f(x):x € S}.

Ha x € S lokélis minimumpont, akkor

FND=0,
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ahol F' az f fiiggvény S halmaz X pontbeli javité (cstkkend) irdnyok kipja, D az S halmaz
X pontbeli lehetséges irdnyok kipja.

A tétel azt fejezi ki, hogy lokdlis minimumpont esetén nincs olyan irdny, amely irdnyban
ha elmozdulnénk, akkor a tartoményban is benne maradndnk és a célfiiggvény is javulna.

Bizonyitas

Indirekte tegyiik fel, hogy F'N D # (). Ekkor létezik olyan d # 0 vektor, amelyre d € F
ésd € D. Ez azt jelenti, hogy a d vektor javito irdny is és egyben lehetséges irdany is. Ez
pedig ellentmond annak, hogy az X pont optimalis (minimalis) megoldas. Q.e.d.

4. Javité iranyok és lehetséges iranyok kipjanak karak-
terizacigja
Az optimalitds geometriai sziikséges feltételében kiilonosebb megkotést nem tettiink sem
az f(x) célfiiggvényre, sem az S feltételi halmazra, igy a tétel til altalénos. Az aldbbi
két tételben méar bizonyos eléirdsokat tesziink a célfiiggvényre és a feltételi halmazra, ezek
felhaszndldsaval adjuk meg az optimalizdlasban fontos szerepet jatszé javité és lehetséges
irdnyok kipjéat.
Az alédbbi tételben feltessziik, hogy a célfiiggvény differencidlhato.

TETEL (javité irdnyok kipjanak karakteriziciéja)
Legyen f : R™ — R fiiggvény differencidlhaté az X € R™ pontban. Ekkor az

Fo={d: Vf(x)d <0}
halmaz javit6 irdnyok kipja és Fy C F.
Bizonyitas
Legyen d € F, vektor és A > 0 skaldr. Az f fiiggvény X pontbeli differencidlhatésdga
miatt frhatjuk, hogy
f(x+ M) = f(X) + AV f(X)d + A [|d]| (X, Ad),

ahol limy_,o (X, Ad) = 0. Osszuk be az egyenletet A > 0 szdmmal és rendezziik, ekkor

fE+AM) - [(X)
A

= Vf(x)d + ||d| a(x, Ad).
A Vf(x)d <0 ésa X — 0 hatdaratmenetbdl kovetkezik, hogy létezik § > 0 szdm tigy, hogy
f(X+ Ad) — f(X) < 0 minden A € (0,0) esetén.

Ez pedig azt jelenti, hogy a d € F; vektor javité irdny. Mivel a d € Fy Osszefiiggésbol
kovetkezik, hogy d € F', igy Fy C F. Q.e.d.

A tovédbbiakban az S halmazt fiiggvények segitségével fogjuk megadni. A fiiggvényekre
folytonosségi és differencidlhatésédgi eloirast fogunk tenni.
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Legyen az S feltételi halmaz az aldbbi
S={x:xeX, ¢(x)=0,i=1,2,...,m}.
ahol g1, 92,...,9m : R — R fiiggvények és X C R" nemiires nyilt halmaz.

DEFINICIO (Aktiv és inaktiv feltételek)
Tekintsiik az S = {x:x € X, ¢;(x) £0,i =1,2,...,m} feltételi halmazt és egy x € S
pontot. A g;(x) fiiggvény aktiv az X € S pontban, ha g;(X) = 0, inaktiv, ha g;(X) < 0.

TETEL (lehetséges iranyok kiipjdnak karakterizscisja)

Legyen S = {x:x€ X, g¢i(x)=0,i=1,2,...,m}, ahol ¢1,99,...,9m : R" — R fiigg-
vények és X C R" nemiires nyilt halmaz. Legyen adott egy X € S, legyen I = {i : g;(X) = 0}
az aktiv feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik fel, hogy a g;,7 € [ fiiggvények az X
pontban differencidlhatok, a g;, 7 ¢ I fiiggvények az X pontban folytonosak. Ekkor a

Go={d:Vg(x)d<0,iel}
halmaz az S halmaz X pontbeli lehetséges irdnyok kipja és Gy C D.
Bizonyitas
Legyen d € Gy vektor és A > 0 skaldar. Ahhoz, hogy kimutassuk a d vektorrdl, hogy
lehetséges irdny, harom oldalrél kell vizsgalédnunk.

a) Mivel x € S, igy X € X is igaz. Az X halmaz nyilt, ebb6l kovetkezik, hogy létezik
01 > 0 szdm 1gy, hogy

X + Ad € X minden A € (0,4;) esetén.

b) Most vizsgaljuk meg a g;, ¢ ¢ I inaktiv feltételi fiiggvényeket. A ¢;(X) < 0 és az X pontbeli
folytonossdg miatt létezik 5 > 0 szdm tigy, hogy minden i ¢ [ indexre

gi(X + Ad) £ 0 minden X € (0,02) esetén.

c) Végiil pedig vizsgéljuk meg a g;,7 € I aktiv feltételi fiiggvényeket. Az aktiv fliggvények x
pontbeli differencidlhatésdga miatt frhatjuk, hogy minden ¢ € [ indexre

gi(X+ M) = ;(X) + A\Vg(X)d + A d]| a(x, Ad),

ahol limy 0 a(X,Ad) = 0. Osszuk be az egyenletet A > 0 szdmmal, rendezziik és vegyiik
figyelembe, hogy ¢;(X) = 0, ekkor

g:i(X + \d)

oY = V(R)d + [d] a(x,\d).

A Vg;(x)d < 0 és a A — 0 hatdrdtmenetbdl kovetkezik, hogy létezik d; > 0 szdm tigy, hogy
gi(X + Ad) < 0 minden A € (0, 3) esetén.

Osszefoglalva a vizsgalatainkat, legyen

0 = min {(51,(52,(53} > 0,
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ekkor pedig igaz minden \ € (0, 6) esetén, hogy

x+Ad € X
g(X+X) £ 0, ¢l
g(X+Ad) < 0, iel

Ezekbol az osszefiiggésekbol kivetkezik, hogy X+ Ad € 5, ez pedig azt jelenti, hogy ad € G
vektor lehetséges irdny. Mivel a d € G 6sszefiiggésbol kovetkezik, hogy d € D, igy Gy C D.
Q.e.d.

5. Sziikséges feltételek egyenlotlenségi eldoirasok mellett

El6szor azt az optimalizélasi feladatot vizsgdljuk, amelynél a feltételi halmaz lefrdsdban csak
egyenlotlenségek szerepelnek, majd késdbb egyenléségeket is meg fogunk engedni.

A torténeti hiiség miatt meg kell jegyezni, hogy id6ben el6szor az egyenléséges feltételek
vizsgélatdval foglalkoztak. J. L. Lagrange (1736-1813) francia matematikus alkotta meg a
réla elnevezett Lagrange multiplikdtor (szorzd) mdédszert, majd 150 évvel késébb sziilettek
meg az optimalizdlds tovabbi elméleti eredményei.

Tekintsiik a g1, 92,...,9m : R — R fiiggvényeket és az X C R" nemiires nyilt halmazt,
ezek segitségével az aldbbiak szerint adjuk meg az S halmazt:

S={x:xeX, ¢(x)=0,i=1,2,...,m}.
Az optimalizélasi feladat a kovetkez6 formakban adhaté meg:

min{f(x):x€ X,¢:(x)£0,i=1,2,...,m}
vagy mds formédban felirva

f(x) — min!
9i(x) 0, i=12...,m
X X CR" (X nyilt halmaz)

Mm 1IN

5.1. Geometriai-algebrai sziikséges feltétel

TETEL (geometriai-algebrai sziikséges feltétel)
Tekintsiik a min {f(x) : x € S} optimalizéldsi feladatot, amelyben a S feltételi halmaz
az aldbbi:
S={x:x€X,gi(x)=£0,i=1,2,...,m},

ahol X C R" nemiires nyilt halmaz, f,g1,92,...,9n : R" — R fiiggvények. Legyen adott
egy X € S, legyen I = {i: g;(X) =0} az aktiv feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik
fel, hogy az f,g;,i € I fliggvények az X pontban differencialhatok, a g;,i ¢ I fiiggvények az
X pontban folytonosak.

Ha x lokélis minimumpont, akkor

FomG():@,



5. SZUKSEGES FELTETELEK EGYENLOTLENSEGI ELOIRASOK MELLETT 7

ahol Fo = {d : Vf(}_c)d < O} és G() = {d : Vgl()_()d < 0,2 S ]}

Bizonyitéas

Indirekte tegyiik fel, hogy FyNGy # 0. Ekkor létezik olyan d # 0 vektor, amelyre d € Fy
és d € Gy. A karakterizdcids tételek alapjan a d vektor javité irdny is és egyben lehetséges
irdny is. FEz pedig ellentmond annak, hogy az X pont optimalis (minimadlis) megoldés. Q.e.d.

Az aldbbiakban a feltételes optimalizalds sziikséges feltételeit fogalmazzuk meg tételek
formdjaban. Ezek az tsszefiiggések adnak lehetOséget az optimadlis megoldds megkeresésére.

5.2. Fritz John sziikséges feltételek

TETEL (Fritz John sziikséges feltételek 1., 1948)
Tekintsiik a min {f(x) : x € S} optimalizélési feladatot, amelyben a S feltételi halmaz
az aldbbi:
S={x:x€X,gi(x)=0,i=1,2,...,m},

ahol X C R" nemiires nyilt halmaz, f, g1, gs, ..., gm : R" — R fiiggvények. Legyen adott egy
X € S pont, legyen I = {i : ¢;(X) = 0} az aktiv feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik
fel, hogy az f,g;,i1 € I fiiggvények az X pontban differencidlhatok, a g;,7 ¢ I fiiggvények az
X pontban folytonosak.

Ha x lokalis optimalis megoldas, akkor 1éteznek ug, u;, ¢ € I szamok tigy, hogy

uVF(R)+ > uVgi(X)

el

0

(Uo,ll]) Z O
(wo,ur) # 0

ahol u; egy olyan vektor, amelynek komponensei u; = 0, i € I.

Bizonyitas

A geometriai-algebrai sziikséges feltétel szerint, ha az X € S lokalis optimaélis megoldés,
akkor nincs olyan d € R" vektor, hogy Vf(X)d < 0 és Vg;(X)d < 0,7 € I. A gradiens
vektorokbdl képezziink egy olyan A métrixot, amelynek els6 oszlopa V f(X), a tobbi oszlopa
pedig a Vg;(X),i € I vektorok. A geometriai-algebrai sziikséges feltétel szerint a dA < 0
rendszernek nincs megolddsa. A Gordan tétel szerint ekkor létezik olyan p = 0, p # 0
vektor, hogy Ap = 0. Jelolje a p vektor els6 komponensét ug, a tobbit pedig u;, 2 € I. Innen
pedig kovetkezik a tétel dllitdsa. Q.e.d.

A tételben szerepld ug, u; szdmokat Lagrange szorzéknak nevezik.

1. Példa

Tekintsiik az aldbbi feltételes optimalizédlasi feladatot!

f = 2% + 23 — min!
= 11 —22—250
= -1 —22+4=50
= 21+22,—-320

X = R?
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Tegyiik fel, hogy ismerjiik az optimélis megolddst, amely X = (2,2). Az aktiv feltételi
fiiggvények I = {i : g;(X) = 0} indexhalmaza egyszerii ellenérzéssel meghatérozhaté. Mivel
az els6 és a harmadik feltétel nem egyenléséggel teljesiil, a mésodik igen, igy I = {2}.
Megallapithat6, hogy az X = (2,2) pontban a célfiiggvény és az aktiv feltételi fiiggvény (gz)
differencialhatd, az inaktiv feltételi fiiggvények (g1, g3) pedig folytonosak, igy a fenti tétel
alkalmazhato, azaz léteznek wug, us szamok. A sziikséges gradiens vektorok az aldbbiak

2.1'1
233'2

Vf(xl,@):{ } vgz(xl,@):[:”.

A ug, uy Lagrange szorzé meghatdrozasahoz sziikséges feltételek a tétel szerint

[ 1]en[] - o

0

=
S
g
N
S~—
RN\
o

A tétel tehat azt allitja, hogy

4“0 — U2

4U0 — Uy =

egyenletrendszernek van olyan megolddsa, amelyben egyik szdm sem negativ és legaldbb
egyik pozitiv. Ilyen megoldds mint latjuk valéban létezik, sét végtelen sok létezik. Az Gsszes
megoldds ug = a, us = 4a, ahol o > 0.

A tétel azonban nem arra szolgdl, hogy meghatdrozzuk az optimalis megoldédshoz tartozé
u; szdmokat, hanem arra, hogy megkeressiik azokat a megoldasokat, amelyek kielégitik az
optimadlis megolddshoz sziikséges feltételeket. Mint lattuk a tételben sziikség volt az aktiv
feltételek indexhalmazdra, ez pedig nem ismert, hisz nem ismerjiik az optimaélis megoldédst.
Ezt a probléma&t dgy oldjuk fel, hogy minden feltételi fiiggvényhez hozzirendeliink u; szamo-
kat, de az inaktiv feltételekhez tartozoknak zérusnak kell lenni. Mivel nem tudjuk, melyek
lesznek az aktiv feltételek, igy elo kell irni az dsszes feltételi fiiggvény differencidlhatésdgat.
Most pedig kovetkezzen a tétel hasznalhaté véltozata.

TETEL (Fritz John sziikséges feltételek II., 1948)
Tekintsiik a min {f(x) : x € S} optimalizalasi feladatot, amelyben a S feltételi halmaz
az alabbi:
S={x:x€X,gi(x)£0,i=1,2,...,m},

ahol X C R™ nemiires nyilt halmaz, f,g1,92,...,9nm : R® — R fiiggvények. Legyen adott
egy X € S pont. Tegyiik fel, hogy az f,g;,i = 1,2, ..., m fiiggvények az X pontban differen-
cidlhatok.

Ha x lokalis optimalis megoldas, akkor 1éteznek ug, u;, i = 1,2, ..., m szdmok tgy, hogy

I
o

uV (%) + Y 4 Vgi(R)

wgi(X) = 0i=1,2,...,m
(ug,u) = 0
(uO,u) 7£ 0
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ahol u egy olyan vektor, amelynek komponensei u; = 0, i = 1,2,...,m.
Bizonyitas
Ha mindeni = 1,2,...,m indexre el6irjuk, hogy wu;g;(X) = 0, akkor ez a feltétel biztositja,

hogy az inaktiv feltételek (g;(X) < 0) esetén u; = 0 legyen. Q.e.d.

Gyakran szoktdk az aldbbi elnevezéseket hasznélni.
Az x € S lehetséges megolddsra vonatkozé

gi(x) £ 0, i=1,2,....m
x € X

feltételeket primaél feltételeknek (PF') nevezik.
A tételben szerepld

T o) = 0
(uOv u) 7é 0

osszefiiggéseket dudl feltételeknek (DF') nevezik.
A tételben szerepld
wigi(x) =0, 1=1,2,...,m

egyenléségeket pedig komplementaritasi feltételnek (K F') nevezik.

Egyiittesen a primél feltételeket, a dudl feltételeket és a komplementaritdsi feltételeket
Fritz John optimalitasi feltételeknek hivjuk. Ba&armely olyan X pontot, amelyre léteznek
(g, 1) Lagrange szorzok gy, hogy az (X, g, u) vektor kielégiti a Fritz John optimalitasi
feltételeket Fritz John pontnak neveziink.

Felhivjuk az olvasé figyelmét a dudl feltételre, amely azt fejezi ki, hogy optimélis esetben a
célfiiggvény és a feltételi fiiggvények gradiens vektorainak linedris kombindcidja zérus vektor.

Az alédbbi példdban megmutatjuk, hogyan kell Fritz John pontot meghatérozni.

2. Példa

Hatdrozzuk meg az aldbbi optimalizaldsi feladathoz tartozé Fritz John pontot!
f(r1,29) = 27+ 23 — min!
g1(r1,29) = 21 —22—2Z50
92(1’1,332) = -1 —12+4=50
g3(w1,m2) = x1+225—3=0

X = R?
Megoldas

Mivel nem ismerjiik az X F'J pontot, igy az optimalizdlési feladat fiiggvényeinek minden
pontban differencidlhatoknak kell lenniiik. Ez teljesiil a példdankban. A sziikséges gradiens
vektorok és a gradiens vektorokra vonatkozé linedris kombinécié az aldbbiak:

o] e[ 4] we[3] we[l]
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201 | O T I I [ O
Ug 21’2 Uy 1 U9 1 us 9 = U.

A Fritz John pont meghatédrozasahoz sziikséges Fritz John optimalitési feltételek (DF, KF, PF)
az alabbiak szerint frhatdk, vagyis az aldbbi rendszert kell megoldani:

U02[L’1—|—U1—U2+U3:O
Up2T9 — UL — Uy + 2u3 =0
Ug, Uy, Uz, Uz = 0
(UO,Ul,U,Q,Ug) 7é 0
up(xy —x9 —2) =0
Ug(—llfl —$2+4) =0 KF
U3(LL’1+2ZIJ2 —3> =0
1 —212—250
—x1—29+4=50 3 PF
131+25(72—3§0

DF

A fenti rendszer meglehetésen bonyolult, ezért javasoljuk a részekre bontasat mégpedig ugy,
hogy megolddsét az ug, uy, us, uz Lagrange szorzok értékeitol fiiggéen 16 esetre bontjuk szét.
A 16 eset koziil csak kettét vizsgdlunk meg, a tobbit az olvaséra bizzuk. Csupdan a megoldds
lényegét mutatjuk be, mivel a késébbiekben sok feladatot fogunk megoldani, de azoknal mar
nem Fritz John pontot hatdrozunk meg.

1. eset) ug = u; = ug = 0,u3 >0

A harmadik komplementaritasi feltételbél (KF) x; + 2x9 — 3 = 0, mivel feltevésiink
szerint uz > 0. Ehhez az egyenlethez hozzavéve a dudl feltétel (DF') els6 két egyenletét, az
alabbi egyenletrendszert kell megoldani:

us = 0
2U3 =0
T+ 21‘2 -3 =0

Megoldasként az us = 0 addédik, amely nem lehet, hisz legaldbb egy Lagrange szorzénak
pozitivnak kell lennie. Ez az eset tehdt nem ad Fritz John pontot.

2. eset) ug > 0,u; =0, ug > 0,u3 =0
Az elsé két egyenletbdl és a mésodik komplementaritdsi feltételbol adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

UO2$1 — Uy = 0

u02x2 — Uy = 0

—T] — To + 4 =0
Az els6 két egyenletbdl 1 = x5 adddik, a harmadikbdl pedig x; = 2, o = 2. A Lagrange
szorzok: ug = a,us = 4o, ahol a > 0. Ez a megoldds maradéktalanul teljesiti a tobbi Fritz

John feltételt, igy az X = (2,2) vektor Fritz John pont az ug = a,u; = 0, uy = 4o, uz =
0 (o > 0) Lagrange szorzokkal vigy, hogy a go feltétel aktiv, a g; és a g3 feltétel inaktiv.

Megjegyzés:
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A tobbi esetet megvizsgédlva azt fogjuk kapni, hogy nincs t6bb Fritz John pont.

3. Példa
Hatdrozzuk meg az aldbbi optimalizélési feladathoz tartozé Fritz John pontot!
2 — min!
(71 — 1)3 2 Iy
i) Z 0
Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:
f(mly '7:2) = l’%
gi(z1,23) = —(x1 -1 +2, <0
92(21,22) = —22 =20
X = R

A példa fiiggvényei differencidlhatok. A sziikséges gradiens vektorok és a gradiens vektorokra
vonatkozo linedris kombindcio:

R e ]

[ 2| 0 ] 5] <o

A Fritz John pont meghatérozdsahoz sziikséges Fritz John optimalitdsi feltételek az aldbbiak

szerint frhaték, vagyis az aldbbi rendszert kell megoldani:
w2y — 3ui(z; — 1) =

Uy — U

Uy [—(xl — 1%+ xg}

U (—x2)

—(21 —1)% + 25

— 29

o O O O O O O

Up, U1, U2

(Uo, Uy, U2)

R AV VAR VAN

A 2. egyenl6ség szerint u; = us. A megolddst két részre bontjuk, egyik eset a u; = us = 0,
masik eset az u; = ug > 0. Nézziik az egyes eseteket.

i) up = us = 0 eset

Mivel mindhdrom Lagrange szorzé nem lehet zérus, igy ug-nak pozitivnak kell lenni.
Ekkor az 1. egyenletbdl x; = 0 addédik. Az 5. sorbeli egyenldtlenségbdl pedig zo < —1,
ami ellentmond a 6. sorbeli egyenl6tlenségnek (zo = 0). Ez az eset tehat nem ad Fritz John
pontot.

i) u; = ug > 0 eset

A komplementaritési feltételekbél azonnal adédik az x = (1,0) pont. Az 1. egyenletbél
pedig up = 0 adédik. Az osszes feltétel teljesiil, igy a Fritz John pont x = (1,0), a Lagrange
szorzok pedig ug = 0, u; = us = «, ahol a > 0.
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5.3. Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltételek

A fenti példaban ldttuk, hogy a Lagrange szorzék nem egyértelmiien hatarozhaték meg, a
kovetkezOkben mér csak olyan Lagrange szorzokkal foglalkozunk, amelynél kikstjiik, hogy a
célfiiggvény egyiitthatdjanak (ug) értéke 1 legyen. Ehhez természetesen valamilyen el6irdsnak
kell teljesiilnie.

TETEL (Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltételek I., Karush 1939; Kuhn,
Tucker 1951)
Tekintsiik a min {f(x) : x € S} optimalizélasi feladatot, amelyben a S feltételi halmaz
az alabbi:
S={x:x€X,gi(x) =0,i=1,2,...,m},

ahol X C R" nemiires nyilt halmaz, f, g1, gs, ..., gm : R" — R fiiggvények. Legyen adott egy
x € S pont, legyen I = {i : ¢;(X) = 0} az aktiv feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik
fel, hogy az f,g;,1 € I fiiggvények az X pontban differencidlhatok, a g;,i ¢ I fiiggvények
az X pontban folytonosak. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a Vg;(X), i € I vektorok linedrisan
fiiggetlenek.

Ha x lokélis optimaélis megoldés, akkor léteznek egyértelmiien olyan wu;, ¢+ € I szamok,

hogy

VIR + ) Vg = 0
el
U;

1\

0, iel

Bizonyitéas
A Fritz John tétel szerint léteznek olyan wug, u;, ¢ € I szdmok, amelyek koziil legaldbb
egy pozitiv, igy, hogy

icl

1\

Up, ?ll 0, 1€l

Amennyiben a Vg;(X), i € I gradiens vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor sziikségképpen
ug > 0. Ha ugyanis uy = 0 lenne, akkor a linedris fiiggetlenség miatt minden ; szémnak
is zérusnak kellene lenni, pedig az ¢sszes kozott legaldabb egynek pozitivnak kell lennie. Az
ug > 0 szdmmal valé végigosztds és a u; = Z—é valasztdssal a tétel dllitdsa azonnal adédik.
A tétel tehdt azt fejezi ki, hogy optimalis megoldasndl a célfiiggvény gradiens vektoranak
(—1)-szerese eldallithaté az aktiv feltételi fiiggvények nemnegativ linedris kombindcidjaval.
Az u;, 1 € I szdmok egyértelmii létezése pedig abbdl az ismert tételbdl fakad, miszerint a
linedrisan fiiggetlen vektorokkal torténd eldallitds egyértelmii. Q.e.d.

A tétel jobb megértése végett tekintsiik azt a kétvéltozds (x = (x1,z2) optimalizala-
si feladatot, amelyben hérom feltételi fiiggvény van, a feltételek tehat: g1(x) < 0, go(x) =
0, g3(x) < 0. A feltételi fiiggvények meghatdrozzék a feltételi halmazt, amelyet az (1, x2) si-
kon az aldbbi dbra mutat. Ezt igy kell meghatédrozni, hogy abrézoljuk a ¢g;(x) =0 (i = 1,2, 3)
fiiggvényeket, amelyek egy-egy gorbét jelentenek. Megallapitjuk azokat a tartoményokat,
ahol g;(x) = 0, ezek a tartomanyok a gorbéknek és valamelyik oldaluknak a pontjaibél all-
nak. A hdrom tartomany kozos része alkotja az optimalizéldsi feladat feltételi halmazat.



5. SZUKSEGES FELTETELEK EGYENLOTLENSEGI ELOIRASOK MELLETT 13

Legyen adott az X pont (az dbrdban x¢-al jeloltiik), amely a g1(x) = 0 és a go(x) = 0 gorbék
metszéspontjgban van. Igy az elsé és masodik feltétel aktiv, a harmadik feltétel inaktiv. Ez
utébbi az optimalizdlas vizsgdlatdban semmiféle szerepet nem fog jatszani. Most kiszéamitjuk
az X = x( pontban a célfiiggvény és az aktiv feltételi fiiggvények gradiensét, ezeket dbrazol-
juk. Az aktiv feltételek gradiens vektordt konnyti berajzolni, mert mint tudjuk, a gradiens
vektor a szintvonalra merdleges, tehat a ¢g;(x) = 0, ill. a g2(x) = 0 gorbékre merdleges az
aktiv feltételek gradiens vektora. Az is tudjuk, hogy a tartomdny belsejében g;(x) < 0, a
hatdran g;(x) = 0, kiviil g;(x) > 0. A gradiens pedig a fiiggvény legnagyobb névekedésének
irdnyaba mutat. Ebbdl kovetkezik, hogy ezek a gradiens vektorok a tartomdnybdl kifelé
mutatnak.

A példdban lathatjuk, hogy az aktiv feltételek gradiens vektorai linedrisan fiiggetlenek,
tehdt a fenti tétel kikotése fennall. A optimalizdlas sziikséges feltétele a kovetkezdt mondja
ki. Ha az X = x( pontrdl tudjuk, hogy az lokdlis minimumpont, akkor a célfiiggvény gradiens
vektordanak (—1)-szerese el6éllithat6 az aktiv feltételi fiiggvények gradienseinek nemnegativ
linedris kombindciéjdval. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a —V f(X) vektor az aktiv feltételi
fiiggvények gradiensei dltal meghatédrozott kipban van.

Ne feledkezziink meg arrdl, hogy a tétel azt nem é&llitja, hogy ilyen esetben egy X = xq
pont lokdlis minimumpont lenne. A kipban val6 elhelyezkedés csak sziikséges el6irds, de
nem biztos, hogy elegendo is ahhoz, hogy optimadlis pont legyen az X = xy pont.

g2(x)=0 Vgi(xo) T ga(xo)
g2(x)=0 61050
g2(x)<0 g1(x)=0
| 91(x)<0
X
Vii(xo)

=0 érintdje
91(x)=0 érintéj gz(x)=0 érintdje

9a(x)<0
g3(x)=0

93(x)>0

Mint lattuk az aktiv feltételekhez tartozé gradiens vektorok linedris fiiggetlensége biz-
tositotta a célfiiggvényhez tartozé ug szorzé pozitivitdsat. Mads feltételek is biztositjdk ug
pozitivitasat. Ezeket a feltételeket regularitdsi feltételeknek nevezziik. Az olyan lehetsé-
ges megoldast, amelynél ezek a regularitési feltételek is fenndllnak reguldris megolddsnak
(reguldris pontnak) nevezziik.

DEFINICIO (Reguldris pont egyik definiciéja)
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Az X € S lehetséges megolddst regularisnak nevezziik, ha az aktiv feltételekhez tartozé
Vgi(X), i € I vektorok linedrisan fiiggetlenek.

A kovetkezokben a fenti tétel (Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltételek I.) hasznélhatébb
valtozatat ismertetjiik.

TETEL (Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltételek II., Karush 1939; Kuhn,
Tucker 1951)
Tekintsiik a min {f(x) : x € S} optimalizalasi feladatot, amelyben a S feltételi halmaz

az alabbi:
S={x:x€X,gi(x)£0,i=1,2,...,m},

ahol X C R" nemiires nyilt halmaz, f, g1, go, ..., gm : R* — R fiiggvények. Legyen adott egy
X € S pont, legyen I = {i: ¢;(X) = 0} az aktiv feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik
fel, hogy az f,g;,1 = 1,2,...,m fiiggvények az X pontban differencidlhaték. Tegyiik fel
tovabba, hogy a V¢;(X), i € I vektorok linedrisan fiiggetlenek, azaz az X € S reguldris pont.

Ha X lokélis optimadlis megoldds, akkor léteznek egyértelmiien olyan u;, ¢« = 1,2,...,m
szamok, hogy

VIR + ) uVgE) = 0
i=1
uzgl<i) - 07 t ]-7 27 , M
Uy Z 07 t=1,2, , M
Bizonyitas
Ha minden i = 1,2,...,m indexre el6irjuk, hogy wu;g;(X) = 0, akkor ez a feltétel biztositja,

hogy az inaktiv feltételek (g;(X) < 0) esetén u; = 0 legyen. Q.e.d.

Hasonléan a Fritz John tételnél mondottakhoz a tételben szerepld u; szamokat Lagrange
szorzoknak nevezik. Az x € S lehetséges megolddsra vonatkozé feltételeket primal feltéte-
leknek nevezziik. A tételben szerepld

Vf(x)—l—Zungi(x) =0

1\

(% 0i=1,2,...,m

osszefiiggéseket dudl feltételeknek nevezziik. Az u;g;(x) = 0 egyenléséget pedig komple-
mentaritasi feltételnek nevezziik. Egyiittesen a primaél feltételeket (PF'), a dudl feltételeket
(DF) és a komplementaritasi feltételeket (K F') Karush-Kuhn-Tucker optimalitasi feltéte-
leknek (KKT) hivjuk. Béarmely olyan X pontot, amelyre léteznek @ = (uy, s, ..., Uny)
Lagrange szorzok gy, hogy az (X,@) vektor kielégiti a Karush-Kuhn-Tucker optimalitési
feltételeket Karush-Kuhn-Tucker pontnak (réviden KKT pontnak) neveziink. Amennyiben
a Vg;(X), 1 € I vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor a Lagrange szorzok egyértelmiien
meghatarozottak.

4. Példa
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Hatédrozzuk meg az aldbbi optimalizalasi feladathoz tartozé Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
pontot!

T1X2 min!

H
43+ 25 <8

Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:
flw1, ) = 3119
g(.Tl,IQ) = 4[1)% + SL’% -8 é 0
X = R

A példa fiiggvényei differencidlhatok. A sziikséges gradiens vektorok és a gradiens vektorokra
vonatkozé linedris kombindcié:

) | 81
Vf_|:.%'1:|7 Vg_|:2l'2:|7
{m}—l—u{&pl}zo.

T 21’2

A KKT pont meghatarozasahoz sziikséges KKT optimalitési feltételek (DF, KF, PF) az
alabbiak szerint frhatok, vagyis az aldbbi rendszert kell megoldani:

To +8uxry =0
r1+2ury =0 » DF
uz0

u(4z+ x5 —8) =0} KF
427 + 25 -8 < 0} PF

Az u Lagrange szorzéra vonatkozé nemnegativitdsi feltételnek megfeleléen a megoldast két
részre bontjuk, egyik eset az u > 0, masik eset az u = 0. Nézziik az egyes eseteket.

i) u > 0 eset

A komplementaritési feltételbdl kovetkezik, hogy az 5. sorbeli egyenlétlenség egyenldség
lesz, azaz a feltétel aktiv lesz. Ekkor az 1., 2. és az 5. sorban szerepld most mér egyenletbol
az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani az z1, r2, u mennyiségek meghatarozasahoz

To+8uxr; = 0
r1+2ury = 0
42 + 25 -8 = 0

Az egyenletrendszerre négy megoldédst kapunk, melyek az aldbbiak

o [z ] w |
1] 1 ]—2] 1/4
21| 2 | 1/4
31 | 2 | —1/4
41 —2|-1/4
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Ezekbdl a megolddsokbdl csak az elsé ketté KKT pont, mivel ezeknél pozitiv a Lagrange
SZOTZO0.

i) u =0 eset
Az 1., 2. sorban szerepl6 egyenletekbdl egyszertien adédik, hogy

5(31:0, 132:0.

Az 5. sorbeli egyenlétlenség is fenndll, igy az x = (0,0) pont KKT pont az u = 0 Lagrange
szorzéval.

Osszefoglalva hdrom KKT pont adédott, amelyek a Lagrange szorzéikkal egyiitt az aldb-
biak:

1. KKT pont: 2y =1, zy=-2, u= i, a feltétel aktiv.

2. KKT pont: 1 = -1, x5=2, u= i, a feltétel aktiv.

3. KKT pont: z1 =0, x5 =0, u =0, a feltétel inaktiv.

Mint tudjuk a KKT pontok csupan az optimum sziikséges feltételeit elégitik ki, e hdrom
pont tehdt nem biztos, hogy optimalis megoldds. Az optimalitds elégséges feltételei fogjak
megmutatni, hogy ezek kozott melyek optimalisak.

5. Példa
Hatédrozzuk meg az aldbbi optimalizalasi feladathoz tartozé Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
pontot!

2

x{ — min!
(z1— 1)3 = 1y
i) 2 0

Megoldas
Ez a példa azonos a Fritz John pontndl targyalt 2. példdval, de most KKT pontot
akarunk meghatdarozni. A KKT pont meghatdrozdsihoz az alabbi rendszert kell megoldani:

27, — 3uy(r; — 1) = 0
u—uy = 0

u [—(z1 = 1)+ a5 = 0
ug(—z3) = 0

—(r1 =13 +25 £ 0

—15 <0

up,us = 0

A 2. egyenl6ség szerint u; = us. A megolddst két részre bontjuk, egyik eset a u; = us = 0,
maésik eset az u; = us > 0. Nézziik az egyes eseteket.

i) uy = ug = 0 eset
Az 1. egyenletbdl z; = 0 adddik. Az 5. sorbeli egyenlétlenségbdl pedig o < —1, ami

ellentmond a 6. sorbeli egyenl6tlenségnek.

i) u; = ug > 0 eset
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A komplementaritési feltételekbdl azonnal adédik, hogy xe = 0,21 = 1, azaz az x = (1,0)
pont. Azonban az 1. egyenlet nem teljesiil.
A két esetet egybevetve tehat nincs KKT pont.

Egyébként ennek a feladatnak az optimadlis megolddsa x = (1,0). Valdszinii az olvasé
meglepodik azon, hogy nem taldltunk KKT pontot, igy az optimaélis megoldést sem sikeriilt a
KKT ponton keresztiil meghatdrozni. Mi volt az oka, hogy nem taldltunk KKT pontot? Az
x = (1,0) pontban mindkeét feltétel aktiv, szamitsuk ki ezekhez az aktiv feltételekhez tartozo
gradiens vektorokat, amelyek: Vg;(x) = (0,1), ill. Vga(x) = (0,—1). A KKT tétel csak
akkor garantdl KKT pontot, ha az aktiv feltételekhez tartozé gradiens vektorok linedrisan
fiiggetlenek, esetiinkben pedig ez nem &ll fenn. Tehdt nem teljesiil a linedris fiiggetlenségi
regularitdsi feltétel, ez okozta, hogy nem taldltunk KKT pontot.

6. Sziikséges feltételek egyenlotlenségi és egyenloségi elo-
irasok mellett

Ha az S feltételi halmaz megadédsanal egyenloségi feltételek is szerepelnek, akkor egy altald-
nosabb matematikai programozasi feladatot kapunk, amely az aldbbiak szerint irhato:

min {f(x) : x € S},
amelyben a S feltételi halmaz az aldbbi:
S={x:xeX,gi(x)20,i=1,2,....,m; hi(x)=0,i=1,2,...,k},

ahol X C R” nemiires nyilt halmaz, f, g1, 92,...,gm, h1, ho, ..., hr : R" — R fiiggvények. A
tovdbbiakban az ilyen feladatot az aldbbi formédban irjuk le:

g(x)S0 i=1,2,....m
hlx)zo 221,2,..,]{?
xec X

6.1. Geometriai-algebrai sziikséges feltétel

TETEL (geometriai-algebrai sziikséges feltétel)
Legyen X C R™ nemiires nyilt halmaz, f,91,92,...,9m,h1,ha, ..., hy : R — R fiiggveé-
nyek. Tekintsiik az

gi(x)<0 i=1,2,....m
hi(x)=0 i=1,2,...,k
xe X

matematikai programozdsi feladatot. Tegyiik fel, hogy X lokdlis optimédlis megoldds és legyen
I = {i:g;(X) =0} az aktiv egyenldtlenséges feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy az f,g;, i € I fiiggvények differencidlhaték az X pontban, a g¢;, @ ¢ I
fiiggvények folytonosak az X pontban és minden h;, ¢+ = 1,2,...,k fiiggvény folytonosan
differencidlhaté az X pontban.
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Ha az X lokdlis optimédlis megolddsban a Vh;(X), i = 1,2,...,k vektorok linedrisan
fiiggetlenek, akkor Fy N Gy N Hy = (), ahol

Fo = {d:Vf(%)d <0}

Go = {d:Vg(x)d<0icl}
Ho = {d:Vh(Ed=0i=1,2....k}

Az aldbbiakban két sziikséges feltételt mondunk ki tétel (FJ és KKT) formdjaban, de az
elozoektol eltérden az 1. és I1. sorszamu tételeket Gsszevonjuk.

6.2. Fritz John sziikséges feltételek

TETEL (Fritz John sziikséges feltételek)
Legyen X C R" nemiires nyilt halmaz, f,g1,92,...,9m,h1,ho, ..., hx : R® — R fiiggveé-
nyek. Tekintsiik az

f(x) — min!
g(x)S0 i=1,2,....m
hz(X): Z:1,2,.. ,]f
xecX

matematikai programozési feladatot. Legyen X lehetséges megoldas, legyen I = {i : ¢;(X) = 0}
az aktiv egyenlttlenséges feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik fel, hogy az f,¢g;, i € [
fiiggvények differencidlhaték az X pontban, a g;, ¢ ¢ I fiiggvények folytonosak az X pontban

és minden h;, 1 = 1,2,...,k fiiggvény folytonosan differencidlhaté az )_c pontban.
Ha x lokalis optlmahs megoldas akkor léteznek ug,u; i € I és v; i = 1,2,..., k szdmok
gy, hogy

0

k
u VIR + Y uVgi(R) + Y 0, Vhi(R)

i€l
(ug,ur) = 0

(ug,us,v) # 0

ahol u; egy olyan vektor, amelynek komponensei u; = 0, i € I, a v pedig egy olyan vektor,
amelynek komponensei v; € R, i =1,2,... k.

Tovébba, ha g;, i ¢ I fiiggvények is differencidlhaték az X pontban, akkor a fenti feltéte-
leket az aldbbi ekvivalens formaban is frhatjuk:

I
o

uV f (X +ZuZVgZ +Zvlw

zgz(x) = 0= 1727 , M
(up,u) = 0
(ug,u,v) # 0
ahol u egy olyan vektor, amelynek komponensei u; = 0, i = 1,2,...,m; a v pedig egy olyan

vektor, amelynek komponensei v; € R, : =1,2,... k.
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Bizonyitas
Két esetet vizsgdlunk a Vhi(i) vektorok szerint:
Ha a Vh;i(X), i =1,2,...,k Vektorok linedrisan Osszefiiggdk, akkor a v; szamok kozott
taldlhaté nemzérus gy, hogy Zth (X) = 0. Az wug,u;,i = 1,2,...,m szdmokat, ha

zérusra valasztjuk, akkor a tetel a,lhta,sa igaz.

Ha a Vh;(X), i = 1,2,...,k vektorok linedrisan fiiggetlenek. A gradiens vektorokbol
képezziik az A és az A, méatrixokat az aldbbiak szerint. Az A; maétrix elsé oszlopvektora
legyen V f(X), a tobbi oszlopvektora pedig a Vg;(X),i € I vektorok. Az A, matrix osz-
lopvektorai legyenek a Vh;(X), i = 1,2,...,k vektorok. Az X optimalitdsdnak geometriai
sziikséges feltétele szerint a

dA; < O
dA.2:0

rendszernek nincs megolddsa. Mivel a feltevés szerint az A, métrix oszlopvektorai linedrisan
fiiggetlenek, igy a szepardcids tétel egyik (mésik tananyagban ismertetett) kovetkezménye
szerint léteznek olyan (xi1,x3) # 0,%x; = 0 vektorok, hogy

A1X1 + A2X2 = 0.

Jelolje az x; vektor els6 komponensét ug, a tobbit pedig u;,7 € I, az x5 vektor kompo-
nenseit pedig v;,7 = 1,2, ..., k, innen pedig kovetkezik a tétel els6 része.

Ha az 6sszes indexre ki akarjuk terjeszteni a tételt, ez csak akkor lesz a tétel els6 részével
ekvivalens, ha az u; értékek az i ¢ I indexekre zérusak. Ezt ugy biztosithatjuk, hogy minden
i=1,2,...,m indexre el6irjuk, hogy u;g;(X) = 0. Kénnyen lathato6, hogy i ¢ I esetén, azaz,
ha ¢;(X) < 0, akkor u; = 0 kovetkezik. Q.e.d.

6.3. Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltételek

TETEL (Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltételek)
Legyen X C R” nemiires nyilt halmaz, f,91,92,...,9m,h1,ha, ..., hy : R" — R fiiggveé-
nyek. Tekintsiik az

f(x) — min!
g(x)S0 i=1,2,....m
hi(x) = i=1,2,...,k
xeX

matematikai programozési feladatot. Legyen X lehetséges megoldas, legyen I = {i : ¢;(X) = 0}
az aktiv egyenlttlenséges feltételi fiiggvények indexhalmaza. Tegyiik fel, hogy az f,¢g;, i € [
fiiggvények differencidlhaték az X pontban, a g;, ¢ ¢ I fiiggvények folytonosak az X pontban
és minden h;, 1 = 1,2,..., k fiiggvény folytonosan differencidlhaté az X pontban. Tegyiik fel
tovabbd, hogy a Vg;(X), 1 € I és a Vh;(X), i = 1,2,...,k vektorok linedrisan fiiggetlenek,
mds szoval az X lehetséges megoldas reguldris pont.

Ha x lokdlis optimadlis megoldds, akkor léteznek egyértelmiien olyan u;, ©« € I és v;, i =
1,2,..., k szédmok, hogy

)+ Z w; Vg (X) + Z v Vh(X) = 0

el

v
=
~
m
~

U;
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Tovabbé, ha g;, i ¢ I fiiggvények is differencidlhaték az X pontban, akkor a fenti feltételeket
az aldbbi ekvivalens formdban is frhatjuk:

m k
VIR + > w V() + > v Vh(x) = 0

U; gi (7_() = 07 7 ) 4y , M
uZ i O? 1= Y Y ) m
Bizonyitas
A Fritz John tétel szerint léteznek olyan ug, u;, ¢ € I, v; 1 = 1,2, ...,k szdmok, amelyek
nem mindegyike zérus, gy, hogy
uV f(X) + Z W,V g; (X Z Vhi(X) = 0
i€l =101

U(),’ljbi Z 0:iel

Amennyiben a Vg;(X), i € I és Vh;(X), i =1,2,...,k gradiens vektorok linedrisan fiigget-
lenek, akkor uy > 0. Ha ugyanis uy = 0 lenne, akkor a linedris fiiggetlenség miatt minden
u; és v; szémnak is zérusnak kellene lenni, pedig az Gsszes kozott legaldbb egynek zérustdl
kiillonbozoének kell lennie. A ug > 0 szammal valé végigosztas, valamint az u; = u—é, v; = ;’O

vélasztdssal a tétel elsé része azonnal adédik. A linedris fiiggetlenségi feltételezés biztositja
a Lagrange szorzok egyértelmiiségét. Az ekvivalens mdsodik rész is nyilvanval6. Q.e.d.

Az egyenlségeket és egyenlttlenségeket is tartalmazé optimalizdldsi probléma esetén
is hasznaljuk az eddig ismertetett fogalmakat, nevezetesen a primal feltételek (PF'), duél
feltételek (DF'), komplementaritési feltételek (K F), Fritz-John (FJ) feltételek, ill. FJ pont,
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek, ill. KKT pont.

A késtbbiekben legtobbszor a KKT feltételeket hasznéljuk, ezért osszefoglalasképpen
kozoljiik ezeket

9;(x) =0, i=1,2,....m
hi(x)=0, i=1,2....k & PF
xec X
Vf(x )+ZuZng( )+Zv@Vh( )= DF

uZZO zf1,2,...,
wigi(x) =0, i=1,2,...,m } KF

6. Példa
Hatérozzuk meg az aldbbi optimalizalasi feladathoz tartozé Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
pontot!

v} — 127 + 25 — 49 +5 — min!
25
16

2 2
Ty + T
x1 + 49

Megoldas
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A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:

flry,20) = o7 =122 + 235 —4as +5
g(x1,29) = 22 4+22-2550
h(ﬂ?l, ZCQ) = x1+ 4%2 —16=0

X = R?

A példa fiiggvényei differencidlhatok. A sziikséges gradiens vektorok és a gradiens vektorokra
vonatkozé linedris kombindcié:

| 22 — 12 | 2m 11
i o IR P B

2272 —4 U 2£L'2 v 4 -

A KKT pont meghatdrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

201 — 124+ u2x1+v = 0
200 — 4 +u2x9+4v = 0
w(z? + 22 —25) = 0
ri+a3-25 <0

T+ 425 —16 = 0

u = 0

Mint ahogy mar lattuk, ilyen rendszer megolddséra az u-ra vonatkozd egyenlétlenségnek
megfeleléen a megoldést két részre bontjuk, egyik eset a u = 0, mésik eset a u > 0. Nézziik
az egyes eseteket.

i) u =0 eset
Az 1., 2. és az 5 sorban szerepld egyenletekbdl az x1, x5, v szdmokra kapjuk, hogy

_ 104 42 4
BT T A T
A 3. egyenlet (komplementaritési feltétel) u = 0 esetén nem érdekes. Azonban a 4. egyen-
16tlenségnek is fenn kell dllnia, ezt ellendrizziik

315
2 2_2 v ]
224 22— 25 17;50

Mivel a 4. egyenl6tlenség nem all fenn, igy az x, = %1, To = % megoldds nem KKT pont.

i) u > 0 eset

A 4. egyenl6tlenségnek a 3. egyenlet miatt egyenldséggel kell teljesednie. Ekkor az 1., 2.,
5. sorbeli egyenletekbdl és a 4. sorban szerepld, most mar egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert
kell megoldani az x, s, u, v mennyiségek meghatarozédsara

201 — 12+ u2x1+v = 0
2090 — 4 +u2x0+4v = 0
2242225 = 0
r1+4x,—16 = 0
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A fenti egyenletrendszer megolddsa:

9 20
.T1:4, 1’2:3, U:E, 'U:—l—g.

Mivel u > 0 és a Vg = (8,6), ill. a Vh = (1,4) vektorok linedrisan fiiggetlenek, igy az

x1 =4, x5 = 3 megoldds KKT pont az u = 1%, v = —f—g Lagrange szorzokkal.

7. Elégséges feltételek

Az elézbekben részletesen bemutattuk az optimum sziikséges feltételeit. Ezek azonban, mint
ahogy a feltétel nélkiili optimalizaldasndl is lattuk, nem garantéljak azt, hogy egy FJ pont,
ill. egy KKT pont optimélis megolddsa az optimalizdlasi feladatnak. Bizonyos konvexitdsi
feltételek garanciat adnak az optimumra. Az aldbbiakban méasodrendii elégséges feltételeket
mutatunk be konvexitasi feltevések nélkiil. Miel6tt azonban ezeket bemutatnank bevezetjiik
a Lagrange fiiggvény fogalmédt, amely nem mds mint az optimalizdldsi feladatban szerepld
fiiggvények linedris kombindciéja.

7.1. Lagrange filiggvény

DEFINICIO (Lagrange fiiggvény definiciéja)

A Lagrange fiiggvény az optimalizédlasi feladatban szerepld célfiiggvény, az egyenl6tlen-
séges és az egyenloséges feltételi fiiggvények linedris kombindciéja, amelyben a célfiiggvény
egyiitthatéja 1. A feltételi fiiggvények egyiitthatéit Lagrange szorzoknak nevezziik. A Lag-
range fiiggvény képletben:

k

L(x,u,v) = f(x)+ Zuzgl(x) + Zvihi(x).

=1

DEFINICIO (Aktualizdlt Lagrange fiiggvény definiciéja)

Legyen X vektor az optimalizalési feladat KK'T pontja és legyenek @1, v vektorok a dudl és
a komplementaritasi feltételt kielégité Lagrange szorzék. Az adott @, v Lagrange szorzékhoz
tartozé Lagrange fiiggvényt aktualizdlt Lagrange fiiggvénynek nevezziik, képletben az alabbi

Megjegyzés:

Itt hasznalhatndnk csupédn az aktiv egyenlétlenséges feltételeket is a szummaéaban, mivel
mar ismert a KKT pont. Amig azonban nem ismert a megoldés, csak maga a feladat, akkor
természetes, hogy minden egyenlotlenséges feltételt szerepeltetni kell.

LEMMA (az aktualizdlt Lagrange fiiggvény és a célfiiggvény kapcsolata)
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[gazak az alabbi &llitdsok:

a) VL,
b) La(x)
¢) La(%)

= O7
(x) minden primdl lehetséges x megolddsra,
)

f
fx

[ ||/\3ﬂ

Bizonyitas
a) Tekintsiik az ismert dudl feltételt:

V(%) + Z W V gi(X) + Z 5, Vhi(R) =

Azonnal lathaté, hogy a baloldal ekvivalens az L, (x) fiiggvény gradiensével az x = X helyen.
b) L.(x) = f(x) + Z w;g;(x) + Z v;hi(x) £ f(x), az L,(x) kifejezés elsd szummds tagja

< 0, ami a dudl feltetel uZ >0 reszebol és a primal feltétel g;(x) < 0 részébol kovetkezik, a
masodik szummas tagja pedig zérus, ami a primaél feltétel h;(x) = 0 részébdl kovetkezik, igy
igaz az &llités.

c) LX) = f(X) + Zuzgz( ) + sz hi(X) = f(X), az 4;0;(X) = 0 komplementaritasi
feltételbol azonnal adodlk az allitas. Q e.d.

7.2. Elégséges feltételek
7.2.1. Tételek az optimalitas elégséges feltételeire

TETEL (gyenge elégséges feltétel)
Legyen X C R"™ nemiires nyilt halmaz, f,g1,92,...,9m,h1,ha, ..., hx : R® — R kétszer
differencidlhato fiiggvények. Tekintsiik az

f(x) — min!
gi(x) S0 1,2,..
hi(x) =0 1,2,...,k
xec X

matematikai programozési feladatot. Jelolje S a feltételi halmazt. Legyen X € S az optima-
lizaldsi feladat regularis KKT pontja és legyenek @, v vektorok a dudl és a komplementaritasi
feltételt kielégitd Lagrange szorzék. Jelolje V2L, (x) az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse
matrixdt, amely a kovetkezo:

VQLQ(X) )+ Z TAve g:(x) + Z UZVQh

Ha V?*L,(X) pozitiv definit, azaz d* V*L,(X)d > 0 minden d € R" (d # 0) vektorra, akkor
az X € S KKT pont szigori lokdlis minimumpontja az optimalizalési feladatnak.

Bizonyités
A lemma a) &llitasa szerint VL,(X) = 0. Ez az L,(x) fiiggvény minimumanak sziik-
séges feltétele. A feltétel nélkiili optimalizdldsndl megismert elégséges tétel értelmében, ha
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VL, (X) = 0 és V?L,(X) pozitiv definit, akkor az X pont az L, aktualizdlt Lagrange fiigg-
vénynek szigori lokdlis minimumpontja, azaz

L,(X) < Ly(x) minden x € SN K. (X) esetén.

Most felhasznalva az L,(x) fiiggvény és az f(x) fliggvény kapcsolatét kifejez6 lemma c) majd
b) allitasait, irhatjuk, hogy

f(X) = Lo(X) < Lo(x) < f(x) minden x € SN K. (X) esetén,

ez pedig azt jelenti, hogy az X € S szigoru lokdlis minimumpontja az f(x) fiiggvénynek.
Q.e.d.

Meg kell jegyezni, hogy ez az elégséges tétel csak ritka esetekben ad informaciét, mert a
V?L,(X) pozitiv definitsége azt koveteli meg, hogy az X KKT pontbdl kiindulé dsszes d # 0
irany esetén legyen d”V*L,(X)d > 0. Holott elegendd lenne csak bizonyos d irdnyokra
eloirni az aktualizalt Lagrange fiiggvény pozitiv definitségét, hiszen feltételes optimalizélasi
feladatrdl van sz6. A kovetkezd elégséges tétel mar sokkal jobban hasznélhato.

TETEL (erds elégséges feltétel)
Legyen X C R" nemiires nyilt halmaz, f,g1,92,...,9m,h1,ha,..., hx : R" — R kétszer
differencidlhato fiiggvények. Tekintsiik az

g(x)S0 i=1,2,....m
hi(x)=0 i=1,2,...,k
xe X

matematikai programozési feladatot. Jelolje S a feltételi halmazt. Legyen X vektor az opti-
malizdlasi feladat regularis KK'T pontja és legyenek @1, v vektorok a dudl és a komplementa-
ritdsi feltételt kielégit6 Lagrange szorzok. Legyen V2L, (X) az aktualizdlt Lagrange fiiggvény
Hesse métrixa az x = X pontban. A szokdsos I = {i: g;(X) = 0} indexhalmaz legyen fel-
osztva az [T ={i € I :u; >0} é¢s az I = {i € [ : 4; = 0} indexhalmazokra. Definidljuk az
alabbi K kipot

K={d#0:VgXd=0,icl", Vg(X)d<0,icl’ VhXEdA=0,i=1,....k}.

Ha d"V?L,(X)d > 0 minden d € K irdnyra, akkor az X KKT pont szigori lokélis mini-
mumpontja az optimalizalédsi feladatnak.

Megjegyzés:

Ha csak a d € K irdnyokra frjuk elé, hogy d” V*L,(X)d > 0, akkor azt mondjuk, hogy
az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa (V?L,(X)) feltételesen pozitfv definit. A
definitséghez hasonlé médon definidlhaté a feltételes negativ definitség, a feltételes szemide-
finitség és a feltételes indefinitség is.

Ahhoz, hogy eldonthessiik egy X KKT pontrdl, hogy az szigori lokélis minimumpont
vagy sem, kipon valé pozitiv definitséget kell vizsgdlnunk. Sajnos erre nem &llnak rendel-
kezésiinkre tesztek. A madtrixok definitségével foglalkozé tananyagban ismertetett tesztek
ugyanis nem kupra, hanem altérre vonatkoznak, ezért gyengitjiik az optimalitds fenti erts
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elégséges feltételét gy, hogy az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixdnak pozitiv de-
finitségét kip helyett egy altérre vonatkoztatjuk, igy mér a teszteket lehet alkalmazni, igaz
az alkalmazasi koriiket ezzel egy kicsit lesziikitettiik.

TETEL (haszndlhaté elégséges feltétel)
Legyen X C R"™ nemiires nyilt halmaz, f,g1,92,...,9m,h1,ha, ..., hx : R" — R kétszer
differencidlhato fiiggvények. Tekintsiik az

f(x) — min!

g(x)S0 i=1,2,....m
hi(x)=0 i=1,2.. .k
x e X

matematikai programozési feladatot. Jelolje S a feltételi halmazt. Legyen X vektor az opti-
malizdlasi feladat regularis KKT pontja és legyenek @1, v vektorok a dudl és a komplementa-
ritdsi feltételt kielégit6 Lagrange szorzok. Legyen V2L, (X) az aktualizdlt Lagrange fiiggvény
Hesse métrixa az x = X pontban. A szokdsos I = {i: g;(X) = 0} indexhalmaz legyen fel-
osztva az [T ={i € I : 4; > 0} é¢s az I’ = {i € [ : 4; = 0} indexhalmazokra. Definidljuk az
aldbbi A alteret

A={d#0:Vgx)d=0icl", VihX)d=0i=1,...,k}.

Ha d”V?L,(X)d > 0 minden d € A irdnyra, akkor az X KKT pont szigort lokélis minimum-
pontja az optimalizdldsi feladatnak.

Bizonyitéas

A K feltételi halmazbdl elhagytuk a Vg;(X)d < 0, i € I° megkotéseket, ezéltal a K
halmaznal bévebb A halmazon irtuk el a pozitiv definitséget. Ha ezen az A bévebb halma-
zon a feltételes pozitiv definitség fenndll, akkor az eredeti K sziikebb halmazon is fennall.
Nyilvanvalé természetesen, hogy az utébbi elégséges tétel allitdsa gyengébb, mint az el6zo,
viszont ez utébbi tétel allitdsdnak eldontésére rendelkezésiinkre dllnak tesztek.

Megjegyzés:

Ha az aktiv feltételekhez tartozé osszes u; > 0, akkor az erds tétel érvényes, hiszen K = A
és ekkor biztosan eldonthetd az optimalitds. Ha viszont van olyan aktiv feltételiink, amelyhez
tartozé Lagrange szorzé zérus és a hasznélhaté elégséges feltétel szerint a V2L, (X) matrix
nem feltételesen pozitiv definit, akkor ez még nem jogosit fel benniinket arra, hogy elvessiik
az adott pont optimalitasat. Ebben az esetben egyéb vizsgdlatok kellenek az optimalitds
eldontéséhez.

Most azt mutatjuk meg, hogyan haszndlhatjuk a teszteket az optimalitds elégséges felté-
tele teljesiilésének eldontésére. Mint tudjuk egy A métrix akkor feltételesen pozitiv definit
egy B matrixra nézve, ha d Ad > 0 minden d # 0, Bd = 0 vektor esetén. Azt is tudjuk,
hogy a feltételes pozitiv definitséget egy C szegélyezett métrix segitségével lehet eldonteni.
A haszndlhaté elégséges feltétel az L,(X) matrix pozitiv definitségét irja elé minden olyan
d # 0 vektorra, amely merdleges a Vg;(X), i € IT és a Vhi(X), i = 1,...,k linedrisan
fiiggetlen vektorokra. Tehat az optimalizalasi feladat esetében az A matrix az L,(X) métrix,
azaz az aktualizélt Lagrange fiiggvény X pontbeli Hesse métrixa. A B matrix pedig olyan,
amelynek sorvektorai az aktiv egyenlotlenséges feltételi fiiggvények X pontbeli gradiensei és
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az egyenloséges feltételi fiiggvények X pontbeli gradiensei. Csak azoknak az aktiv egyen-
16tlenséges feltételi fiiggvényeknek a gradienseit kell szerepeltetni, amelyeknél a Lagrange
szorz6 pozitiv. A B matrix teljes sorrangu, mivel a gradiens vektorok linedrisan fiiggetlenek,
hisz X reguldris KKT pont. Az A matrix n X n-es, a B matrix oszlopmérete n, sorméretét
pedig az aktiv egyenl&tlenséges feltételi fiiggvények (u; > 0) és az egyenldséges feltételi fiigg-
vények darabszdma adja, jeloljiik ezt a tovdbbiakban s-el. A C matrix felépitésének sémdja
az alabbi:

A = VLX)
B — Vgi()_c), i€I+,<Ui>O)
N Vhi(x), i=1,...,k
A BT
o= 5%

7. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

7y

H
i +425 <08

Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:
flay,x9) = aias
g(wy,29) = 23 +425—-850
X = R

1. lépés:
Legel6szor a KKT pontokat hatdrozzuk meg. A példa fiiggvényei differencidlhaték. A
sziikséges gradiens vektorok és a gradiens vektorokra vonatkozé linedris kombindcio:

2,.3
3r1Ty 211

Vf:{f&xi”x%}’ Vg:[&cg]’

3zixd 2r1 |
{33:?36% tu 814 =0

A KKT pont meghatdrozdsahoz sziikséges KKT optimalitasi feltételek az aldbbiak szerint
frhatok, vagyis az aldbbi rendszert kell megoldani:

3xiwy + 2ur
323y + 8uwy =
u(z? + 423 — 8)
r] + 425 — 8

u

|
o o o o o

IAVARIVAN

Az u-ra vonatkozoé egyenldtlenségnek megfeleléen a megolddst két részre bontjuk, egyik eset
az u > 0, masik eset az u = 0. Nézziik az egyes eseteket.
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i) u > 0 eset

A 3. egyenletbdl, vagyis a komplementaritési feltételbdl kovetkezik, hogy a 4. egyenl6t-
lenség egyenloség lesz, azaz a feltétel aktiv lesz. Ekkor az 1., 2., és a 4. sorban szerepl6
most mar egyenletbdl az alabbi egyenletrendszert kell megoldani az z1, x, u mennyiségek

meghatarozasahoz
3v3a5 +2ur; = 0
32305 + 8uwy, = 0
i +4da5 -8 = 0

Az egyenletrendszernek 8 megolddsa van ebbdl négy olyan megoldds, amelyekben u # 0,
ezek a kovetkezok

EIEARE
2 | —-11] 3
-2 1 3
2 1 |-3
-2 —-11]-3
Ezekbdl a megolddsokbdl csak az elsé ketté KKT pont, mivel ezeknél pozitiv a Lagrange
Szorz0.

i) u =0 eset
Az 1., 2. sorban szerepld egyenletekbdl egyszeriien adddik az

[L’1:0, $2:0

megoldéds. A 4. sorbeli egyenlétlenség is fennall, igy az x = (0,0) pont KKT pont a v = 0
Lagrange szorzéval. Egyébként minden olyan megoldds is széba jon, amelyekben valamelyik
x valtozé zérus a masik pedig nem zérus. Ezek koziil is természetesen csak azok, amelyekre

a 4. sorbeli egyenl6tlenség is fennéll.

Osszefoglalva, sok KKT pont adédott, amelyek a Lagrange szorzéikkal az alabbiak:
1. KKT pont: 7, =2, o= —1, u =3, a feltétel aktiv.
2. KKT pont: 71 = -2, Ts =1, u =3, a feltétel aktiv.
3. KKT pont: 71 =0, Z =0, u=0, a feltétel inaktiv.
a tobbi KKT pont:
T =0, —v2
fl_ﬁg == 0, —2\/5

u = 0.

V2,
2v2, u=0.

T
T1

A A
A A

2. lépés:

Most el kell donteni, hogy a kapott KKT pontok optimédlis megolddsai-e a feltételes
optimalizéldsi feladatnak. Ehhez képezniink kell az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse
matrixdt. Ehhez a sziikségesek az f és az aktiv g fiiggvény Hesse métrixa:

3 2.2

9z3z2 6231,
Az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa:

6z175 9rir’ } - [ 2 0 }

92222 6231, 0 8

V2La(l‘1, £L’2> = |:
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Az 1. KKT pont (z; =2, Zy=—1, u=3) vizsgélata:
Az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa az X = (2, —1) pontban:

or [ —12 36 2.0 _| -6 36
VLa(x17$2)_|: 36 —48]+3{0 8]_{36 —24]'

Errél a matrixrdl kell eldonteni, hogy feltételesen pozitiv definit vagy sem. Ehhez képezziik
a C szegélyezett matrixot. Mivel u > 0, vagyis a feltétel aktiv, igy az aktualizdlt Lagrange
fiiggvény Hesse métrixat a Vg(X) = (4, —8) vektorral szegélyezziik, a C métrix tehat

-6 36 4
C=| 36 —-24 -8
4 -8 0

Az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixdnak feltételes pozitiv definitségét az inercia-
teszt segitségével végezziik el. A szdmitds sordn keletkez6 Schur-komplemensek:

-6 36 4
o ] (e )
4 -8 0 3

Az elsé pivotelem —6 < 0, az inercia Iner = (1,0, 0); kovetkez6 pivotelem 192 > 0, az inercia
Iner = (0,0,1); a végsd blokk egy elemii, értéke ‘51 > 0, az inercia Iner = (0,0,1). A ka-
pott inercidkat dsszeadva, kapjuk, hogy Iner(C) = (1,0, 2), tehdt a szegélyezett aktualizélt
Lagrange fiiggvény Hesse métrixdnak a méreteknek megfelel6 szamu pozitiv ill. negativ sa-
jatértéke van, azaz n = 2 darab pozitiv sajatértéke, s = 1 darab negativ sajatértéke és nincs
zérus sajatértéke. Az inerciateszt alapjdn az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa
feltételesen pozitiv definit, ami az erds elégségességi tétel alapjan azt jelenti, hogy a kapott
T1 =2, Iy = —1 megoldés szigori lokdlis minimumpont.

A 2. KKT pont (z; = =2, T =1, u=3) vizsgilata:
Az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa az X = (—2, 1) pontban:

o [ -12 36 2 0| _| -6 36
VLa(x17$2)_|: 36 —48]+3{0 8]_{36 —24]'

A C szegélyezett matrix eldallitdsahoz az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métrixat a
Vg(X) = (—4,8) vektorral szegélyezziik, a C métrix tehat

-6 36 —4
C=| 36 -24 8
—4 8 0

Az el6zbdekhez hasonléan megallapithatjuk, hogy Iner(C) = (1,0,2), tehdt az inerciateszt
alapjan az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa feltételesen pozitiv definit, ami az
erOs elégségességi tétel alapjan azt jelenti, hogy a kapott 71 = —2, ¥y = 1 megoldds szigori
lokélis minimumpont.

A 3. KKT pont (z; =0, zy=0, u=0) vizsgalata:
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Mivel az X = (0, 0) pontban a feltétel inaktiv, igy az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse
matrixa nem més mint a célfiiggvény Hesse matrixa, amely az X = (0,0) pontban az aldbbi

o 0 0
VzLa<=T1,l’2) - |: 00 :| .
Mivel ez a métrix nem pozitiv definit, igy az X = (0,0) pontrdl a rendelkezésiinkre 116
tételek alapjdn nem tudjuk eldonteni az optimalitast. Ehhez tekintsiik az x = (0,0) KKT

pont kornyezetében az
X = (/\dl, )\dg)

vektort, ahol A > 0 skaldr, d = (d;,ds) € R?,d # 0. Tovabb4 a d olyan vektor, amelynél a
primél feltétel tejesiil, azaz (Ad;)?+(Ad2)? < 8. Az x vektort behelyettesitve a célfiiggvénybe
megkapjuk a KKT pont kirnyezetében 1év6 pontokban a célfiiggvény értékét, amely rendezés
utdn az aldbbi

flzy,z9) = Nd3d5.

A KKT pontban a fiiggvény értéke f(0,0) = 0, a kornyezetében pedig a fenti képletbdl és
a feltételbdl lathat6, hogy felvehet akdr pozitiv, akdr negativ értékeket is, igy az X = (0,0)
KKT pont nem lehet minimumpont. Maximumpont sem lehet a fentiek miatt.

Javasoljuk az olvasénak, hogy a tobbi KKT pontrdl is déntse el, hogy se nem minimum-
pont se nem maximumpont.

7.2.2. Amikor a sziikséges feltétel elégséges is

Az aldbbiakban azt a feltételes optimalizdlasi feladatot mutatjuk be, amelynél nem kell
semmiféle elégséges tétel ahhoz, hogy a KKT pont minimumpont legyen, azaz a sziikséges
feltétel egyben elégséges is. A feltétel nélkiili optimalizélasbol tudjuk, ha a minimalizdlandé
fiiggvény konvex, akkor a V f(X) = 0 sziikséges feltétel elégséges is. Ismert tény, hogy a
konvex fiiggvényekre igaz az aldbbi egyenlétlenség

f(x)— f(X) 2 Vf(X)(x —X) minden x-re,
ebbdl a V f(X) = 0 sziikséges feltétel miatt
f(x) 2 f(X) minden x-re,

ez pedig azt jelenti, hogy X minimumpont, s6t az dsszefiiggésbdl az is ldthatd, hogy X globalis
minimumpont.

Most térjiink vissza a feltételes optimalizaldshoz, amelynél ismert tény, hogy V L,(X) = 0.
Ha az L,(x) fiiggvény konvex az S konvex halmazon, akkor az X pont az L, aktualizélt
Lagrange fiiggvénynek globdlis minimumpontja, azaz

L,(X) £ L,(x) minden x € S.

Most felhasznalva az L,(x) < f(x) minden x € S és az L,(X) = f(X) ismert Osszefiiggéseket,
kapjuk, hogy
f(X) = Ly(X) £ Ly(x) £ f(x) minden x € S,

ez pedig azt jelenti, hogy az X globélis minimumpontja az f(x) fiiggvénynek az S feltételi
halmazon.
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Az elézbek alapjan, ha az S feltételi halmaz konvex és az aktualizélt Lagrange fiiggvény
is konvex, akkor ennek a feladatnak a KKT pontja garantiltan minimumpont. A kovetkez6
tétel adja meg a vdlaszt arra, hogy milyen optimalizélasi feladat esetén lehet ezt a garanciat
biztositani.

TETEL
Legyen X C R" nemiires nyilt konvex halmaz, az f, g1, 92,...,9m : R®" — R fiiggvények
konvexek, a hy, ha, ..., hy : R — R fiiggvények linedrisak. Tekintsiik az

f(x) — min!

g(x)S0 i=1,2,....m
hi(x)=0 i=1,2,...,k
xecX

matematikai programozasi feladatot. Legyen X az optimalizélési feladat KKT pontja. Ekkor
az X pont globdlis minimumpontja a fenti feladatnak.

Bizonyitas

a) El6szor belatjuk, hogy az S feltételi halmaz konvex. Mivel g1, ¢a, ..., g fliggvények
konvexek, ezért az alsé nivohalmazuk konvex halmaz, azaz az egyenl6tlenséges feltételek
(9:(x) = 0) mindegyike konvex halmazt definidl. A hq, hs, ..., hy fiiggvények linedrisak, igy
az egyenldséges feltételek (h;(x) = 0) mindegyike egy hipersikot definidl, amir6l tudjuk,
hogy konvex halmaz. Az X halmaz is konvex. Tehéat az S feltételi halmaz konvex halmazok
metszete. Ismert tétel alapjan a konvex halmazok metszete konvex, igy S valéban konvex
halmaz.

b) Most pedig azt latjuk be, hogy az aktualizélt Lagrange fiiggvény konvex fiiggvény,
ehhez idézziik az aktualizalt Lagrange fiiggvényt

Az els6 két tagban az f, g1, g2, - . . , gm fiiggvények nemnegativ linedris kombindciéja szerepel,
azt pedig tudjuk, hogy konvex fiiggvények nemnegativ kombindcidja is konvex. A harmadik
tagban linedris fiiggvények tetszoleges kombindcidja szerepel, ami linedris fiiggvényt ered-
ményez. Egy konvex és egy linedris fiiggvény osszege konvex fiiggvény, igy az aktualizalt
Lagrange fiiggvény konvex fiiggvény. Ekkor pedig a sziikséges feltétel egyben elégséges is.
Q.e.d.

8. Lagrange fiiggvény hasznilata a példamegoldasban

A fenti példdkat megoldva jartassdgot szereztiink a feltételes optimalizdldsi feladat megol-
dédsdban. Lattuk azt is, hogy a Lagrange fiiggvény milyen fontos szerepet jatszik a megoldés
soran. Az aldbbiakban bemutatjuk a megolddsnak egy sablonos formédjat. Tekintsiik az
alabbi feltételes optimalizalasi feladatot:
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Irjuk fel a feladat Lagrange fiiggvényét, ahol a Lagrange szorzok az u, v vektorok elemei:

k

L(x,u,v) = f(x)+ Zuzgl(x) + Zvihi(x).

i=1
Tekintsiik a Lagrange fiiggvénynek az osszes valtozdja szerinti gradiensét:

ViL(x,u,v)
VL(x,u,v)=| V,L(x,u,v) |,
V.L(x,u,v)

ahol V4, V,,V, a Lagrange fiiggvény megfelelé véltozék szerinti elsérendi parcidlis de-
rivéltjait (gradienst) jelentik. Konnyen ellenérizhetjiik, hogy V,L(x,u,v) vektor i-edik
komponense a g;(x) feltételi fiiggvény, a VL(x,u,v) vektor i-edik komponense pedig a
hi(x) feltételi fiiggvény. A V,L(x,u, V), azaz a Lagrange fiiggvény x szerinti gradiense a
dudl feltétel baloldaldt adja. Tehdt a KKT pont meghatdrozdsahoz sziikséges rendszer egy
részét a Lagrange fiiggvény gradiensének a segitségével is felirhatjuk, ehhez még a komp-
lementaritdsi és a Lagrange szorzokra eldéirt nemnegativitdst kell hozzdvenni, azaz a KKT
pont meghatdrozasahoz sziikséges rendszer:

ViL(x,u,v) = 0
Vul(x,u,v) < 0
V.L(x,u,v) = 0
u[V,L(x,u,v)] = 0
u =0

A C matrix eléallitasat is egyszeriien végezhetjiik a Lagrange fiiggvény segitségével. Képez-
zitkk a Lagrange fiiggvénynek az 6sszes valtozdja szerinti Hesse matrixat:

Vi L V2L V2L
V2L(x,u,v)= | V3L 0 0 :
V2L 0 0

ahol ViqL a Lagrange fliggvény megfelel6 valtozdk szerinti masodrendii parcidlis derivéltjait
(Hesse métrix) jelentik. Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a V2 L, ill. a V2 L blokkokban
rendre a Vg, ill. Vh; vektorok vannak. A V2 L, ill. a V2, L blokkok oszlopvektorai, mig a
V2 L,ill. a VZ_L blokkok sorvektorai a gradiens vektorok. Arrél is kénnyen meggy6zédhe-
tiink, hogy az aktualizalt Lagrange fiiggvényt kapjuk, ha a V2L blokkba behelyettesitjiik a
KKT ponthoz tartozé Lagrange szorzékat. Tehdt, ha a fenti V2L matrixba behelyettesitjiik a
KKT pontot és a hozza tartozé Lagrange szorzékat, akkor a feltételes definitség eldontéséhez
sziitkséges szegélyezett C matrix bovitett valtozatat kapjuk meg. Ebbdl a matrixbdl eset-
leg el kell hagyni bizonyos oszlopokat és sorokat, ennek indokldsat az alabbi megjegyzésben
tessziik meg.

Megjegyzés:

Nagyon fontos megjegyezni, hogy ezzel az egyszeriisitett, sablonizélt eljardssal évatosan
kell eljarni, ha u; = 0. A C matrixban szerepld aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métri-
xdnak részével (V2. L) nincs probléma, a szegélyekkel viszont van. A szegélyek ugyanis az
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osszes feltételi fiiggvény gradiensét tartalmazzak. Az elégséges feltétel téargyaldsdandl meg-
ismertiik, hogy csak az olyan aktiv feltételek gradiensét kell tekinteni, amelyeknél u; > O.
Tehét a C métrixot nem egyszer{i behelyettesitéssel nyerjitk a V2L métrixbol, hanem azo-
kat az oszlopokat és sorokat torolni kell, amelyek inaktiv feltételekhez tartoznak, ill. aktiv
feltételhez tartoznak ugyan, de #; = 0 Lagrange szorzéval.

8. Példa
A fentiek bemutatasdra oldjuk meg a 7. példa feladatat, amely az aldbbi:
f(z1,75) = 2323 — min!
g(x1,29) = 22 +425 -850
X =R

1. lépés:
A feladat Lagrange fiiggvénye:

L(z1, w9,u) = 2325 + u(x] + 425 — 8).

Meghatédrozzuk a Lagrange fiiggvény gradiensét és Hesse matrixat (az 6sszes valtozo szerint
derivdlva), amelyek a kovetkezok:

2ury + 3xiTs 2u + 6173 9323 211
VL(x1,29,u) = | 8uxg + 32322 |, V2L(xy,29,u) = 92222 8u + 6131y 8T
r? 4+ 422 — 8 211 85 0

2. lépés:

KKT feltéételek felirdsa és a KKT pont meghatarozasa:

A VL vektorban az x; szerinti derivaltak zérusok, ezek a dudl feltételek, az u szerinti
derivalt a prim4l feltétel, amely < 0, igy a V L vektorbdl konnyen felirhaté a KKT pont meg-
hatarozasdhoz sziikséges rendszer. Fzeket még a komplementaritasi feltétellel és a Lagrange
szorzé nemnegativitdsi feltételével kell kiegésziteni. Tehat a megoldandé rendszer:

3riwy + 2ur 0
3v325 + 8ury, = 0
i +425 -8 <0
u(z} +425-8) = 0
u = 0

Lathatjuk, hogy az elézdekben szereplé KKT feltételeket kaptuk.

3. lépés:

A KKT pont optimalitdsdanak vizsgalata:

Miutdan meghataroztuk a KK'T pontot a hozzd tartozé Lagrange szorzéval egyiitt, johet
az elégségességi vizsgdlat. Ehhez képezni kell a Lagrange fiiggvény Hesse matrixét (az dsszes
valtozoé szerint derivalva), amelyet az 1. 1épésben meghatdroztunk. A C matrix eléallitasahoz
be kell helyettesiteni a KKT pontot és a Lagrange szorzét. Mivel a feltétel aktiv, nem
kell sorokat, oszlopokat tordlni. Ezutdn eldontjiik a C métrix segitségével valamilyen teszt
alkalmazdsdval, hogy a KKT pont optimaélis vagy sem.
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Az x = (2,—1) KKT pont és az u = 3 Lagrange szorzé esetén a C métrix:

—6 36 4
C = V2L(z17y,u) = | 36 —24 -8
4 -8 0

Léthatjuk, hogy az el6z6 (7.) példdban szerepld C matrixot kaptuk.

Feladat:
A tobbi KKT pont esetében is végezze el az elégségességi vizsgalatot ezzel a sablonizélt
modszerrel!

9. Regularitasi feltételek

A Fritz-John sziikséges feltételnél a célfiiggvény gradiensének is volt egyiitthatdja, ug volt a
jele. A Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltételnél a célfiiggvény gradiensének egyiitthatéja
1 volt. A wug egyiitthaté pozitivitdsat mint lattuk az biztositotta, hogy az aktiv egyenldtlen-
séges és az egyenldséges feltételi fiiggvények gradiensei az X pontban linedrisan fiiggetlenek
voltak. Felmeriil a kérdés, hogy milyen maés eloirds biztositja az ug egyiitthaté pozitivita-
sat. Ez a kérdés azért is fontos, mert a linedris fiiggetlenségi feltételt csak a KKT pont
ismeretében tudjuk ellendrizni. Van-e olyan feltétel, amely alapjan a KKT pont ismerete
nélkiil is el tudjuk dénteni, hogy hasznalhatjuk-e a KKT feltételeket az optimalitds sziikséges
feltételeként. A szakirodalomban szdmos regularitdsi feltétel ismeretes, mi hdrom regulari-
tasi feltételt ismertetiink, egyik a linearitdsi regularitési feltétel, a masik pedig a Slater-féle
regularitdsi feltétel, mig a harmadik a linedris fiiggetlenséget és a Slater-féle regularitédst
egybekapcsolo feltétel. Leginkdbb az elsé kettot haszndljék a gyakorlatban. Ezeket az elo-
irdsokat regularitési feltételeknek nevezziik.

9.1. Linearitasi regularitasi feltétel

TETEL (linearitasi regularitssi feltétel)
Legyen az dltaldnos alaki optimalizalédsi feladatban az osszes feltételi fiiggvény linedris
fiiggvény. Tekintsiik tehdt a
f(x) — min!
Ax<b
Bx=c
xe X

matematikai programozdsi feladatot, ahol A € R™" B € R¥*" b € R™, c € R*.
Ekkor a sziikséges feltételnél a célfiiggvény gradiensének ug egyiitthatéja pozitiv, azaz az
ilyen feladatokndl a sziikséges feltétel a KKT feltétel.

Bizonyitas

Altalsénosan azt mondtuk, hogy egyenlétlenséges feltételnél a d akkor lehetséges irdny
az X pontban, ha Vg;(X)d < 0. Linedris feltételeknél Vg;(X)d = 0 is lehetséges irdnyt ad.
Konnyen meggy6zddhetiink, hogy linedris feltételnél a Vg;(X) vektorok az A métrix i-edik
sorvektoraval, a Vh;(X) vektorok pedig a B matrix i-edik sorvektoraval azonosak. Legyen az
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aktiv egyenlotlenséges feltételekhez tartozé egyiitthatématrix A, az inaktiv egyenlotlenséges
feltételekhez tartozo egyiitthatéomatrix pedig A,. Hasonléan particiondljuk a b vektort by, b
vektorokra. fgy az Ax < b feltétel két részre bonthatd, nevezetesen A;X = by, AyX < bs.
Ekkor A;d £ 0 esetén a d lehetséges irdny, ugyanis A1 (X+Ad) = A1X+AA1d = b;+AA1d =
by, akkor igaz minden A > 0 esetén, ha A;d < 0. A Bd = 0 esetén a d szintén lehetséges
irdny, ugyanis B(Xx + Ad) = Bx + ABd = ¢ + ABd = c, akkor igaz minden A > 0 esetén,
ha Bd = 0. Mivel AsX < by, igy ez nem ad szigoritdst a d irdnyvektorra. Tehdt az x
optimalitdsdnak geometriai sziikséges feltétele linedris feltételek esetén az, hogy a

Ad £ 0
Bd = 0
Vixd < 0

rendszernek ne legyen megolddsa. Ekkor pedig a Farkas tétel 4. verzidja szerint, vannak
olyan u = 0 és v € R” vektorok, hogy

ATu+B'v = -V f(x).

Ezt zérusra rendezve olyan Osszefiiggés adédik, amelyben a célfiiggvény gradiense 1, tehat
linedris feltételek esetén sziikséges feltételként mindig haszndlhaté a KKT feltétel.

Most a Slater regularitési feltételt tdargyaljuk. Elészor az dltaldnositott Slater regularitasi
feltételt ismertetjiik, ez a regularitdsi feltétel egyenlotlenséges és egyenloséges feltételekkel
rendelkez6 optimalizalési feladatokra vonatkozik. Ezutén a gyakorlatban stiriibben alkalma-
zott egyenlotlenséges valtozatot is bemutatjuk.

9.2. Slater-féle regularitasi feltétel

TETEL (4ltaldnositott Slater-féle regularitasi feltétel)

Legyen X C R" nemiires nyilt konvex halmaz, a ¢1,¢92,...,9m : R" — R fiiggvé-
nyek konvexek, a hi,ho,... hy : R" — R fiiggvények affin fiiggvények, azaz a h(x) =
(hi,ha, ..., hy) = Ax—b. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd altaldnositott Slater-féle regularitasi
feltétel fenndll, azaz létezik olyan z € X pont, hogy ¢;(z) < 0 minden ¢ = 1,2, ..., m indexre
és hi(z) = 0mindeni = 1,2, ..., k indexre, tovibba 0 € h(X), ahol h(X) = {h(x) : x € X}.
Tekintsiik az

g(x)S0 i=1,2,....m
hi(x)=0 i=1,2,... .k
xe X

matematikai programozdsi feladatot. Ekkor a sziikséges feltételnél a célfiiggvény gradiensé-
nek ug egyiitthatdja pozitiv, azaz az ilyen feladatoknadl a sziikséges feltétel a KKT feltétel.

Bizonyitas
A Fritz John tétel szerint az X € S optimalitdsa esetén léteznek olyan ug, u;, 1 = 1,...,m;
v, 1 =1,..., k szdmok, amelyek nem mindegyike zérus, gy, hogy
m k
wV IR + Y uVg(R) + > 0, Vh(R) = 0
i=1 i=1
wgi(X) = 0, i=1,...,m
Up, Uj 2 Oa =1, , M
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Tegyiik fel, hogy uo = 0, ekkor

ZUZng + Zth

Szorozzuk a fenti egyenletet az (x — X) vektorral, ahol x € X ekkor
m k
Z w; Vgi(X)(x —X) + Z v; Vh;(X)(x —X) =0, minden x € X esetén.
= i=1
Most hasznéljuk fel a g; fiiggvények konvexitdasdt, miszerint
gi(x) — gi(X) 2 Vg;(X)(x —X), minden x € X esetén,
és a h; fiiggvények linearitdsat, miszerint
hi(x) — hiy(X) = Vhi(X)(x —X), minden x € X esetén.

Felhasznalva ezeket és hogy ¢;(X) = 0 az aktiv feltételeknél, az inaktivaknal pedig u; = 0,
valamint h;(X) = 0 kapjuk, hogy minden x € X esetén

0 = iungi( (x — X) Zth —X) <
i=1

m m k
Z u; [9:(%) — gi(X)] + Z v; [hi(x) — hi(X)] = Z u;9i(X) + Z vihi(x)

A

azZaz

iuigl +sz /(x) 2 0, minden x € X.

Mivel ez minden x € X vektorra fenndll, igy arra a z € X vektorra is, amelyre g;(z) < 0 és

hi(z) = 0, azaz
m k
Zuigi(z) + Z v;hi(z) 20
i=1 i=1

Mivel minden g¢;(z) < 0, h;(z) = 0 és u; = 0, igy a minden x € X vektorra vonatkozo6
fenti egyenl6tlenség baloldala < 0, ezért a fenti egyenldtlenség csak akkor éllhat fenn, ha
a baloldal zérus, ez pedig csak akkor lehet, ha minden u; = 0. Igy a fenti egyenlétlenség
egyenloségre redukdlédott és csak a h; fiiggvények szerepelnek benne, azaz

Zvihi(x) = 0, minden x € X.

Hasznaljuk fel a Slater regularitds azon részét, hogy 0 € h(X), ahol h(X) = {h(x) : x € X}.
A h; linedris fiiggvények az X halmazt a h(X) vektorok halmazédba képezik le, mivel X nyilt
konvex halmaz, igy h(X) szintén nyilt konvex halmaz, a regularitasi feltétel szerint a h(X)
halmaz tartalmazza az origét, igy az origé tetszoleges kornyezete is eleme a h(X)-nek, ebbol
pedig kovetkezik, hogy a h vektor biztosan megvalaszthaté tgy, hogy a v; Lagrange szorzok



9. REGULARITASI FELTETELEK 36

altal alkotott v = (v, va, ..., v;) vektor irdnydba mutasson, azaz h = Av, ahol A\ > 0. Ekkor

pedig
k

k
0= Zvihi(x) = )\Zv?.
i=1 i=1
Ez pedig csak akkor dllhat fenn, ha a v vektor zérus. Eljutottunk tehdt oda, hogy ug = 0
esetén az Osszes Lagrange szorzé zérus, ami ellentmondds. Tehdt ug nem lehet zérus, csak
pozitiv, ekkor pedig valaszthaté 1-re is, igy a KKT feltételt kapjuk. Q.e.d.

TETEL (Slater-féle regularitasi feltétel)

Legyen X C R™ nemiires nyilt konvex halmaz, a ¢g1,92,...,9n : R® — R fiiggvények
konvexek. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd Slater-féle regularitési feltétel fenndll, azaz létezik
olyan z € X pont, hogy ¢;(z) < 0 minden ¢ = 1,2,...,m indexre. Tekintsiik az

f(x) — min!
g(x)S0 i=1,2,....m
xe X

egyenl6tlenséges matematikai programozasi feladatot. Ekkor a sziikséges feltételnél a célfiigg-
vény gradiensének ug egyiitthatéja pozitiv, azaz az ilyen feladatokndl a sziikséges feltétel a
KKT feltétel.

Bizonyitas

A bizonyitds hasonld, de sokkal egyszeriibb az el6z6 tétel bizonyitdsdndl, mivel itt nin-
csenek egyenldséges feltételek. A bizonyitdst az olvaséra bizzuk.

Q.e.d.

9.3. Linedris fiiggetlenségi és Slater-féle regularitasi feltétel

TETEL (linedris fiiggetlenségi és Slater-féle regularitssi feltétel)

Legyen X C R" nemiires nyilt halmaz, g1, go, - - ., gm; b1, ho, ..., by : R" — R fiiggvények.
Legyen X minimumpont és legyen I = {i: ¢;(X) = 0}. Tegyiik fel, hogy az f,g; i € I
fiiggvények differencidlhatok az X pontban, a g; i ¢ I fiiggvények folytonosak az X pontban
és minden h; 1 = 1,2, ...k fiiggvény folytonosan differencidlhaték az X pontban. Tegyiik
fel tovabbd, hogy érvényes az aldabbi regularitasi feltétel: a Vh;(X), i = 1,2,..., k vektorok
linedrisan fiiggetlenek, valamint létezik olyan z € X vektor, hogy Vg;(X)z < 0, i € I és
Vhi(X)z=0, i=1,2,... k. Tekintsiik az

f(x) — min!

g(x)=0 i=1,2....m
hi(x)=0 i=1,2,...,k
x e X

matematikai programozdsi feladatot. Ekkor a sziikséges feltételnél a célfiiggvény gradiensé-
nek ug egyiitthatéja pozitiv, azaz az ilyen feladatokndl a sziikséges feltétel a KKT feltétel.

Bizonyitas
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A Fritz John tétel szerint az X € S optimalitdsa esetén léteznek olyan ug, u;, i = 1,...,m;
v, © =1,...,k szdmok, amelyek nem mindegyike zérus tgy, hogy
uV f(X) + z:uZVgZ + Zv,Vh =0
Ug, U; g OZZI,,m

Tegyiik fel, hogy uo = 0, ekkor

k

=1

Ha minden u; = 0, akkor a Vh;(X) vektorok linedris fiiggetlensége miatt minden v; is zérus,
mivel legaldbb egy Lagrange szorzéonak nem zérusnak kell lennie, ezért legaldbb egy u; > 0.
Most szorozzuk a fenti egyenletet z vektorral, ahol z € X ekkor

k

i ungz-()_c)z + Z Uthi()_()Z =0.
i=1

=1

Most hasznéljuk fel a regularitasi feltételt, a masodik tag Vh;(X)z = 0 miatt zérus, az els6
tag pedig negativ, mivel minden Vg;(X)z < 0 és legaldbb egy u; > 0, igy a fenti egyenlet
nem &llhat fenn, tehdt ug nem lehet zérus, csak pozitiv, ekkor pedig valaszthaté 1-re is, és
ekkor a KKT feltételt kapjuk. Q.e.d.

Osszefoglalva tehdt mindegyik regularitdsi feltétel a feltételi fiiggvényekre 16 ki valami-
lyen eloirdst. Elsonél a gradiensek linedris fiiggetlenségét, masodikndl a linearitdst, mig a
harmadiknal a konvexséget és belsd pont 1étezését kotottik ki.

10. Nem standard optimalizalasi feladatok

Az el6z6 fejezetekben csak olyan feltételes optimalizédlasi feladatokat vizsgédltunk, amelyek-
ben a célfiiggvény minimumét keressiik és az egyenlttlenséges feltételek < formaban voltak
megfogalmazva. Ezt a feladatot nevezhetjiik standard feltételes optimalizdlasi feladat-
nak. A gyakorlatban sokszor eléfordul, amikor a célfiiggvény maximuma&t keressiik vagy
vannak 2 tipusu feltételek is. Azok a feladatok sem ritkdk, amelyekben a déntési valtozok
nemnegativitasit is eléirjuk. Az aldbbiakban a kiilonboz6 feladatokra vonatkozé éllitaso-
kat hdrom részben mondjuk ki: a) Lagrange fiiggvény, b) KKT feltételek, c) elégségességi
feltétel.

10.1. Maximum feladat

A maximum feladatot legegyszeriibben tigy kezelhetjiik, hogy a célfiiggvény (—1)-szeresét
vessziik és gy visszavezetjiik minimum feladatra, amelynek mér minden elméleti vonatkoza-
sdt ismerjiik. A teljesség kedvéért azonban felirjuk a maximum feladat KKT feltételeit, majd
az elégségességi feltételt is. A maximum feladatban az egyenldséges feltételeket = formaban
szokds megadni, mert akkor a Lagrange szorzék nemnegativak lesznek.
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TETEL (maximum feladat)
Tekintsiik az alabbi feltételes optimalizaldsi feladatot

g(x)=20 i=1,2,....m
hi(x)=0 i=1,2,... .k
xe X

a) A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(x,u,v) = f(x)+ Zulgl(x) + Zvihi(x).

b) A feladathoz tartozé KKT feltételek az aldbbiak:

m k
Vf(x)+ Zungi(X) + Zvthi(x) =0
i=1 i=1
wgi(x) = 0, i=12,...,m
w =0, i=12....m
gi(x) =2 0, i=12,....m
hi(x) = 0, i=12,... .k
x € X

c) Legyen X KKT pont az (@,Vv) Lagrange szorzokkal. Legyen I azon aktiv feltételek
indexhalmaza, amelyekhez tartozé u; > 0 és definidljuk az aldbbi alteret:

A={d#0:Vgx)d=0iel", Vi(x)d=0i=1,...,k}.

Ha d”"V?L,(X)d < 0 minden d € A irdnyra, akkor az X KKT pont szigort lokdlis maximum-
pontja az optimalizdldsi feladatnak. Més szavakkal: Ha az aktualizdlt Lagrange fiiggvény
Hesse matrixa feltételesen negativ definit, akkor a KKT pont szigori lokdlis maximumpont.

Bizonyitas
Irjuk 4t a feladatot standard feladatra

—f(x) — min!

—gi(x) =0 1=1,2,...,m
hi(x) =0 1=1,2,...,k
x e X

A standard feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény

LS u,v) = = () + Y uf(=ga(x)) + D vihi(x).

Az eredeti feladat Lagrange fiiggvénye (—1)-szerese a standard feladathoz tartozé Lagrange
fliggvénynek az u? = u; = 0 és v = —v; € R vdlasztdssal. Ebbdl pedig a KKT feltételek
egyszeriien kovetkeznek. Az elégséges feltétel is konnyen beldthato, hiszen tudjuk, hogy egy
feltételesen pozitiv definit métrix (—1)-szerese feltételesen negativ definit. Q.e.d.
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9. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

201n (/x129) — 321 — 1109 — 3 — max!
10

1\

X1+ T2

Megoldas

A logaritmus fiiggvény értelmezési tartomanya miatt ki kell kétni, hogy z1, xo > 0, ami
egy nyilt halmaz, igy a kordbbi jeloléseknek megfeleléen a maximum feladat megszokott
formdja:

flz1,22) = 20In(y/z122) — 21 — X129 — 329
g(x1,29) = x14+22—1020
(z1,75) € X ={(w1,29): 21 > 0,25 >0} CR?

A feladat Lagrange fiiggvénye:
L(z1,x9,u) = 201n (/z122) — 21 — 122 — 323 + u(zy + 29 — 10)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

e R — 11
VL= %—x1—3—|—u : V3L = 1 -2
2

r1 + 29 — 10 1 1 0

A KKT pont meghatédrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

316—0—1—%2+U:O
i—é—xl—fi—i—u:()
T +x9—1020
u(zy + 9 —10) =0
u=0

Ty, 2T9 >0

1. eset: u=20
Az els6 két egyenletbdl a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:

Két megoldds adédik, a megolddsok: 1 = 2,29 =4 és 1y = —15, 29 = —g. Az els6é megoldés
a primdl feltételt, a masodik megoldas pedig a dontési véltozokra eldirt pozitivitdsi feltételt
nem teljesiti.

2. eset: u >0
A megoldandé egyenletrendszer:

;—0—1—1’24"&:0

Dy —34u=0

131+Z)32—10:O
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H&arom megoldds adédik, a megoldédsok az alabbiak:

(i [ e [u]
11771232
2113|872
31 5 5 | 4

Mindhdarom megoldés teljesiti a KKT feltételeket, igy a feladatnak harom KKT pontja van
és mindegyikben aktiv a feltétel.

Az elégségességi vizsgdlatban szerepld C maétrixot a maximum feladat esetén is a Lag-
range fiiggvény Hesse métrixabol képezziik, ahogy ezt a standard feladatndl lattuk. A f6-
minor teszttel fogjuk eldonteni a feltételes definitséget. Jelen példdban n = 2,s = 1. Csak
egyetlen determindnst kell kiszdmitani (k = 2), mégpedig a teljes C métrixét. A maximum
feladatrdl van szo, ezért az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixdnak feltételes nega-
tiv definitségét kell eldonteni. Mint tudjuk, ha (—1)* det(C) > 0, azaz ha det(C) > 0, akkor
a szObanforgé matrix feltételesen negativ definit, igy ekkor a KKT pont maximumpont.

Az 1. KKT pont esetén a C matrix:

—0.168 -1 1
C= -1 —3.786 1
1 1 0

Mivel det(C) = 1.954 > 0, igy az =7 = 7.7,z = 2.3 szigord lokdlis maximumpont. A
célfiiggvény értéke: 4.76 .

A 2. KKT pont esetén a C métrix:

—5.931 -1 1
C= -1 —0.264 1
1 1 0

Mivel det(C) = 4.195 > 0, igy az =7 = 1.3,z = 8.7 szigord lokdlis maximumpont. A
célfiiggvény értéke: 7.18 .

A 3. KKT pont esetén a C maétrix:
11

4
-4 1
0

Mivel det(C) = —3 # 0, {gy az 21 = 5,23 = 5 nem maximumpont.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy két szigort lokdlis maximumpont adédott, a szigord
globdlis maximumpont: z; = 1.3, 22 = 8.7, a célfiiggvény maximalis értéke: 7.18 .

Feladat:
Vizsgilja meg, hogy az x1 = 5, x5 = 5 pont minimumpont vagy nyeregpont!
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10.2. Vegyes egyenlotlenséges feltételii feladat

Olyan optimalizalési feladathoz tartozé KKT feltételeket frunk fel, amelyben kiilonbséget
tesziink az egyenldtlenségek kozott.

TETEL (vegyes egyenl6tlenséges feltételii feladat)
Tekintsiik az alabbi feltételes optimalizaldsi feladatot

f(x) — min!

g:(x)S0  i=1,2,...,my
g:(x)20 di=mi+1m+2,....m
hz(X):O i:1,2,...,k;

xecX

a) A feladat Lagrange fiiggvénye:

L(x,u,v) +Zulgz i w;gi(x +ZUZ i

i=mi+1

b) A feladathoz tartozé KKT feltételek az aldbbiak:

—l—ZuZng +szVh =0
wgi(x) = 0, i=1,2....m
u, = 0, i=1,2,....,my
w, <0, i=mi+1mi+2,...,m
gi(x) = 0, i=12...,m
g(x) =2 0, i=mi+1,m+2,....m
hi(x) = 0, i=1,2,...,k
x € X

c) Legyen x KKT pont az (i,v) Lagrange szorzékkal. Legyen [~ azon aktiv feltételek
indexhalmaza, amelyekhez tartozé @; # 0 és definidljuk az aldbbi alteret:

A={d#0:VgEd=0icl*, Vh(X)d=0i=1,...,k}.

Ha d”V?L,(X)d > 0 minden d € A irdnyra, akkor az X KKT pont szigort lokélis minimum-
pontja az optimalizdldsi feladatnak. Mds szavakkal: Ha az aktualizdlt Lagrange fiiggvény
Hesse miétrixa feltételesen pozitiv definit, akkor a KKT pont szigoru lokélis minimumpont.

Bizonyitas
Irjuk 4t a feladatot standard feladatra és képezziik ennek Lagrange fiiggvényét:

m k
L% (x,u,V) )+ Zu gi(x Z uf (—gi(x)) + vahi(x)
i=mi1+1 =1

Az eredeti feladat Lagrange fiiggvénye azonos a standard feladathoz tartozé Lagrange fiigg-
vénnyel az vy = u; =2 0 (i = 1,2,...,my), vy = —u; = 0 (i = my +1,m; +2,...,m)
és v7 = v; € R valasztdssal. Ebbdl pedig a KKT feltételek egyszeriien kovetkeznek. Az
elégséges feltétel is konnyen beldthaté. Q. e. d.
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10.3. Extrémum feladat

Olyan optimalizéldsi feladathoz tartozé KKT feltételeket irunk fel, amelyben extrémum pon-
tokat keresiink, azaz a minimum és a maximum pontokra is kivdncsiak vagyunk.

TETEL (extremum feladat)
Tekintsiik az alabbi feltételes optimalizaldsi feladatot

f(x) — extremum! (min! vagy max!)

g:i(x) =0 i=1,2,...,my

gi(x) 20 i=mi+1,m+2,...,m
hi(x) = 0 i=1,2,.. .k

xeX

a) A feladat Lagrange fiiggvénye:

m

L(x,u,v) +Zulgl Z u; gi(x sz i

i=mi+1

b) A minimum és a maximum feladatra egyiittesen vonatkozé KKT feltételek (a Lagrange
szorzokra szokasos el6jelktést nem szerepeltetjiik):

) + Z u; V g;(x) + Z v;Vhi(x) = 0

wgi(x) = 0, i=1,2...,m
gi(x) £ 0, i=12...,my
gi(x) 2 0, i=mi+1,m+2,....m
hi(x) = 0, i=12...k
x € X

Legyen a fenti rendszert kielégité megoldas (X, @, V).

Minimum feladat esete:

Ha @; =2 0 minden ¢ = 1,2,...,m; esetén és #; < 0 minden i = my + 1,m; +2,...,m
esetén, akkor az X a minimum feladat KK'T pontja.

Maximum feladat esete:
Ha #; < 0 minden 7 = 1,2,...,m; esetén és @; = 0 minden ¢ = my +1,m; +2,...,m
esetén, akkor az X a maximum feladat KK'T pontja.

c) Legyen X KKT pont az (1, V) Lagrange szorzékkal. Legyen I+ azon aktiv feltételek
indexhalmaza, amelyekhez tartozo u; # 0 és definidljuk az aldbbi alteret:

A={d#0:Vgxd=0icl", Vi(X)d=0i=1,...,k}.

Ha d"V?L,(X)d > 0 minden d € A irdnyra, akkor az X KKT pont szigori lokalis
minimumpontja az optimalizaldsi feladatnak.

Ha d"V?L,(X)d < 0 minden d € A irdnyra, akkor az X KKT pont szigori lokélis
maximumpontja az optimalizalési feladatnak.
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Msds szavakkal: Ha az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa feltételesen pozitiv
(negativ) definit, akkor a KKT pont szigoru lokdlis minimumpont (maximumpont).

Bizonyitas
Irjuk &t a minimum feladatot standard feladatra és képezziik ennek Lagrange fiiggvényét:

Lo, v) = fx) + 3 uigi) + D wi(=gi(x) + vl hilx).

Az eredeti minimum feladat Lagrange fiiggvénye azonos a standard feladathoz tartozé Lag-
range fiiggvénnyel az vy = u; >0 (i = 1,2,...,my),up = —u; 2 0 (i = my+1,m+2,...,m)
és vy = v; € R valasztdssal.

Most frjuk 4t a maximum feladatot standard feladatra és képezziik ennek Lagrange fiigg-

vényét:

LSGcuv) = —f(x) + Y wlgit0+ D ud(=gix) + D vihilx)

Az eredeti maximum feladat Lagrange fiiggvénye (—1)-szerese a standard feladathoz tartozé
Lagrange fiiggvénynek az u? = —u; 20 (1 = 1,2,...,m1), v} = u; =0 (i = mq + 1,my +

2,...,m) és vy = —v; € R vilasztdssal. Ezekbdl pedig a KKT feltételek kovetkeznek. Az

P =

elégséges feltétel is konnyen beldathats. Q. e. d.

10.4. Nemnegativitasi feltételes feladat

Nagyon gyakran el6fordul, hogy a dontési valtozokra eldirjuk az x = 0 nemnegativitési
feltételt is. Ez a nemnegativ orténst jelenti, amely nem nyilt halmaz, igy nem tekinthetjiik
az X halmaznak, vagyis egyenl6tlenségként kell kezelniink. Mivel ezek specidlis feltételek,
igy a KKT feltételek felirdsaban némi egyszertiisitést tesznek lehetové.

TETEL (Nemnegativitasi feltételes feladat)
Tekintsiik az alabbi feltételes optimalizaldsi feladatot

g:(x) =0 i=1,2,...,m
hi(x) =0 1=1,2,...,k
;20 i=1,2,...,n
xe X

a) A feladat Lagrange fiiggvénye:

k

L(x,u,v) = f(x)+ Zulgl(x) - Zvihi(x).

=1

b) A feladathoz tartozé KKT feltételek az aldbbiak:
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+Zuzvgz +ZWh > 0
vLZqugz +Zv1Vh x = 0
uigi(x) = 0, i=1,2,...,m
u, = 0, i=12...,m
g(x) £ 0, i=1,2...,m
hi(x) = 0, i=12,...,k
r, =2 0, i=12...,n
x € X

c) Legyen * KKT pont az (1, V) Lagrange szorzékkal. Legyen I;” azon aktiv feltételek in-
dexhalmaza, amelyekhez tartozé @; > 0 és legyen I3 azon x; valtozok indexhalmaza, amelyre
T; = 0, azaz az T; = 0 specialis feltétel aktiv. Definialjuk az aldbbi alteret:

A={d#0:Vg(x)d=0,icl], Vh(X)A=0,i=1,....k, —ed=0,i€l)}.

Ha d”V?L,(X)d > 0 minden d € A irdnyra, akkor az X KKT pont szigort lokélis minimum-
pontja az optimalizaldsi feladatnak. Mads szavakkal: Ha az aktualizdlt Lagrange fiiggvény
Hesse matrixa feltételesen pozitiv definit, akkor a KK'T pont szigori lokdlis minimumpont.

Bizonyitéas

A tétel KKT feltételi része azt mutatja, hogy a specidlis z; = 0, i = 1,2,...,n egyen-
16tlenségekhez tartozé Lagrange szorzok elhagyhatok. A standard alakban szereplé —x; < 0
feltételhez tartozé Lagrange szorzé legyen w;. A —x; < 0 feltételi fiiggvény gradiense:
V(—z;) = —e;, ahol e; az i-edik egységvektor. Ekkor a standard feladat KKT feltételei
az aldbbiak:

+ZUZVgZ +Zleh +sz —-e) = 0

wo(x) = 0, i=1,2,....m

u, =2 0, i=1,2,....,m

wi(—x;) = 0, i=1,2,...,n

w; =2 0, 1=1,2...,n

gi(x) £ 0, i=12...,m

hi(x) = 0, i=1,2,....k

x =2 0, i=1,2,...,n

A dual feltételben az e; vektorok linedris kombindcidja szerepel, ez a linedris kombin&cié ir-
haté —Ew = —w alakban is, ahol E egységmatrix. A w Lagrange szorzé nemnegativitdsabdl
kovetkezik az eredeti feladathoz tartozé dudl feltétel:

w=Vf(x +ZuZVgZ +Zv,w
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A w;(—z;) = 0 komplementaritési feltételek pedig a

m k
Vi) + Y wVgx)+> 0, Vhi(x)| x=0
=1 =1

alakban frhaték, amely valgjaban n darab egyenletnek felel meg.

Az elégségességi feltételt pedig az aldbbiakban ldthatjuk be. Ha a feladat standardjat
tekintjiik, akkor a —z; < 0 feltételek koziil azok indexei szerepelnének az A altér definicija-
ban, amelyekhez tartozé w; > 0. A w;(—z;) = 0 komplementaritdsi feltétel miatt ezek pedig
azok az indexek, amelyekre x; = 0. A —uz; feltétel gradiense pedig V(—z;) = —e;. Q.e.d.

10. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

v} — 6z, + 73 — 25 — min!
T+ 219 S 2
ry,T2 2 0
Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:
flzy,20) = 27 — 611 + 25 — 21y
g(x1,29) = x1+205—2=50
x, = 0
T 2 0
X = R?

A feladat Lagrange fiiggvénye:
L(z1, g, u1, ug, ug) = 27 — 621 + 23 — 229 + u(z1 + 215 — 2)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse médtrixa:

201 — 6+ u 2 01
VL= 2w,—2+2u |, ViL=10 2 2
{E1+2ZE2—2 1 20

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

201 — 6+ u

209 — 2+ 2u
1+ 2x9 — 2
(2z1 — 6+ u)y
(2x9 — 2 + 2u)xy
u(xy + 229 — 2)

T

A IV IV

)

I
o 0o o0 oo oo oo

IAVARIAVARAVaRT

u
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Az u-ra vonatkozé egyenldtlenségnek megfeleléen a megoldédst két részre bontjuk.

i) u =0 eset
Az 1., 2. sorban 1év6 egyenl6tlenségekbol

a 4., 5. sorban szerepl6 egyenletekbol pedig
Tr1 = 3, To = 1

adddik, azonban ez nem teljesiti a 3. sorban 1év6 primaél feltételt, igy az x = (3, 1) pont nem
KKT pont.

i) u > 0 eset
A 3. sorban 1évé primadl feltétel ekkor egyenloséggel teljesiil. Hozzdvéve a 4. és az 5.
sorbeli egyenleteket, az x1, x5, u valtozékra az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:

1+ 2.132 -2 =0
(221 — 6 + u)xy 0
(2x9 — 24 2u)zy = 0

Héarom megoldés adodik, a megoldédsok az alabbiak:

i ]

o kg §
o
Ol Nugy| &

v
1
2
3

0
1

Az els6 megoldasban x, negativ. A 3. megoldds nem teljesiti az elsé egyenl6tlenséget. A
mésodik megoldas a fennmaradé KKT feltételeket is teljesiti, igy az X = (2,0) KKT pont
az u = 2 Lagrange szorzoval és a feltétel aktiv.

A kovetkezékben megallapitjuk, hogy az x = (2,0) KKT pont minimumpont. A C
szegélyezett matrix felirdsandl most is segitségiinkre lesz a Lagrange fiiggvény Hesse métrixa.
Mivel a Lagrange fiiggvényben nem szerepeltettiik a nemnegativitasi feltételeket, igy a Hesse
matrixban nem szerepelnek a —z; < 0 feltételek gradiensei, a —e; vektorok. Ezekkel tehat ki
kell egésziteni, de csak azokkal, amelynél z; = 0. Esetiinkben ez a —e, vektor, mert z, = 0.
A szegélyezett C matrix:

2 0 1 0
0 2 2 -1
C= 1 2 0 O
0 -1 0 O
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Az egyes lépésekben kapott inercidkat dsszeadva, kapjuk, hogy Iner(C) = (2,0, 2), tehét a
szegélyezett aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixdnak n = 2 darab pozitiv sajatér-
téke, s = 2 darab negativ sajatértéke és nincs zérus sajatértéke. Az inerciateszt alapjdn az
aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa feltételesen pozitiv definit, ami az er6s elégsé-
gességi tétel alapjén azt jelenti, hogy a kapott X = (2,0) pont szigord minimumpont.

Megjegyzés:

Mivel az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa (C métrix 2 X 2-es féminor mét-
rixa) pozitiv definit, igy a KKT pont szigori minimumpont. Vegyiik észre azt is, hogy a
feladat Osszes feltétele linedris és a célfiiggvény konvex, igy a KKT pont egyben globalis
minimumpont is. A célfiiggvény Hesse métrixa ugyanis pozitiv definit, ez pedig a vonatko-
z6 tétel szerint szigorian konvex fiiggvényt jelent. Az elégségességi vizsgdlatot tehdt jelen
feladatnal el is hagyhattuk volna, ha figyelembe vettiik volna a fentieket.

Feladat:
Oldja meg a feladatot standard alakra hozva is!

11. Példamegoldasok

Az aldbbiakban szdmos példdt mutatunk be a feltételes optimalizalasi feladatok megoldéséra.
Osszefoglalva tehdt az elsé lépésben KKT pontot hatdrozunk meg, majd a masodik lépésben
eldontjiik, hogy ez a pont optimédlis megoldds-e.

11. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!
r] — 127 + 25 — 429 +5 — min!
r] + a3 25

Ty +4ZL’2 = 16

A

Megoldas

Ennek az optimalizdlédsi feladatnak a 6. példdban meghatdroztuk a KKT pontjiat, de
ott nem haszndltuk a Lagrange fiiggvényt. Most tjra meghatdrozzuk a KKT pontot, de
hasznéljuk a Lagrange fiiggvényt. A korabbi jeloléseknek megfeleléen a feladat megszokott
forméja:
f(zq, x2) w7 — 1201 + 235 — 4ay + 5
glar,x3) = ai+253-2550
(ZL’l,Ig) = I +4l’2 —16=0

X = R?
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(x1, 9, u,v) = 23 — 1221 + 25 — 439 + 5 + u(z] + 235 — 5) + v(z; + 475 — 16)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

207 — 12+ 2ux; + v 2+ 2u 0 201 1
| 2w9 — 4+ 2uxy +4v 27 0 2+2u 2x9 4
Vi= 72 4 23 — 25 ’ V= 21, 205 0 0

$1+4$2—16 1 4 0 0
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A KKT pont meghatédrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

201 — 124+ 2uzr;1 +v =
2x9 — 4 + 2uxs + 4v
o]+ 73— 25

T, + 4xy — 16
u(z? + 22 —25) =

u

A
o o o o o o

v

Az u-ra vonatkozoé egyenldtlenségnek megfeleléen a megolddst két részre bontjuk, egyik eset
az u = 0, masik eset az u > 0. Nézziik az egyes eseteket.

i) u =0 eset
Az 1., 2. és a 4. sorban szerepld egyenletekbdl az x1, xo, v szémokra kapjuk, hogy

104 2 4
17’

Ty = —— v =

e 17 T
Az 5. megkotés (komplementaritési feltétel) u = 0 esetén nem érdekes. Azonban a 3. sorbeli
egyenlotlenségnek is fenn kell &dllnia, ezt ellendrizziik

315

2 2
—25=—>0.
:U1+232 17

Mivel a 3. egyenl6tlenség nem all fenn, igy az x; = 11%4, Ty = % megoldds nem KKT pont.

i) u > 0 eset
A 3. sorbeli egyenlétlenségnek az 5. sor miatt egyenldséggel kell teljesednie. Ekkor az
1., 2., 4. sorbeli egyenletekbdl és az 5. sorban szerepl6 most mér egyenletbdl az x4, xo, u, v
szamokra kapjuk, hogy
9 20
T , Te=3, U 3 v 3
Tehat az 1 = 4, T3 = 3 megoldds KKT pont, mert teljesiti a KKT feltételek mindegyikét.
Most meg kell gy6zédni arrél, hogy ez a megoldds optimélis megoldds. A C matrixot a
V2L métrixbél épitjiik fel a megolddsok behelyettesitésével. Nem kell sorokat és oszlopokat
elhagyni a V2L maétrixbél, mert u > 0.

44
o081
c_| 0 %64
8 6 00
1 4 00

Megallapithatjuk, hogy Iner(C) = (2,0,2), igy az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse
maétrixa feltételesen pozitiv definit, amibol kovetkezik, hogy az 71 = 4, z, = 3 KKT pont
szigori lokdlis minimumpont.

Megjegyzés:

Az elégséges feltétel gyenge viltozatdt is haszndlhattuk volna ebben a példdban. Mi-
vel a V2L, (X) matrix (a C métrix 2 x 2-es féminormétrixa) pozitiv definit, igy a gyenge
elégségességi feltétel is valaszt ad az optimalitdsra.
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12. Példa

Adott az 11 —xe = 2 és az w1+ 19 = 4 egyenes. A két egyenes az (x1, o) sikot négy részre
osztja. Tekintsiik azt a tartomédnyt, amely tartalmazza a (3,3) pontot és ez a tartomdny a
félegyeneseket is tartalmazza. Hatdrozzuk meg a tartomény azon pontjit, amely legkézelebb
van az origéhoz!

Megoldas

El6szor matematikailag megfogalmazzuk az optimalizalési feladatot. Megjegyezziik, hogy
a tavolsdgot definidlé négyzetgyok fiiggvény szigorian monoton novekvo, igy elegendo cél-
fiiggvényként a tdvolsdg négyzetét haszndlni, amely a jelen példdban z? + z2. A halmazt
célszerii felrajzolni és ekkor konnyen felirhatdk a feltételek. Természetesen rajzoldas nélkiil is
egyszeriien megallapithatok a feltételek a kovetkezd médon. Helyettesitsiik be a (3, 3) pontot
az egyenesek egyenletébe: az x; — x5 = 2 egyenes esetén 3 — 3 < 2, igy a feltétel x1 —x9 < 2,
az 1+ ro = 4 egyenes esetén 3+ 3 > 4, igy a feltétel 1 + xo = 4. Az optimalizélési feladat
a szokdsos alakjdban az alabbi:

f(z1,25) = 23+ 23 — min!

g1(xr1,29) = x1—22—2Z50

g2(z1,22) = —x1—22+4=0
X = R?

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(zy, o9, u1,u9) = 23 4+ 22 + uy (21 — 29 — 2) + ug(—x1 — 29 + 4)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

2$1+U1 — U9 2 0 1 -1

o 2232 — U1 — Us 27 0 2 -1 -1
VL= T — Ty —2 | VL= 1 -1 0 0
—T1 —1'2—|—4 -1 -1 0 0

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

201 +uL —uy = 0
209 —up —us = 0

T —T9—2 =< 0
—x1—29+4 <0
u(ry —a2—2) = 0
ug(—x1 — 20 +4) = 0
U, us = 0

A fenti rendszer megolddsat az uq,us Lagrange szorzok értékeitdl fiiggden 4 esetre bontjuk
szét, amelyek a kovetkezok.

i) u; = uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal adédik az x = (0,0) pont. Ez azonban nem teljesiti a
maéasodik primél feltételt, vagyis nem lehetséges megoldas.
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i) u; = 0,uy > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a mésodik komplementaritdsi feltételbol adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

2r1 — Us 0
21‘2 — Uy = 0
—T] — Lo + 4 = 0

A megoldds: x1 = 2, 19 = 2, uy = 4. Ez a megoldds maradéktalanul teljesiti a tobbi KKT
feltételt, igy az x = (2,2) vektor KKT pont az u; = 0, uy = 4 Lagrange szorzokkal ugy, hogy
a g, feltétel inaktiv, a gy feltétel aktiv.

i) u; > 0,uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és az elsé komplementaritési feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

2$1+U1 = 0

2!1’)2 —Uuy = 0
r1 — T — 2 =0
A megoldds: ©1 = 1, xo = —1, u; = —2. Ez a megoldds nem teljesiti a Lagrange szorzokra

vonatkoz6 nemnegativitési feltételt, igy az x = (1, —1) vektor nem KKT pont.

iv) up > 0,uy > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a két komplementaritasi feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

2x1 + Uy — us 0
209 —up —uy = 0
Ty —x3—2 = 0
—xr1—29+4 = 0
A megoldds: ©1 =3, 13 =1, u; = —2, up = 4. Az x = (3, 1) vektor ugyan teljesiti a primél
feltételeket, de az elsé Lagrange szorzé u; = —2 negativ, igy az x = (3,1) vektor nem lehet
KKT pont.

Osszefoglalva az eseteket, az x = (2,2) vektor KKT pont az u; = 0,us = 4 Lagrange
szorzokkal ugy, hogy a ¢, feltétel inaktiv, a gy feltétel aktiv.

Arrél, hogy ez valéban minimumpont, az optimum elégséges feltétele segitségével gybzo-
diink meg. A sziikséges C szegélyezett matrixot a V2L mdtrixbdl a 3. sor és a 3. oszlop
elhagyasdval nyerjiik, mivel az els6 feltétel inaktiv:

2 0 -1
C= 0 2 -1
-1 -1 0

Az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse maétrixa feltételesen pozitiv definit, igy az =, =
2, o = 2 megoldds szigoru lokalis minimumpont. Itt is haszndlhaté a gyenge elégséges
feltétel, mert V2L, pozitiv definit.
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13. Példa
Legyen az (r1,15) stkon egy tartomdny, amely az x5 = 23 — 3 parabola és az x5 = 2 — =
egyenes altal hatarolt kompakt halmaz. Hatdrozzuk meg a halmaz azon pontjit, amely a

(3,2) ponthoz a legkozelebb van.

Megoldas

El6szoér matematikailag megfogalmazzuk az optimalizélasi feladatot. A halmazt célszerii
felrajzolni és ekkor konnyen felirhatok a feltételek. Az optimalizdlési feladat a szokésos
alakjaban az alédbbi:

f(z1,25) = (21 —3)*+ (3 — 2)* — min!
gz, m9) = 27 —29—3=Z0
go(x1,29) = x1+229—4=50

X = R?

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(z1, 9, u1,us) = (11 — 3)* + (22 — 2)% + uy (2] — 29 — 3) + ug(wy + 279 — 4)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

201 — 6 + 2uix1 + us 20 +2 0 2z 1
_ 209 — 4 — uy + 2us 2r 0 2 -1 2
Vi= —z9+ 22 — 3 ’ Vik= 2¢c; -1 0 0

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

I
o

201 — 6 + 2u1xy + us
200 — 4 — uy + 2us
x% —ZT9—3

T+ 229 — 4

uy (23 — 15 — 3)

ug (1 + 219 — 4)

Uy, U2

A IA
o oo o o o

1AV

A fenti rendszer megolddsat az uy, us Lagrange szorzok értékeitdl fiiggden 4 esetre bontjuk
szét, amelyek a kovetkezok.

i) u; = uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal adédik az 1 = 3 és x5 = 2 megoldds, azaz az x = (3,2)
pont. Ez azonban nem teljesiti a primal feltételeket, vagyis nem lehet KKT pont.

i) ug = 0,u9 > 0 eset
Az elsd két egyenletbdl és a mésodik komplementaritdsi feltételbdl adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

2I1—6+U2 =0
2332—4—{—2/&2
ZE1—|—2[E2—4 = 0

I
o
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A megoldds: z; = 12/5, x5 = 4/5, ug = 6/5. Azonban az x = (12/5,4/5) pont nem esik a
tartomanyba.

iii) u; > 0,uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és az elsé komplementaritési feltételbdl adédéan az alabbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

201 =64+ 2wz7 = 0
200 —4—u; = 0
x% —x9—3 = 0
Kézi szamolassal nehéz megoldani a fenti egyenletrendszert, hisz rendezés utdn az x; véalto-
zéra a 2x3 — 91y — 3 = 0 harmadfoki egyenlet adédik. Gépi megoldéssal az aldbbi harom
megoldast kapjuk:

i ow [ e [ w |
1] 22716 | 2.1603 | 0.3206
2| —0.3422 | —2.8829 | —0.7657
3| 19204 | 0.7225 | —2.5549

Az utols6 két megoldds u; negativitdsa miatt nem johet széba, az elsé pedig azért nem, mert
az r1 = 2.2716, x5 = 2.1603 nem esik a tartomdnyba. Tehat ez az eset sem ad KK'T pontot.

iv) ug > 0,uz > 0 eset
Az elsé két egyenletbdl és a két komplementaritasi feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

2%’1-64-2’&11’1—'—’&2
2$2—4—U1+2U2 =
7] —19—3 =

x1+2x2—4 =

o O O O

Célszerii a megoldést két részre bontani, eldszor az utolsé két egyenletb6l meghatérozzuk
x1,To értékét, majd az elsd két egyenletbdl az uq, us értékeket. A fenti egyenletrendszerre
két megoldas is adodik, az elsé megoldés

10
T =2, x9 =1, U1 =g %2 =g

a masodik megoldés pedig

5 13 49 47
= — PR u2 = -,
18

Azonnal ldthatjuk, hogy a médsodik megolddsban a Lagrange szorzokra eloirt nemnegativitas
nem teljesiil, igy nem lehet KKT pont. Az elsé megoldds maradéktalanul teljesiti a KKT
feltételeket, fgy az X = (2, 1) vektor KKT pont az @i = (2, 1) Lagrange szorzékkal és mindkét

909
feltétel aktiv.

Az eseteket Osszevetve egyetlen KKT pont adédott, amely az X = (2,1) vektor az a =

(%, %) Lagrange szorzoékkal.
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Most azt kell eldonteni, hogy a KKT pont optimaélis megoldds-e. Ehhez képezniink kell a
C matrixot. Mivel mindkét feltétel aktiv, ezért a V2L matrixbol nem kell elhagyni oszlopokat
és sorokat, hanem egyszerti behelyettesitést kell végrehajtani, a C métrix:

20 4 1
0 2 -1 2
C=14 21 0 0
1 2 0 0

Az inerciatesztet hasznéljuk, a szamitds sordn keletkez6 Schur-komponensek a kovetkezok:

z 1 22

9 2 4

R I I N IS A
4 -1 0 o |7 2 0 Ly 0] [T106
1 2 0 0

Az elsé pivotelem cos = 2 > 0, az inercia Iner = (0,0, 1); a médsodik pivotelem —2 < 0, az
inercia Iner = (1,0,0); a harmadik pivotelem % > 0, az inercia Iner = (1,0,0); a végsd
blokk egy elemfi, ért¢ke —2% < 0, az inercia Iner = (1,0,0). Az inercidkat dsszeadva,
kapjuk, hogy Iner(C) = (2,0,2), tehit a szegélyezett aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse
métrixdnak az = ismeretlennek megfelel$ szémui (n = 2) pozitiv sajatértéke van , az aktiv
feltételeknek megfelel szémi (s = 2) negativ sajatértéke van és nincs zérus sajatértéke.
Az inerciateszt alapjan tehat az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa feltételesen
pozitiv definit, ami az erds elégségességi tétel alapjan azt jelenti, hogy a kapott x = (2,1)
megoldas szigoru lokdlis minimum.

Arrél, hogy ez valéban minimumpont dgy is meggy6zddhetiink, hogy a tartomanyt és a
kiviilallé pontot felrajzoljuk az (z1,x2) sikon.

A példa kapcsan felhivjuk a figyelmet arra, hogy az optimalitdst a gyenge elégségességi

tétel alapjan is eldonthettiink volna.

Feladat:
Hatdrozza meg a tartomdny azon pontjat, amely legtavolabb van a (3,2) ponttol!

14. Példa

Tervezziink egy egyenes koérhenger alaki alul-feliil zart konzervdobozt, amelynek a tér-
fogata legalabb V' = 167 térfogategység és az elkészitéséhez sziikséges lemez teriilete minél
kisebb legyen!

Megoldas

El6szor matematikailag megfogalmazzuk az optimalizédlasi feladatot. Legyen a két kere-
sett mennyiség a doboz alapkorének sugara, ill. a magassdga, jelolje ezeket rendre x; és xs.
Megjegyezziik, hogy a keresett sugdr és magassag pozitiv értékek, ezeket a feltételeket az X
nyilt halmaz fogja tartalmazni. Az optimalizdldsi feladat a szokdsos alakjaban az aldbbi:

f(zy,20) = 2227 + 2xy725 — min!
g(x1,13) = 167 — 23735 <0
<I1,$2> € X:{(xl,xg) T >0,!L‘2>0} CRz
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A feltételi fiiggvényt is és a célfiiggvényt is oszthatjuk m-vel, igy konnyebben kezelheto fel-
adatot kapunk, amely az aldbbi:

f(z1,25) = 2224 22,75 — min!
g(x1,29) = 16— 2225, <0
(l’l,l'z) € X:{(fl?l,.’L'Q) Nl >0,$2>0} CRQ

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(z1, 22, u) = 205 + 22129 + u(16 — 2725)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

41 + 229 — 2uT 129 —2ureg +4 —2uxi+2 —21129
VL= 2r1 — ux? , V2L = | —2ux, +2 0 —a?
16 — 2229 —2x129 —a? 0

A KKT pont meghatédrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

4r1 + 229 — 2x129u = 0
27, — 12y = 0

16 — 2225 < 0

u(16 — 23my) = 0

u = 0

T1,T9 > 0

A fenti rendszer megoldésat az u Lagrange szorzé értékeitél fiiggéen 2 esetre bontjuk szét,
amelyek a kovetkezok.

i) u =0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal adédik az x; = 0 és x9 = 0 megoldds, ami nem prima&l
lehetséges megoldés, mert nem esik bele az X nyilt halmazba és a primadl feltétel sem teljesiil.

i) u > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a komplementaritési feltételbol adédéan az alabbi egyenlet-
rendszert kell megoldani:

4z + 229 — 21200 = O
271 —xju = 0
0

16 — zizy =
Egyszeri szamoldssal adédik, hogy
$1:2, 1'2:4, u=1.

Lathatjuk, hogy a megoldds maradéktalanul teljesiti az Osszes feltételt, igy megkaptuk a
KKT pontot és a hozzatartozé Lagrange szorzot.
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Az optimum elégséges feltételének vizsgalatdhoz a C matrixot egyszerii behelyettesitéssel
kapjuk, mert a feltétel aktiv és u > O:

—4 -2 -16
C=| -2 0 -4
-16 —4 O

Gyakorldsképpen a fominor tesztet végezziik el. Jelen példdban n = 2, s = 1. Csak egyetlen
determindnst kell kiszamitani, hisz a vonatkozé tétel szerint a determindnsok indexe: k£ =

s+ 1,...,n, azaz jelen példdban k = 2. A keresett determindns:
-4 -2 -16
det(C) = det -2 0 -4 = —192.
—-16 —4 0

Mivel (—1)*det(C) = 192 > 0, igy a teszt szerint az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse
maétrixa feltételesen pozitiv definit, ami az erds elégségességi tétel alapjan azt jelenti, hogy
a kapott 1 = 2, x5 = 4 megoldas szigoru lokdlis minimum.

Most gyakorldsképpen végezziik el az inerciatesztet is. A szdmitds sordn keletkez6 Schur-
komplemensek:

-4 -2 -16
2 0 -4 |, l L } . 48]
—-16 —4 O

Az els6 pivotelem —4 < 0, az inercia Iner = (1,0,0); kovetkezd pivotelem 1 > 0, az
inercia Iner = (0,0,1); a végsd blokk egy elemfl, értéke 48 > 0, az inercia Iner = (0,0,1).
A szémitas sordn kapott inercidkat osszeadva, kapjuk, hogy Iner(C) = (1,0,2), tehdt a
szegélyezett aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse matrixnak a méreteknek megfelel szamui
sajatértéke van, azaz n = 2 darab pozitiv sajatértéke, s = 1 darab negativ sajatértéke
és nincs zérus sajatértéke. Az inerciateszt alapjéan az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse
maétrixa feltételesen pozitiv definit, ami az er6s elégségességi tétel alapjan azt jelenti, hogy
a kapott r = 2, m = 4 megoldés szigoru lokdlis minimum. Tehdt ugyanarra az eredményre
jutottunk mindkét teszt segitségével.

Megjegyezziik, hogy e példdban a gyenge elégségességi feltétel nem alkalmazhaté, mivel
az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métrix (C métrix 2 X 2-es fdminormétrixa) nem
pozitiv definit (indefinit).

Feladat:
Tervezze meg azt a konzervdobozt, amelynek a felszine legfeljebb egy adott F' > 0 érték
és a térfogata minél nagyobb legyen!

15. Példa

Adott az xy = 4+ (z;+4)? parabola. A parabola az (1, z3) stkot két tartoményra osztja.
Tekintsiik azt a tartomdnyt, amely az origét nem tartalmazza. Hatdrozza meg a tartomény
azon pontjait, amelyeknél az f(x1,z5) = x129 fiiggvény értéke a legnagyobb! A megoldést
az aldbbi lépésekben végezze el:

a) Irja fel az optimalizalasi feladatot matematikai formaban!

b) Hatdrozza meg az ¢sszes KKT pontot!
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c¢) Dontse el, hogy az egyes KKT pontok koziil melyik lokélis maximumpont!
d) Hatdrozza meg a globdlis maximumpontot!

a) Az optimalizaldsi feladat matematikai megfogalmazdasa:

f(z1,22) = mx29 — max!
g1, 29) = a9 — (11 +4)?—420

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(x1, 79, 1) = 2179 + u(wy — (11 +4)* — 4)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

xo — 2u (x1 + 4) —2u 1 —2(z; +4)
VL= T+ u , V2L = 1 0 1
Ty — (1 4+4)° — 4 —2(x1+4) 1 0

b) A KKT pont meghatdrozasahoz az alabbi rendszert kell megoldani:

ro—2u(r1+4) = 0
z1+u = 0

Ty — (z14+4)°—4 2 0
w(wy — (1 +4)°—4) = 0
u = 0

A fenti rendszer megoldésat az u Lagrange szorzé értékeitol fiiggéen 2 esetre bontjuk szét,
amelyek a kovetkezok.

i) u = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal adédik az x1 = 0 és xo = 0 megoldds, de ez nem teljesiti
a primadl feltételt, igy nem KKT pont.

i) u > 0 eset
A megoldandé rendszer:

Tg—2u(r;+4) = 0
ri+u = 0
Ty — (11 +4)° -4 = 0

A maésodik egyenletbdl z; = —u, az els6bdl x5 = 8u — 2u? és ezeket a harmadik egyenletbe
behelyettesitjiik a 3u? — 16u + 20 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek megolddsai: u; = 2 és a
Uy = %, mindketto pozitiv.
Az uy; = 2 esetben x = (—2,8) és ez KKTpont.
10 10 40

Az uy = 3 esetben x = (—3', ) és ez KKTpont.

c¢) Lokalis maximumpontok meghatarozésa:
A C métrixot a V2L matrixba torténé behelyettesitéssel kapjuk, mivel a feltétel aktiv,
pozitiv Lagrange szorzéval.
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Az x = (—2,8),u = 2 eset vizsgilata:

—4 1 —4
C= 1 0 1
-4 1 0
Inerciateszt segitségével szamolva:
—4 1 —4 1
10 1 ,{54}, 4]
-4 1 0

Mivel Iner(C) = (1,0,2), igy az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa feltételesen
nem negativ definit, tehat az x = (—2,8) KKT pont nem maximumpont.

Azx = (-1, 9),u= % eset vizsgalata:

L -4
C = 1 0 1

- 1 0
A féminor teszt segitségével szdmolva: Mivel n = 2, s = 1, csak egyetlen determinénst kell
kiszémitani, amely det(C) = 4 és k = 2. Mivel (—1)¥det(C) = 4 > 0, igy a teszt szerint
az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa feltételesen negativ definit, ami az eros

elégségességi tétel alapjan azt jelenti, hogy a kapott x = (—13—0, %) megoldds szigoru lokalis
maximumpont.
d) Azx = (—4, 7) lokdlis maximumpontban a célfiiggvény értéke —42. Ha a tartomdnyt

és a célfiiggvényt megvizsgéljuk, akkor konnyen taldlunk olyan pontokat (természetesen nem
a pont kornyezetében), ahol a célfiiggvény ennél az értéknél nagyobb, példdul az x = (1, 30)
tartoménypontban, ahol a célfiiggvényérték 30. Az is konnyen lathatd, hogy a tartomény-
ban (ha z; > 0) a célfiiggvényérték minden hatdron tul novelhetd. Ez azt jelenti, hogy a
feladatnak globdlis maximuma nincs. Tehat dltaldban nem lehet egyszeriien azt mondani,
hogy ha egyetlen lokélis optimum van, akkor az globalis is.

16. Példa

Adott a (2,1) kozéppontu, 5 sugart kortartomany a hatdrokkal. Hatdrozza meg a tarto-
mény azon pontjait, amelyek a (10,7) ponthoz legkozelebb, ill. ugyanettdl a ponttél legta-
volabb vannak.

a) Irja fel az optimalizalasi feladatot matematikai formaban!

b) Hatdrozza meg az ¢sszes KKT pontot!

c) Dontse el, hogy az egyes KKT pontok koziil melyik lokélis maximumpont!

d) Hatdrozza meg a globalis maximumpontot!

)

a) Az optimalizaldsi feladat matematikai megfogalmazasa:

f(x1,25) = (21 —10)* + (2 — 7)® — extrémum (min! vagy max!)
g(z1,12) = (11 —2)*+ (22— 1) =250

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(z1, T9,u) = (11 — 10)? + (20 — 7)® + u((z1 — 2)* + (22 — 1)? — 25)
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A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

VL= 2x—T7) +2u(zs—1) |, V3L = 0 2+4+2u  2(zg—1)
(Il — 2)2 + (1'2 - 1)2 —25 2(ZL‘1 - 2) 2(.1‘2 - ].) 0

b) A minimum és a maximum feladat KKT pontjdnak meghatdrozasahoz az aldbbi rend-
szert kell megoldani. Az u Lagrange szorzo eldjele lehet pozitiv és negativ is. Mivel a feltétel
< 0 tipust volt, igy ha u = 0, akkor a minimum feladat, ha v < 0, akkor a maximum feladat
KKT pontjit kapjuk.

A I
o o o o

2(x1 — 10) + 2u (z1 — 2)

2(xg — 7) 4+ 2u (zg — 1)

(x1 —2)* + (22— 1)* =25
u((wg —2)% + (22 — 1)> = 25) =

A fenti rendszer megoldédsat az u Lagrange szorzé értékeitdl fiiggéen 2 esetre bontjuk szét,
amelyek a kovetkezok.

i) u = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal addédik az x; = 10 és o = 7 megoldds, de ez nem teljesiti
a primdl feltételt, igy nem KKT pont.

i) u # 0 eset
A megoldandé rendszer:

2wy —7)+2u(ze — 1) =
(r1—2)* + (22— 1) =25 =

o O O

Erdemes bevezetni az y; = x1 — 2 és az y, = 2o — 1 valtozokat, ekkor az els6 két egyenletbél
Yy = Hiu, Y = H%. A harmadik egyenletbdl pedig (1 + u)? = 4 adédik. A Lagrange szorzo
tehdt u; =1 és a uy = —3.

Az u; = 1 > 0 Lagrange szorzé a minimum feladathoz tartozik és ennek KKT pontja

x = (6,4).
Az uy = —3 < 0 Lagrange szorz6 a maximum feladathoz tartozik és ennek KKT pontja
x = (—2,-2).

c) Lokélis extrémumpontok meghatédrozasa:

A C miétrixot a V2L matrixba torténé behelyettesitéssel kapjuk, mivel a feltétel aktiv,
egyik Lagrange szorzé sem zérus.

Az x = (6,4),u = 1 eset vizsgdlata:

C:

o O W~
D = O
O O 0o
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Az x = (—2,-2),u = —3 eset vizsgalata:

-4 0 =8
C= 0 —4 —6
-8 —6 0

Egyszertien lathat6, hogy az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa (a C matrix 2 X 2-
es féminormétrixa) az els esetben pozitiv definit, a masodik esetben pedig negativ definit,
igy feltételesen is az. Ebbol kivetkezik, hogy az x = (6,4) KKT pont szigori minimumpont,
az x = (—2,—2) KKT pont szigori maximumpont.

Feladat:
Végezze el az elégségességi vizsgalatot az inerciateszt és féminorteszt segitségével is!

d) A fentebb megdllapitott pontok egyben globélis optimumpontok is, a célfiiggvény és
a feltétel vizsgdlata alapjén.

17. Példa

Adott az origé kozéppontd, v/2 sugard kortartomsny a hatdrokkal. Hatdrozza meg a
tartomédny azon pontjait, amelyekben az f(z1,25) = x122 mennyiség a legkisebb, ill. legna-
gyobb értékii.

a) Irja fel az optimalizalasi feladatot matematikai forméban!

b) Hatdrozza meg az sszes KKT pontot!

c) Dontse el, hogy az egyes KKT pontok koziil melyik lokdlis maximumpont!

d) Hatdrozza meg a globalis maximumpontot!

)

a) Az optimalizaldsi feladat matematikai megfogalmazasa:

f(z1,22) = mxy — extrémum (min! vagy max!)
g(x1,m0) = xf—l—x% -2<0

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(zy, 79, u) = 2129 + u(2? + 23 — 2)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

To + 2uxy 2 1 21y
VL= r1 + 2uzs , V3L = 1 2u 2,
xf + :17% -2 2¢1 22 O

b) A minimum és a maximum feladat KKT pontjdnak meghatdrozasahoz az alabbi rend-
szert, kell megoldani. Az u Lagrange szorzé eldjele lehet pozitiv és negativ is. Mivel a feltétel

< 0 tipusu volt, igy ha u = 0, akkor a minimum feladat, ha v < 0, akkor a maximum feladat
KKT pontjit kapjuk.

To + 2uzy

1 + 2uxs

2 2
xi+x5 — 2

u(zd +a5—2) =

A
o o o o
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A fenti rendszer megolddsat az u Lagrange szorzé értékeitol fiiggéen 2 esetre bontjuk szét,
amelyek a kovetkezok.

i) u =0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal adédik az x = (0,0) megoldds és ez teljesiti a primél
feltételt, igy KKT pont, elviekben lehet a minimum és a maximum feladat KKT pontja is.

i) u # 0 eset
A megoldand6 rendszer:

To + 2uxry =

Il
o o

1 + 2uxs
ri+r3—-2 = 0

Az elsé két egyenletbdl 22 = x3. A harmadik egyenletbdl pedig 4 megoldds adédik, amelyek
a kovetkezok:

Lx;=(1,1), u=-—3

2. xp=(-1,-1), u=—3

3.x3=(1,-1), u=3

4. x4 =(-1,1), u=3

Az u = —% < 0 Lagrange szorzé esetén a maximum feladat két KKT pontjat kapjuk.

Az u= % > (0 Lagrange szorzé esetén a minimum feladat két KK'T pontjat kapjuk.

c¢) Lokalis extréemumpontok meghatérozasa:

Eloszor az x = (0,0) KKT pontot vizsgédljuk. A feltétel inaktiv, igy az aktualizalt Lag-
range fiiggvény Hesse métrixa a V2L métrix 2 x 2-es féminormatrixa, amely behelyettesités
(u=0) utdn az aldbbi

V’L, = { 01 } :

10

Mivel az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa indefinit, igy az x = (0,0) KKT pont
sem a minimum feladatnak, sem a maximum feladatnak nem lehet megoldésa.

Miésodszor pedig a négy pontot vizsgaljuk.

A C miétrixot a V2L matrixba torténé behelyettesitéssel kapjuk, mivel a feltétel aktiv,
egyik Lagrange szorzé sem zérus. A méretek miatt (n = 2,s = 1,k = 2) alkalmazhatjuk a
féminor tesztet is, csak a C métrix determindnsdra van sziikség:

A maximum feladat KKT pontjainak vizsgslata:

-1 1 2 -1 1 -2
C,=|1 -1 2], Co=| 1 -1 -2
2 2 0 —2 -2 0

A determindnsok: det(C;) = 16, det(Cz) = 16.

Mivel (—1)kdet(C;) = (—1)kdet(Cy) > 0, gy a teszt szerint az aktualizalt Lagrange
fiiggvény Hesse matrixa feltételesen negativ definit, ami az erds elégségességi tétel alapjan azt
jelenti, hogy a kapott x; = (1,1), x5 = (—1, —1) megoldésok szigori lokdlis maximumpontok.
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A minimum feladat KKT pontjainak vizsgalata:

1 1 2 1 1 -2
C;=|1 1 -2/, C,=| 1 1 2
2 —2 0 2.2 0

A determindnsok: det(C3) = —16, det(C,) = —16.

Mivel (—1)*det(Cs3) = (—1)*det(C4) > 0, igy a teszt szerint az aktualizdlt Lagrange
fiiggvény Hesse matrixa feltételesen pozitiv definit, ami az erds elégségességi tétel alapjan azt
jelenti, hogy a kapott x5 = (1, —1), x3 = (—1, 1) megolddsok szigort lokdlis minimumpontok.

d) A fentebb megallapitott lokélis pontok egyben globélis optimumpontok is.

18. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

T1%o + Tox3 + x1x3 — min!
-1 + 2?[72 - 3[E3 é 28
T1+To— T3 = 5
Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:

f(xy, 20, 03) = 2120 + Tox3 + 1173
g(x1,29,3) = —x1+ 229 —323—28=0
h(l’l,IQ,[Eg) = I+ T — T3 — 5=0

X = R?

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(z1, 9, x3,u,v) = 2129 + T223 + 123 + u(—21 + 229 — 3x3 — 28) + v(x] + T2 — 3 — 5)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

To+ X3 — U+ 0O 1 1 -1 1

T1+ T3+ 2u +v 1 0 1 2 1

VL= T+ Ty — 3u —v , ViL=| 1 1 0 -3 -1
—I1+2$2—3$3—28 -1 2 -3 0 0
131+Z)32—CL’3—5 1 1 -1 0 0

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

To+Tg3— U+
rT1+r3+2u+v =
T1+ 29 —3u—v

—T1 + 229 — 313 — 28
r1+ a9 —x3—05
u(—x1 + 2wy — 313 — 28)

u

A I
oo o0 oo oo

v
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Az u-ra vonatkozoé egyenldtlenségnek megfeleléen a megolddst két részre bontjuk, egyik eset
az u > 0, masik eset az u = 0. Nézziik az egyes eseteket.

i) u > 0 eset
Ekkor az 1., 2., 3., 5. és a 4. sorban szereplé most mér egyenletbdl az x,zo, x3,u, v
szamokra kapjuk, hogy

r1=-8, x9=19, x23=6, u=9, v=-16.
Az x = (—8,19,6) pont KKT pont a & =9, = —16 Lagrange szorzékkal.

i) u =0 eset
Az 1., 2., 3. és az 5. sorban szerepl6 egyenletekbdl az x1, s, x3, v szdmokra kapjuk, hogy

r1=1, x2=1, x3=-3, v=2

A 4. sorbeli egyenldtlenség is fennall, igy az X = (1,1, —3) pont KKT pont a u = 0,0 = 2
Lagrange szorzokkal.

Most meg kell gy6zodni arrél, hogy ezek optimélis megolddsok-e. Ezt az elégséges felté-
telek fenndlldsanak ellendrzésével fogjuk végezni.

El6szor az u > 0 esettel foglalkozunk. Mivel mindkét feltétel aktiv és az X = (—8, 19, 6)
KKT pont reguldris, mivel a Vg = (—1,2,-3) és a Vh = (1,1, —1) vektorok, azaz a V>L
métrix szegélyein taldlhaté vektorok linedrisan fiiggetlenek, igy a C métrix a V2L métrix
lesz, azaz

0 1 1 -1 1
1 01 2 1
C= 1 1 0 -3 -1
-12 -3 0 0
1 1 -1 0 O

Gyakorldsképpen a fominor tesztet és az inerciatesztet is alkalmazzuk. A féminor tesztnél,
mivel n =3, s =2, é k=s+1,...n, igy k = 3, azaz csak egy matrix, mégpedig a teljes
C maétrix determindnsédt kell kiszémitani, amely nem kellemes szamolds utédn det(C) =
10. Mivel (—1)*det(C) = 10 > 0, igy az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa
feltételesen pozitiv definit, az erds elégségességi tételbol pedig az kovetkezik, hogy ekkor az
X = (—8,19,6) megoldas szigori lokalis minimumpont.

Most gyakorldsképpen az inerciateszttel is ellenorizziik, hogy a KKT pont szigori lokalis
minimumpont. Mivel minden féelem zérus, ezért egy 2 x 2-es blokkot vélasztunk, legyen ez a
bal fels6 blokk, kett6s pivotaldst kell végezni, az inercia Iner = (1,0, 1); kovetkez6 pivotelem
—2 < 0, az inercia Iner = (1,0,0); kovetkezd pivotelem 12 > 0, az inercia Iner = (0,0, 1); a
végs6 blokk egy elemil, értéke pozitiv, az inercia Iner = (0,0, 1). A szdmitds sordn keletkezo
Schur-komplemensek:

01 1 -1 1

1 0 1 2 1 —2 -4 -3

1 10 -3 -1, |-4 2 -1/, {152 g] [15—2}
~12 -3 0 0 —3 -1 -2 2

1 1 -1 0 0
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Az egyes lépésekben kapott inercidkat dsszeadva, kapjuk, hogy Iner(C) = (2,0, 3), tehét a
szegélyezett aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixdnak n = 3 darab pozitiv sajatér-
téke, s = 2 darab negativ sajatértéke és nincs zérus sajatértéke. Az inerciateszt alapjdn az
aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa feltételesen pozitiv definit, ami az elégségességi
tétel alapjan azt jelenti, hogy a kapott X = (—8,19,6) megoldas szigori lokélis minimum.
Teh&t ugyanarra az eredményre jutottunk.

Most a u = 0 esettel foglalkozunk. Az x = (1,1,—3) KKT pontban ¢(X) = —10 < 0,
azaz inaktiv, tehdt az eros elégséges feltételt hasznédlhatjuk, hogy eldontsiik, hogy az adott
KKT pont minimumpont-e. Itt most a C métrix 4 x 4-es lesz, mert az inaktiv egyenl6tlenségi
feltétel gradiensét a szegélyen nem kell szerepelteni. Az inerciateszt végrehajtasanal keletkezo
Schur-komplemensek:

1

AP sl B

-1 0

[ T -
— =0 =
O~

Az egyes lépésekben kapott inercidk rendre Iner = (1,0,1); Iner = (1,0,0); Iner = (0,0,1);
osszegiik Iner(C) = (2,0,2). Mivel nem igaz az, hogy n = 3 darab pozitiv sajdtérték és s = 1
darab negativ sajatérték van, igy az X = (1,1, —3) KKT pont nem szigori minimumpont.

Feladat:
Déntse el, hogy az X = (1,1, —3) pont maximumpont-e!

19. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

T1T9 min!

-
42 +25 <8

Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:
f (11017 Ty) = 1179
g(x1,29) = 4ot +25-8Z0
X = R"

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(x1, 79, T3, u,v) = 2175 + u(4a] + x5 — 8)
A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

To + 8ux, 8u 1 8x
VL= r1 + 2uzy , V2L = 1 2u 2xs
4% + 12 — 8 8r1 29 0
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A KKT pont meghatédrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

$2+8Ul’1:0
ZE1+2UJI2:0

402 + 22 -8 <0
uw(4r? + 23 —8) =0
uz=0

Az u-ra vonatkozoé egyenldtlenségnek megfeleléen a megolddst két részre bontjuk, egyik eset
az u > 0, masik eset az u = 0. Nézziik az egyes eseteket.

i) u > 0 eset
Ekkor az 1., 2., és a 3. sorban szerepld most mar egyenletbdl az xq, x9, u szdmokra négy
megoldast kapunk, melyek az aldbbiak

HENEYE
171 [—-2] 1/4
2 1] 2 | 1/4
301 | 2 | —1/4
i1 =2 =1/4

Ezekbdl a megolddasokbdl az elsd ketté KKT pont, mivel ezeknél pozitiv a Lagrange szorzo,
a feltétel mindkettében aktiv.

i) u =0 eset
Az 1., 2. sorban szerepld egyenletekbdl egyszeriien adédik, hogy

5(71:0, 1’2:0.

A 3. sorbeli egyenlétlenség is fenndll, igy az X = (0,0) pont KKT pont az & = 0 Lagrange
szorzéval.

Most meg kell gy6zddni arrdl, hogy ezek optimaélis megoldédsok-e. Ezt az elégséges felté-
telek fenndlldsanak ellendrzésével fogjuk végezni.

Eloszor a u = 0 esettel foglalkozunk. Mivel a feltétel inaktiv, igy a C matrixot igy kapjuk,
hogy a 3. sort és 3. oszlopot elhagyjuk a V2L matrixbél, vagyis az aktualizdlt Lagrange
fiiggvény Hesse métrixdt kapjuk, mivel u = 0, igy ez a célfiiggvény Hesse matrixdval azonos:

Ez a métrix indefinit, igy az X = (0,0) pont KKT nem minimumpont.

Most az u > 0 esettel foglalkozunk, megallapithatjuk, hogy az X = (1,—2) és az X =
(—1,2) KKT pontokban a feltétel aktiv. A szegélyezett aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse
matrixa:

8u 1 8
C= 1 2u 2x
8I‘1 21’2 0
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Két KKT pont is van, ezért egyiittesen végezziik el az elégségességi tesztet. A féminor tesztet
fogjuk alkalmazni. Mivel n =2, s =1,és k=s+1,...n, igy k = 2, azaz csak egy matrix,
mégpedig a teljes C madtrix determindnsat kell kiszamitani, rovid szamolds utdan kapjuk,

hogy
det(C) = 32129 — 32u(42? + 23).
Az X = (1,-2) és az X = (—1,2) KKT pontokban (mindketténél u = ) det(C) = —128.
Mivel (—1)*det(C) = 128 > 0, igy az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa feltétele-
sen pozitiv definit, az elégségesség tételébdl pedig az kovetkezik, hogy ekkor az X = (1, —2)
és az X = (—1,2) megolddsok mindegyike szigoru lokélis minimumpont.
Javasoljuk az olvasénak az inerciateszttel torténo ellendrzést.

Feladat:
Igazolja, hogy a fennmaradé X = (1,2) és az X = (—1, —2) pontok maximumpontok.

20. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

273 + 25 — min!
T+ 233'2 z 15

Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfeleloen a feladat megszokott formédja:
flar,ze) = 227 + 3
g(x1,15) = —x1 — 229+ 150
X = R?

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(z1, 29, u) = 20° + 23 + u(—x; — 279 + 15)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

627 — u 1227 0 —1
VL= 372 — 2u , V3L = 0 6ry —2
—x; — 215 + 15 -1 -2 0

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

623 —u = 0

375 —2u = 0

—x1— 229 +15 < 0
u(—zy — 229+ 15) = 0
u = 0

Az u-ra vonatkozoé egyenldtlenségnek megfelelben a megolddst két részre bontjuk, egyik eset
az u > 0, masik eset az u = 0. Nézziik az egyes eseteket.
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i) u =0 eset
Az 1., 2. sorban szerepld egyenletekbol

Ty = 0, To9 = 0.
A 3. sorbeli egyenlétlenség nem &ll fenn, igy az X = (0,0) pont nem KKT pont.
i) u > 0 eset

Ekkor az 1., 2. és a 3. sorban szerepld most méar egyenletbdl az x1, o, u szdmokra két
megolddst kapunk, melyek az aldabbiak

ila [z ] v |
1] 3 |65
—5 |10 | 125

Mindketté KKT pont, mivel a Lagrange szorz6 pozitiv.

Most meggy6zddiink arrdl, hogy ezek optimalis megoldasok-e. Mindkét pontban a feltétel
aktiv, igy a szegélyezett aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métrixat kell vizsgdlnunk, ami
a kovetkezo:

12¢, 0 -1
C= 0 6(132 —2
-1 -2 0

A féminor tesztet fogjuk alkalmazni, mert csak egy determindnst, a teljes C matrix deter-
mindnsat kell kiszdmitani (n =2, s =1,ésk=s+1,...n, igy k = 2). A determinédns

det(C) = —48x; — 65.

Az x = (3,6) KKT pontban det(C) = —180. Mivel (—1)*det(C) = 180 > 0, igy a sze-
gélyezett aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa feltételesen pozitiv definit, az erds
elégségességi tételébol pedig az kivetkezik, hogy ekkor az X = (3, 6) megoldds szigoru lokélis
minimumpont.

Az x = (—5,10) KKT pontban det(C) = 180. Mivel (—1)*det(C) = —180 < 0, igy a
szegélyezett aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa csak azt tudja eldonteni, hogy az
X = (=5, 10) megoldds nem lehet szigori lokélis minimumpont.

Javasoljuk az olvasénak az inerciateszttel torténo ellenorzést.

Feladat:
Vizsgélja meg, hogy az X = (—5, 10) megoldds maximumpont vagy nem!

21. Példa
Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

"¢
-~ —  min!

l‘A

j=1 "/

n
E CLjZL‘j = b
Jj=1

T1,To .-, Ty > 0
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ahol a;,c; (j =1,...,n) és b pozitiv szamok.
Megoldas
A korabbi jeloléseknek megfelelden a feladat megszokott forméja:

n

C,
fx) = ) ~*
— L
7j=1
h(x) = Zajxj—bzo
j=1

X = {xeR":2;>0, j=1,...,n}
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

n

c c Cn
L(zy,x9,...,2,,0) = $—1+x—2+...+—+v(a1x1+a2x2+anxn—b)
1 2

A feladat fiiggvényei differencidlhaték az z; > 0 tartomdnyban, a Lagrange fiiggvény gradi-
ense és Hesse matrixa:

[ —;—1% +vay | [ %} 0 ap |
_;_% 1 vay 0 % o 0 a
VL= : c VL=
— 3 +van 0o 0 ... %ﬂ a,
| D4 —b a1 ay ... oa, 0|
A KKT pont meghatédrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

——j2 +wva; = 0,
Tj

n
E CLj(L’j = b
j=1

Az els6 sor egyenleteibdl z;-re kapjuk, hogy

7=1,....n

1 Cj
1, =—=,/2 i=1,....n
J ﬁ (lj’ J ) )

amelyet a masodik sorbeli, azaz a feltételi egyenletbe behelyettesitve a v Lagrange szorzora
az aldbbi adédik

2

n
D Vet
k=1

b ’

v =

ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe, az alabbi KKT pontot kapjuk:

Cb
T= )t j=1...n

Y
a;
E A/ CrQ}
k=1
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Most meggy6zddiink arrdl, hogy a fenti KKT pont optimélis megoldéds-e. A szegélyezett
matrix:

25% 0 a
1
0 2_L32 0 asg
T2
C= :
0o 0 ... % an,
n
ap az ... a, O

Az inerciateszttel ellenérizziik, hogy a KKT pont lokdlis minimumpont. Az aktualizalt Lag-
range fiiggvény Hesse matrixdnak blokkja diagonédlis métrix és a fédtlobeli elemek pozitivak.
Ha a pivotelemet mindig a féatléban fentrol lefelé valasztjuk, akkor azt tapasztaljuk, hogy
fgy a Schur-komplemensek egy elem kivételével azonosak lesznek a C maétrix megfelel6 ele-
meivel, a nem egyezd elem a jobb alsé elem, amely mindig csokken. Az aldbbi 1 x 1-es
Schur-komplemenst kapjuk n darab principdlis pivotalds utdn

3 3

2~ 2 2 =3
I S P 0Ty

2¢1 2co Cn

Az n darab principélis pivotélds sorén az inercia Iner = (0,0, n), mert mindegyik pivotelem
pozitiv; az 1 x 1-es blokk pedig negativ, igy Iner = (1,0,0). Mivel Iner(C) = (1,0,n), igy
az inerciateszt alapjan az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa feltételesen pozitiv
definit, ami azt jelenti, hogy a kapott KKT pont szigori lokdlis minimum.

Megjegyezziik, hogy az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa (a C matrix n X n-
es féminorméatrixa) pozitiv definit, mivel diagondlis matrix és a foatloban 1évé tsszes elem
pozitiv, igy a gyenge elégségességi feltételt is alkalmazhattuk volna.

22. Példa

Legyen az (z1,x9) sitkon adva a —z; + 12 = 3 egyenes és az egyenes egyik oldaldan két
pont, amelyek legyenek A(2,1) és B(8,7). Az A pontbdl szeretnénk eljutni a B pontba
egyenes vonali, egyenletes sebességii mozgdssal gy, hogy érintsiik az egyenest és a megtett
it hossza a lehet6 legrovidebb legyen.

Megoldas

Legyen a keresett pont az egyenesen a P(xi,z3) pont. Feladatunk dgy meghatédrozni
az egyenesen 1évé P(xy,z5) pontot, hogy az AP és a PB szakaszok hosszdnak sszege a
legkisebb legyen. Az aldbbi feltételes optimalizaldsi feladatot kell megoldani:

Vi —2)24 (2 — 1)2 + /(21 — 8)2 4 (22 — 7)2 — min!
—$1+$2—3 =0

A feladat Lagrange fiiggvénye:

L(zy,79,0) = /(21 — 2)2 + (29 — 1)2 + /(21 — 8)2 + (32 — 7)2 + v(—z1 + 29 — 3)
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A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

o xr1—2 r1—8
+ J—
Vo2he? | Vet
VL = o o
V(@1-2)2+(z2—1)? * V (21-8)2+(x2—T7)? tuls
| —(131+(E2—3
i (20 (@0 (@-2@-l) (21-8)(z2-T) _
((@1-2+(@2-1)%)2  ((21-8)*+(x2-7)%)2 (@1-2°+@2-1)?)2  ((@1-8)*+(x2-7)%)2
VL = | L@ @-8@-D) @-2? (01-8°
(@12 +(@2-1)%)2  ((@1-8)>+(22-7)%)?2 ((@1-2)%+(22-1)%)2  ((21-8)°+(x2-7)%)2
-1 1

A KKT pont meghatdrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

CE172 z1—8 —
+ —v=0
V(@122 +(z2-1)%  \/(21-8)*+(z2-7)2

zo—1 xro—T _ O
V(21-2)?+(z2-1)2 * V(@1-8)2+(22-7)2 v

—$1+ZE2—3:O

A KKT pont és a Lagrange szorzé: x1 =3, 19 =6, v = —0.784 . A szegélyezett matrix

0.19612 —0.07543 -1
C=| —-0.07543 0.29341 1
-1 1 0

Mivel n = 2 és s = 1, igy a C maétrix determindnsat kell csak kiszamitani, amelynek értéke
det(C) = —0.24138 . Mivel (—1)*det(C) > 0, igy a féminorteszt alapjan megallapithatd,
hogy a Lagrange fiiggvény Hesse métrixa feltételesen pozitiv definit. Tehdt a kapott P(3,6)
ponton valé dthaladds esetén tessziik meg a legrévidebb utat az A és B pontok kozott. A
minimélis ithossz pedig: 21v/26 ~ 10.2 .

A példénal maradva, tegyiik fel, hogy az AP szakaszt egyenletes v = 2 sebességgel, a PB
szakaszt pedig szintén egyenletes, de v = 3 sebességgel tessziik meg. Az A pontbdl most gy
szeretnénk eljutni a B pontba, hogy érintsiik az egyenest és az utat a lehet6 legrovidebb id6
alatt tegyiik meg. Ekkor az aldbbi feltételes optimalizalési feladatot kell megoldani:

1 1
5\/(1’1 — 2)2 + (.%'2 — 1)2 -+ g\/(l’l — 8)2 + (.1'2 — 7)2 —  min!
—T1 -+ To — 3 = 0

A feladat megolddsa: P(1.53,4.53), a Lagrange szorzé: —0.38, a sziikséges minimalis 1d6:
4.1, a megtett 1t hossza: 10.5 .

Most pedig tijabb sebességviszonyokkal is oldjuk meg a feladatot, az AP szakaszt v = 4,
a PB szakaszt v = 3 sebességgel tegyiik meg.

A feladat megolddsa: P(4.16,7.16), a Lagrange szorz6: —0.25, a sziikséges minimélis id6:
2.9, a megtett 1t hossza: 10.4 .

A feladat grafikusan is megoldhaté az aldbbi médon: valamelyik pontot tiikrozziik az
egyenesre merolegesen, a tiikorpontot és a masik pontot Osszekotd egyenes szakasznak az
egyenessel valé metszéspontja lesz a megoldés.
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Megfigyelhetjiik, ha nem azonos sebességgel haladunk, akkor a megoldds eltér ettdl a
ponttdl, mégpedig a kisebb sebességli szakasz irdnydba. Természetesen a megtett tavolsdg
novekszik.

23. Példa
Adott R > 0 sugari gombbe irhaté egyenes korhengererek koziil melyiknek a térfogata
maximélis?

Megoldas

Jelolje z; a korhenger sugardt, zo a korhenger magassdgdnak a felét. Ha a gémbbe be
akarjuk frni a hengert, akkor annak alapkore és fedokore is a gobmbon van, ekkor pedig a
korhenger sugara és a magassdaganak fele kozott az 2 + 22 = R? 6sszefiiggésnek fenn kell
allnia. A feltételes optimalizédlasi feladat tehat az alabbi:

rirr, — max!
2., .2 _  p2
ri+x; = R

X1, To > 0
A feladat Lagrange fiiggvénye (oszthatjuk a célfiiggvényt m-vel):
L(z1,72,v) = 23wy + v(R? — 23 — 13)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

2x1T9 — 2210 200 — 20 211 214
VL= 2?2 —2x9v |, VL= 214 —2u  —2x,
R? — 23 — 22 —2r1 229 0

A KKT pont meghatédrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

20129 — 2210 =0
2 — 2x9v =0
R*—22—123=0

A KKT pont és a Lagrange szorzo:

R
T = \/ﬁﬁ7 To =

ko
V3 V3

A szegélyezett matrix:

0 2\/5% —2\/5%

R R R
—2\/573 -2k 0

A példdban n = 2 és s = 1, tehat k = 2, igy a C maétrix determindnsat kell csak kiszamitani,
amelynek értéke det(C) = %R3. Mivel (—1)kdet(C) > 0 minden R > 0 esetén, igy a
féminorteszt alapjan megdllapithaté, hogy a Lagrange fiiggvény Hesse matrixa feltételesen
negativ definit, ami azt jelenti, hogy a KKT pont maximumpont.
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Tehdt a maximalis térfogati korhenger sugara \/5\%, magassaga 2\%, térfogata pedig
\%41?33”. Mint tapasztalhatjuk a a magassag a sugar v/2-szorose, a maximalis térfogat pedig
a gomb térfogatanak \/Lg-szorosa.

Feladat:
Adott R > 0 sugard gombbe irhaté egyenes korhengererek koziil melyiknek a teljes
felszine maximalis?

24. Példa
Mekkora annak a téglatestnek a harom kiterjedése, amelynek az egy csicsban taldlkozé
élek hosszisdganak osszege legfeljebb s > 0, a térfogata pedig maximaélis?

Megoldas
Jelolje x1, xo, x3 az oldalak hosszat. Ekkor a feltételes optimalizaldsi feladat:

T1T2T3 — max!
T +To+a3 S s
>

T1,T2,T3

A feladatot maximum feladatként kezeljiik, igy a feltétel: g(x) = s —x; — 29 — 23 2 0.
A feladat Lagrange fiiggvénye:

L(z1, 9, x3,u) = T12223 + u(s — 11 — T2 — T3)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

Tok3 — U 0 x3 xo9 -1

VI — T1T3 — U V2 — z3 0 =z -1
T1Xy — U ’ To 1 0 =1

S— T — Ty — T3 -1 -1 -1 0

A KKT pont meghatdrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

Toxs —u =0
r1z3—u=20

T1x9 —u=0
s—x1—r9—2x3=0
u(s —xy —x9 —x3) =0
u=0

A KKT pont és a Lagrange szorzé, amelyet az olvasé is konnyen ellenorizhet:

2

s s s s
$1:§; $2:§7 $3—§; u=—>0
A szegélyezett matrix:
0 %s %s —1
1 i
_ 58 0 58 -1
C %s %s 0 -1
-1 -1 -1 0
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Az inerciatesztet érdemes alkalmazni, elészor kettos pivotaldst kell végezni, célszeriien va-
lamelyik —1-es elemet vélasztva pivotelemnek. A C matrix inercidja Iner(C) = (3,0,1)
minden s > 0 esetén, igy a Lagrange fiiggvény Hesse matrixa feltételesen negativ definit,
ami azt jelenti, hogy a KK'T pont maximumpont.

Tehat azt kaptuk, hogy a hdrom oldal azonos, azaz kockét kaptunk, az oldalak hossza 3,

. ’1e , 3
a maximélis térfogat 3.

Feladat:
Mekkora annak a téglatestnek a harom kiterjedése, amelynek a térfogata legaldabb V' > 0,
a felszine pedig minimalis?

25. Példa

Adottak az x1 —xo +1 =0 és a 221 — 9 — 2 = 0 egyenesek. A két egyenes az (x1, x5)
stkot négy tartomédnyra osztja. Tekintsiik azt a tartoményt, amely az origét tartalmazza.
Hatédrozza meg a tartomdany azon pontjait, amelyeknél az f(z1,z) = x129 fliggvény értéke
a legkisebb! A megoldést az aldbbi lépésekben végezze el:

a) Irja fel az optimalizalasi feladatot matematikai formaban!

b) Hatdrozza meg az ¢sszes KKT pontot!

c) Dontse el, hogy az egyes KKT pontok koziil melyik lokélis minimumpont!

d) Hatdrozza meg a globalis minimumpontot!

Megoldas

a) A matematikai modell felirdsa:

Ahhoz, hogy felirhassuk a feladatot matematikai formaban meg kell hatdrozni a feltételi
halmazt. Egyszerii behelyettesitéssel megéllapithat6, hogy az origd, az x = (0,0) pont egyik
egyenesen sincs rajta, tehdt akkor az origdé az egyenesek altal kijelolt valamelyik féltérben
van. Mivel az origéban z; — x5 + 1 > 0 és 211 — x9 — 2 < 0, igy a keresett félterek az
T1—To+ 1206 a2r; —xy —2 <0 feltételekkel irhatok le. Tehdt a kordbbi jeloléseknek
megfeleléen a feladat matematikai forméja:

f(z1,22) = 129 — min!

g1(r1,29) = —x14+22—1520

g2(x1,29) = 221 —29—250
X = R?

b) KKT pont meghatarozasa
A feladat Lagrange fiiggvénye:

L(ZL‘hI’Q, Uy, Ug) = I1T9 + ul(—xl + Ty — ].) + U2(2[L’1 — L9 — 2)

A fiiggvények differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

Ty — U1 + 2up 0o 1 -1 2

. T1+ UL — U2 27 1 0 1 —1
VL= —SL’1+$2—1 ’ VL= —1 1 0 0
2%1—112—2 2 —1 0 0

A KKT pont meghatédrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:



11. PELDAMEGOLDASOK 73

To —Up +2uy =0
$1+U1—u2:o
—11+29—1520
201 — 29— 250
Ul(—ZL‘l‘I‘CL’Q—l):O
UQ(2$1 —1'2—2) =0
Ul,Ung

A fenti rendszer megolddsat az uq, us Lagrange szorzok értékeitdl fiiggden 4 esetre bontjuk
szét, amelyek a kovetkezok.

i) up = ug = 0 eset
Az elsd két egyenletbdl azonnal adédik az x = (0,0) pont. Mivel ez a megoldés teljesiti
a két primal feltételt is, igy az x = (0,0) megoldds KKT pont.

ii) up > 0,uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és az elsé komplementaritési feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

xg—ulz()
xl—i—ul:O
—[L’1—|—l’2—1:0

1 1

A megoldds: 71 = —3, 2o = 5, U1 = % Ez a megoldds maradéktalanul teljesiti a tobbi KKT
11

feltételt, igy az x = (—3, 5) vektor KKT pont az u; = %, uy = 0 Lagrange szorzékkal tgy,
hogy a ¢, feltétel aktiv, a g, feltétel inaktiv.

iii) u; = 0,u2 > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a m&asodik komplementaritdsi feltételbol adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

.I'Q—FQ/LLQ:O
Jll—UQ:O
2(1]1—$2—2:0

A megoldés: z; = %, To=—1, us = % Ez a megoldds maradéktalanul teljesiti a tobbi KKT
feltételt, igy az x = (%, —1) vektor KKT pont az u; = 0,uy = % Lagrange szorzokkal gy,
hogy a ¢, feltétel inaktiv, a gy feltétel aktiv.

iv) uy > 0,uz > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a két komplementaritdsi feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:
To — Uy +2uy =0
T1+ UL — Uy = 0
—T1 + Ty — 1=0
200 — 15— 2=0

A megoldés: 1 =3, 19 =4, uy = —10, ug = —7. Az x = (3,4) nem lehet KKT pont, mert
a Lagrange szorzokra nem teljesiil a nemnegativitas.

Osszefoglalva az eseteket, harom KKT pont adédott, amelyek az aldbbiak
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1. KKT pont: 1 =0, 25 =0, u; = 0, us = 0, és egyik feltétel sem aktiv,

2. KKT pont: z; = Ty = %, up = %, uy = 0, és az elso feltétel aktiv, a mésodik
feltétel inaktiv.

3. KKT pont: z; = %, To = —1,u; =0, us = %, és az elso feltétel inaktiv, a masodik
feltétel aktiv.

1
-5

c¢) Lokdlis minimum meghatarozasa

Most megvizsgaljuk az elégséges feltétel segitségével, hogy a KKT pontok optimélis
megolddsok-e. Ehhez felépitjiik a sziikséges C madtrixot a Lagrange fiiggvény Hesse maét-
rixa segitségével.

Az 1. KKT pont esetén a Hesse matrixbdl torolniink kell a 3., 4. sort és a 3., 4. oszlopot,
a maradék matrixba pedig be kell helyettesiteni a KKT pont meghatarozédsdnal kapott zq,

Zo, U1, Uy értékeket.
01
c=[14]

A C matrix jelen esetben a célfiiggvény Hesse métrixa, mert mindkét feltétel inaktiv és
uy = 0, ug = 0. Kénnyen meggy6zédhetiink arrél, hogy a C métrix indefinit, igy az x = (0, 0)
nem minimumpont, hanem nyeregpont.

A 2. KKT pont esetén a Hesse métrixbdl torslniink kell a 4. sort és a 4. oszlopot, a
maradék métrixba pedig be kell helyettesiteni a KK'T pont meghatarozdsanal kapott xq, zo,
uq, usy értékeket.

0 1 -1
C= 1 0 1
-1 1 0

Az inercia teszt alapjan Iner(C) = (1,0,2) adédik, amely szerint az x = (—3, 3) szigord
lokdlis minimumpont.

A 3. KKT pont esetén a Hesse métrixbdl torslniink kell a 3. sort és a 3. oszlopot, a
maradék métrixba pedig be kell helyettesiteni a KK'T pont meghatéarozdsanal kapott xq, zo,
uq, us értékeket.

0o 1 2
C=|1 0 -1
2 -1 0

Az inercia teszt alapjan Iner(C) = (1,0,2) adédik, amely szerint az x = (%, —1) szigort
lokdlis minimumpont.

d) Globélis minimum meghatarozédsa

Példankban két szigori lokdlis minimumpont is adédott, ezekbdl egyszertien kivalaszt-
hatjuk a globdlis minimumpontot, mégpedig a célfiiggvénybe torténd behelyettesitéssel. Az
f(—3,3) = —3% és az f(5,—1) = —5 értekek koziil az utébbi a kisebb, gy a feladat szigord

T 202 4 PE
globdlis minimumpontja az x = (%, —1) pont, a célfiiggvény minimumaz—%.

26. Példa
Tekintsiink egy gazdasagi problémat. Legyen két termelési tényezo, mondjuk téke és mun-
ka. A termelés sordn a termelési tényezok felhaszndlt mennyiségét jelolje rendre zq1,xo. A

termelési tényezok egységara legyen p; = 3, ps = 4. Legyen tovdbba adott az f (1, z2) = 2323



11. PELDAMEGOLDASOK 75

un. Cobb-Douglas-féle termelési fiiggvény, amely a termelési tényezokkel elodllithaté termék-
mennyiséget fejezi ki a termelési tényezok mennyiségének fiiggvényében. Hatdrozzuk meg a
termelési tényezok azon optimaélis mennyiségét, amellyel a legkevesebb koltséggel legalabb
q = 8 termékmennyiség dllithaté elo!

Megoldas

A probléma matematikai modelljét egyszeriien felirhatjuk, hisz a termelés koltsége 3z, +
44, a termelési tényezok mennyisége pedig nem lehet negativ, igy a matematikai modell a
kovetkezo:

31’1 + 43}'2 —  min!
vy 2 8
T, T2 z 0

A termékmennyiségre el6irt feltételbol azonnal ldthatd, hogy egyik dontési valtozé sem lehet
zérus, 1gy a masodik feltétel x1, xo > 0 alakban frhaté. A szokdsos jeloléssel az optimalizdlasi
feladat alakja:

f(z1,29) = 3x1 + 429 — min!
g(x1,20) = 8—a323 <0
(x1,22) € X ={(x1,22) : 71,22 > 0}
A Lagrange fiiggvény:
L(z1, 22,u) = 311 + 429 + u(8 — 2523)

A Lagrange fiiggvény gadiense és Hesse matrixa:

3 — Buxizs —6buziri —6urize —37iT3
VL= |4-2uxdz, |, V2L = | —6uzizy, —2uzr? —22%1,
8 — x3x3 —322x3 —213w, 0
A KKT feladat:
3—3urir: = 0
4 —2uzizy, = 0
8§—atxd < 0
u(8 —z373) = 0
u = 0
(371, 33'2) € X

Az u Lagrange szorzé csak pozitiv lehet, amely az elsd két egyenletbdl azonnal ldthat6.Az
u > 0 esetben az alabbi egyenletrendszert kell megoldani:

2,2 _
3urir, = 3
Quaizy =

2.3 _
1Ty =
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Az els6 két egyenletet elosztjuk egymadssal és a kapott x; = 2z, Osszefiiggést a harmadik
egyenletbe behelyettesitve a megoldds, amely kielégiti az (z1,z2) € X feltételt, a kovetkezo:

1
T =2, To =1, UZZ'
Most meggy6zddiink arrél, hogy az x = (2,1) KKT pont valéban minimumpont. Ehhez a

C matrixot kell el6allitani, amely a Lagrange fiiggvény Hesse méatrixdbdl egyszer{i behelyet-
tesitéssel adodik.

-3 -6 —12
C=| 6 -4 -16
-12 =16 0

Az inerciateszthez sziikséges szamitdsok:

8 8

—6 -4 —16 ; 48} [40] .

-3 -6 —12 {
—-12 —-16 0
Mivel az Iner(C) = (1,0, 2), igy a KKT pont szigori lokélis minimumpont, tehédt az els6
termelési tényezobol 2, a mésodik termelési tényezobol pedig 1 mennyiséget kell felhasznalni,
hogy az el6irt termékmennyiséget minimadlis koltséggel tudjuk elddllitani.

27. Példa

Tekintsiink egy masik gazdasdgi problémat. Legyen két termék és ezeket egy fogyasz-
t6 meg akarja vdsdrolni. A termékek egységdra rendre 3,4 pénzegység. A fogyaszté dltal
vésarolt termékmennyiségeket jelolje 1, xo. Legyen tovdbba adott az f(z1,zs) = 2323 Un.
Cobb-Douglas-féle fiiggvény, amely a fogyaszté dltal megvéasarolt termékek hasznossdgat fe-
jezi ki. Mennyit vésdroljon a fogyaszté az egyes termékekbdl (mi legyen a fogyaszt6i kosar),
ha maximaélis hasznossdgot akar biztosftani, de a vasédrlasra 10 pénzegységnél tobbet nem

akar forditani?

Megoldas

A probléma matematikai modelljét egyszertien felirhatjuk, hisz a vdsdrlasra forditott
pénzmennyiség 3x; + 4x,, a termékmennyiség nem lehet negativ, igy a matematikai modell
a kovetkezo:

3,.2

xrir; — max!
3ry+4x, <10
Ty, T2 z 0

Egyik dontési vdltozo sem lehet zérus, hisz ekkor a célfiiggvény zérus lenne, a feltétel pedig
megenged ennél nagyobb hasznossdgot is (pl. az x = (1,1) fogyaszt6i kosér esetén 1), igy
a masodik feltétel x1, x5 > 0 alakban frhaté. A szokdsos jeloléssel az optimalizaldsi feladat
alakja:

f(z1,29) = =25 — max!
g(x1,29) = 10—3x1 —425 20
(x1,29) € X ={(x1,22) : x1, 29 > 0}
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A Lagrange fiiggvény:
L(z1, 29, u) = 2325 + u(10 — 32, — 45)

A Lagrange fiiggvény gadiense és Hesse matrixa:

3x2x2 — 3u 6z175 6x32x9 —3
VL= 203wy —4u |, V2L = | 6222, 223 —4
10 — 4x9 — 324 -3 —4 0
A KKT feladat:

32273 —3u = 0
2031y —4u = 0
10 — 429 —3z; = 0
w(10 — 4xe — 3x1) = 0
u = 0
(x1,22) € X

Mivel el6irtuk, hogy x1, 29 > 0, igy az u Lagrange szorzé csak pozitiv lehet, amely az els6 két
egyenletbdl azonnal lathaté. Az u > 0 esetben az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:

37275 —3u = 0
2037y —4u = 0
10 — 4.1'2 — 3(E1 =

Egyetlen megoldas adodik, amely a kovetkezo:
r1 =2, ro=1, u=4.

Most meggy6zddiink arrél, hogy az x = (2,1) KKT pont valéban maximumpont. Ehhez a
C matrixot kell el6allitani, amely a Lagrange fiiggvény Hesse méatrixdbdl egyszer{i behelyet-
tesitéssel adodik.

12 24 -3
C=1|24 16 —4
-3 -4 0

Az n = 2 és s = 1 miatt a fdminorteszt is konnyen eredményt ad, hiszen csak a C métrix
determindnsat kell kiszamitani (k = 2), amely det(C) = 240. Mivel (—1)*det(C) > 0, fgy a
KKT pont szigori lokdlis maximumpont, tehét a fogyasztéi kosar tartalma az elsé termékbol
2, a mésodik termékbdl pedig 1 mennyiség. A maximaélis hasznossdg 8 egység.

28. példa
Oldjuk meg az aldabbi optimalizélasi feladatot!

T173r3 — max!

2
$1+£I?2+(133

\YARIVAN
~J

Z1,T2,T3
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A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(z1, 29, , 73,u) = 12523 + u(7 — 71 — T9 — T3)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

T3T3 — U 0 2ror3 T2 -1

_ 2010273 — U oy | 2xex3 213 21179 —1
VL= 1175 — 2uTs : VL= 2 2wz —2u  —2m3

7—x1—x2—x§ —1 —1 —2x3 0

A KKT pont meghatdrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

r3r3 —u =10
2012903 —u =0
1173 — 2urs =0
T—x1— Ty — 12320
uw(7T—x1 — 29 —23) =0
uz=0

1, T, x3 >0

Konnyen beldthato, hogy © = 0 nem lehet, ha pozitiv megolddsokat keresiink. Az u > 0
esetben az aldbbi egyenletrendszer pozitiv megoldasait kell megkeresni

r3r3 —u =10

2x12903 —u =0

T175 — 2urs =0
w(7T—x1 — 29 —235) =0

Az egyenletrendszer megoldasa r1 = 2,19 = 4,23 = 1,u = 16. A KKT pont x = (2,4,1),
u = 16 Lagrange szorzéval.
A C maétrix a Lagrange fiiggvény Hesse métrixabol

0 8 16 -1
8§ 4 16 -1
16 16 —-32 -2
-1 -1 -2 0

C:

Az inercidhoz sziikséges Schur komplemensek

0 8 16 -1

8 4 16 -1 jg :;g ; —-80 1 [
16 16 —32 —2 |’ .9 1|’ 1 =2 80
-1 -1 -2 0 1

A pivotelemvélasztds a féatléban rendre: 4, —16, —80, —%, igy Iner(C) = (3,0,1), tehat
az aktualizalt Lagrange fiiggvény feltételesen negativ definit, igy az x = (2,4,1) KKT pont

maximumpont.

29. Példa
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Oldjuk meg az aldbbi optimalizélasi feladatot!

211 — T2 — min!
pi+ry <01
(21 —3)°+22 < 4

Megoldas
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(xy, &9, Uy, ug) = 231 — Tg + ug (22 + 22 — 1) + ug((zy — 3)° + 22 — 4)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

2+ 2U1.T1 + 2U2 (Il - 3) 2u1 -+ 2U2 0 256'1 2.%’1 —6
. -1+ 2U1£(72 + 2U2[E2 27 0 2U1 + 2U2 2$2 2(L’2
VL= 2+ i1 ’ VL= 214 214 0 0
22+ (- 3)° —4 21, — 6 25 0 0

A KKT pont meghatdrozdsidhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

2+ 2uyxy + 2up (17 —3) =0
—1+2U1£2+2U2I2 =0
24 25-150

23+ (11 -3 =420
u(z?+22-1)=0

uy((zy —3)° + 22 —4) =0
U, Uy = 0

A fenti rendszer megoldédsat a uy, us Lagrange szorzok értékeitdl fiiggben 4 esetre bontjuk
szét, amelyek a kovetkezok.

i) u; = uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal ellentmondds adddik.

i) ug > 0,u9 = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és az elsé komplementaritési feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

211 +2 =10
2U1$2 —1=0
2422 -1=0
Két megoldés is adédik, de az egyikben u; < 0, a mésik megoldds: z; = —\%,mg = \/Lg Ez

a megoldas azonban nem teljesiti a mésodik primdl feltételt.

i) ug = 0,uy > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a mésodik komplementaritdsi feltételbol adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

2UQ<.171—3)+2:0
2’&2{232—1:0
23+ (11 —3)°—4=0
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Szintén két megoldds adédik, a megoldds, amelynél uy > 0: z; = 3 — % 2. Eza
megoldds pedig az els6 primaél feltételt nem teljesiti.

iv) uy > 0,uz > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a két komplementaritasi feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

2+ 2uyxy + 2ug (17 —3) =0
—1+ 2uix9 + 2usxy =0
24+ -1=0

23+ (11 -3 —4=0

Az egyenletrendszernek nincs megolddsa.

Osszefoglalva tehst nem kaptunk KKT pontot. Az (1, 75) stkon dbrédzolva a tartoményt
azt latjuk, hogy az els6 feltételt az origé kozépponti 1 sugari kor, a masodik feltételt pedig
a (3,0) kozéppontu 2 sugard kor pontjai és belseje elégiti ki. A két korlap metszete egyetlen
pont, az (1,0) pont. Ez pedig biztosan optimédlis megoldds. Tehat a KKT ponton keresztiil
nem tudtuk meghatdrozni az optimaélis megoldést. FEz nem véletlen, hiszen a tartomény
nem Slater reguldris, a feltételi fiiggvények ugyan konvexek, de nincs ugyanis olyan pont,
amelyben a < feltételek szigori egyenlétlenséggel (<) teljesiilnének, azaz nincs belsd pont.

Feladat:
A Fritz-John ponton keresztiil hatdrozza meg az optimélis megold4st!

30. Példa

Tekintsiink n befektetési eszkozt, amelyek varhaté hozama rq, o, ..., 7,. Az egyes befekte-
tési eszkozok hozamai kozott ismert a C = [¢;;] kovarianciamatrix. A befektetési eszkozoknek
egy olyan portféliéjat kivanjuk osszedllitani, amely a befektetének maximalis hozamot biz-
tosit a portfélié egy megadott szintii variancidja (022,) mellett. Ezt a modellt Markowitz-féle
portfélickivilasztdsi modellnek nevezik. Jelolje x1, zs, ..., , a befektetési eszkozok ardanydat
a portfélioban. A modell matematikai forméja az aldbbi:

n

E r;r; — max!

=1

n n
2
XiCij O'p

i=1 j=1
Ty t+x2+ ...+ Ty

T1,T2y...,Tp

1\

0

Oldjuk meg a feladatot az aldbbi adatokkal. Legyen harom befektetési eszkoziink. Az egyes
hozamok (r;) legyenek rendre: 30,40,50, a portf6lié eléirt variancidja legyen af) = 0.26, a
kovarianciamétrix pedig legyen

0.8 —-0.2 0.1
C=|-02 05 03
01 03 04
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Az optimalizalési feladat tehat az aldbbi:

30x; + 40z9 + 5023 — max!

0.827 — 0.47129 + 0.22123 + 0.525 + 0.62923 + 0.423 = 0.26
T1+2ro+x3 = 1
T1,T9,23 = 0

Megoldas
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(C(Il, T2,T3, V1, Ug) = 305(31 + 40I2 + 50%3 +
+01(0.827 — 0.42129 + 0.22,25 + 0.525 + 0.62573 + 0.4235 — 0.26) +
—FUg(l’l + To + 13 — 1)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse matrixa rend-
re a kovetkezo:

30 + v (1.6x7 — 0.4z + 0.223) + vo

40 + U1 (—0.4331 + o + 06%3) + Vg

50 + vy (0.221 + 0.629 + 0.8x3) + vy

O.8m% —0.4x129 + 0.22123 + O.5x§ + 0.6z923 + 0.4m§ —0.26
Tr1+ Lo+ x3 — 1

1‘6?}1 —0.401 0.21)1 16[1)1 - 041’2 + 02?[]3

—0.4v; V1 0.6v; —0.421 + x5 + 0.623

0.2v4 0.6v; 0.8v; 0.221 + 0.6x5 + 0.823
1.6z1 — 0.429 +0.203 —0.427 + x5 + 0.623 0.227 4+ 0.6z + 0.823 0
1 1 1 0

A KKT pont meghatdrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

30 + U1 (161’1 — 041172 + 02[)33) + Vo é 0

40 + U1 (—041‘1 —I— ) + 06I’3) —f- V2 é 0

50 + vy (0.221 + 0.625 + 0.823) +v2 = 0

0.822 — 0.4x119 + 0.22123 + 0.523 + 0.62973 + 0.42% — 0.26 = 0
$1+LE2+$3—1:O

[30 + v (16[L’1 — 041‘2 + 021’3) + Uz] T, = 0

[40 + v (—0.4131 + Zo + 06ZL‘3) + Ug] T = 0

[50 4 v1 (0.2x1 + 0.6x2 4 0.823) + v3] 23 =0

T1,T2,T3 z 0

Meglehet6sen bonyolult rendszer adédott. Az egyenleteket tekintve az aldbbi 6t egyenletbdl
allé egyenletrendszert kell megoldani az 6t ismeretlenre, a megoldandé egyenletrendszer:

0.872 — 0.4z119 + 0.22123 + 0.523 + 0.62973 + 0.42% — 0.26 = 0
T1+ro+23—1=0

[30 + v (16[L’1 - 041‘2 + 02133) + UQ] T = 0

[40 + v (—0.41]1 + Zo + 06£L‘3) + UQ] Ty = 0

[50 4+ v1 (0.2x1 + 0.6x2 4 0.823) + v3] 23 =0

e e R S
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Négy megoldas adédik, amelyek az aldbbiak:

’ 1 ‘ T ‘ i) ‘ T3 ‘ V1 ‘ (%]
110.58|0.42 0 17.46 | —43.27
210.24|0.76 0 —17.46 | —28.48
310.62]096 | —0.58 | 77.15 | —68.02
41022(027| 051 | =77.15| —2.74

Az els6 két megoldds nem teljesiti a KKT feltételek koziil az elsé hdrom egyenlétlenséget,
a harmadik megolddsban pedig x3 negativ. A negyedik megoldds minden tovabbi KKT
feltételt teljesit, igy az x1 = 0.22, x5 = 0.27, 3 = 0.51 KKT pont, a Lagrange szorzok pedig:
vy = —T77.15,v9 = —2.74 . Tehdat a portfélibban az egyes befektetési eszkozok ardnya rendre
22%, 27%, 51%. Még meg kell gyéz6dni arrdl, hogy ez valéban optimélis megoldds. Mivel
minden dontési valtozé pozitiv, igy a Lagrange fiiggvény Hesse métrixa lesz a szegélyezett
C matrix. Nem kell tehét kiegésziteni egységvektorokkal a VL métrixot.

—123.44 30.86 —1543 035 1

30.86 —T77.15 —46.29 048 1

C=| —1543 —-46.29 —-61.72 0.61 1
0.35 0.48 0.61 0 0

1 1 1 0 0

Mivel Iner(C) = (3,0, 2), tehét az aktualizalt Lagrange fiiggvény feltételesen negativ definit,
igy a fentebb adédott KKT pont maximumpont.

31. Példa

Egy véllalat két terméket &llit el két erdforras igénybevételével. Az els6 termék egység-
nyi mennyiségii gyartdsahoz az elsd eréforrdsbdl 1, a masodik erdforrdasbol 0.2 mennyiséget
haszndl fel. A mé&sodik termék egységnyi mennyiségii gyartdasihoz az elsé eréforrasbol 0.5,
a mésodik er6forrdsbdl is 0.5 mennyiséget haszndl fel. Az els6 erdforrds egységara pf = 375,
a masodiké p§ = 750 pénzegység. Az elsd termék eladdsi egységdra pi = 2000, a mdso-
diké ph = 3000 pénzegység. Egy adott iddszakban az elsd erdforrdsbol legfeljebb 980, a
masodikbdl pedig legfeljebb 220 mennyiség hasznalhaté fel. Tegyiik fel, hogy a megter-
melt termékeket el is tudjuk adni. Hatdrozzuk meg az adott idészakban egyes termékekbol
termelheté mennyiséget, ha maximaélis nyereségre torekszik a véllalat!

Megoldas

Jelolje 1, x5 az egyes termékekbdl gyartott mennyiségeket. A nyereség a termékek el-
addsabol szdrmazoé drbevétel és a felhaszndlt erdforrdsokra forditott kiadds kiilonbsége.

A termékek eladdsdbdl szarmazé drbevétel: plxy + phas.

Az x1, x5 mennyiségli termék gydrtdsdhoz az elsd erdforrdsbdl zp + 0.5z2, a masodik
eroforrdasbdl 0.2x1 + 0.5x5 mennyiséget haszndlnak fel a technoldgiai adatok szerint.

A felhasznalt er6forrasokra forditott kiadds: p§(z1 4+ 0.5x9) + p5(0.221 + 0.5125).

A nyereség a termékek eladdsabol szérmazé drbevétel és a felhasznélt eréforrasokra for-
ditott kiadds kiilonbsége: [pt a1 + phao] — [(p§ (21 + 0.525) 4+ p5(0.221 + 0.522)], amely az dra-
datokkal: 1475z + 2437.5x5.



11. PELDAMEGOLDASOK 83

A modell matematikai forméja az aldbbi:

14752 + 2437.529 — max!
21+ 0.522 < 980
0.2z + 0.5z < 220
T1,9 = 0

Az optimadlis megoldds: x; = 950, x5 = 60, a maximalis nyereség 1547500, az arbevétel:
2080000, a kiadds: 532500.

Feladat:
Oldja meg a fenti linedris programozési (LP) feladatot szimplex médszerrel és a KKT
pont meghatdrozédsan keresztiil! Hasonlitsa dssze a megoldédsok idoigényét!

Modositsuk a feladatot gy, hogy a termékek eladési egységara fiigg a gydrtott (eladott)
mennyiségt6l, mégpedig az aldbbi médon: az elsé terméké pi = 2000 — 0.5z; — 0.152+,
a mésodik terméké ph = 3000 — 0.2z; — 1.5z5. Az erbforrdsok egységdra pedig az adott
er6forrdsbol felhasznalt mennyiségtdl fiigg az aldbbiak szerint: p = 375 — 0.05(x1 + 0.525),
ps = 750 — 0.1(0.2x; + 0.5x5). Ekkor a célfiiggvény a kovetkezoképpen maédosul:

[ptlxl +p§l’2} — [(pi (ZEl + 051‘2) + p§(0.2x1 + 051’2)} =
—{[(375 — 0.05(x1 + 0.522)) (21 + 0.522)] + [(750 — 0.1(0.221 + 0.532))(0.221 + 0.55)]}

A szorzésokat elvégezve a célfiiggvény egyszeriibb formaja:
147521 + 2437.525 — 0.4462% — 0.287, 75 — 1.462575

Osszefoglalva a megoldandé optimalizdlasi feladat a kivetkezé:

14752, + 2437.5x5 — 0.4462% — 0.287 75 — 1.462525 — max!
z1+ 052, < 980
0.2x2; +0.52, < 220
T1,T9 = 0

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L = 14752, +2437.525—0.44627—0.2821 25 —1.462525 +11 (980 — 11 —0.529) +15(220—0.221 —0.525)
A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

2437.5 — 0.28x; — 2.92529 — 0.5u; — 0.5uy

VL = 980 — 2y — 0.5z |
| 220 — 02.1'1 — 051'2
[ —0.892 —028 —1 —0.2
Vi — —0.28 —2.925 —0.5 —0.5

—1 —0.5 0 0
—-0.2 —0.5 0 0
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A KKT pont meghatdrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

1475 — 0.892x; — 0.2829 — u; — 0.2up < 0
2437.5 — 0.2871 — 2.925x5 — 0.5u; — 0.5u9 < 0
980 — 1 — 05I‘2 z 0
220 — 0.221 — 0.529 = 0

u1(980 — 21 — 0.525) =0

u2(220 — 0.221 — 0.525) = 0

(2437.5 — 0.28x1 — 2.925x9 — 0.5u; — 0.5uz) xo = 0
21,29 20
Uy, U i 0

Az aldbbi négy esetre bontjuk a megolddst:
1. eset: uy =uy =0
A megoldandé egyenletrendszer:

(1475 — 0.892x1 — 0.28x3) 1 =0
(2437.5 — 0.28x1 — 2.925x9) xo = 0

Az aldbbi négy megoldds adddott:

|

S

|

]

1435.1

695.95

0

0

1653.6

0

B W N | .

0

833.33

A megolddsok koziil egyik sem lehet KKT pont, mert nem teljesedik az tsszes tobbi KKT

feltétel.

2. eset: up > 0,u0 =0
A megoldandé egyenletrendszer:

980 — 1 — 0.5 =0
(2437.5 — 0.28x7 — 2.925x5 — 0.5u1)x2 = 0

Az alédbbi hdrom megoldds adddott:

i m [ e | w |
1| 655.26 | 649.47 | 708.5
2] 930 | 0 | 600.84
31 0 | 1960 | —6591

A megolddsok koziil egyik sem lehet KKT pont, mert nem teljesedik az tsszes tobbi KKT

feltétel.

3. eset: up =0,uy >0
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A megoldandé egyenletrendszer:

220 — 0.2z, — 0.5z5 = 0
(—0.89221 — 0.2825 + 1475 — 0.2uy) 21 = 0
(—0.282 — 2.925x5 + 2437.5 — 0.5us) x5 = 0

Az alédbbi harom megoldds adédott:

|

) ‘ T1 ‘ ) ‘ U2 ‘
1] 784.86 | 126.06 | 3698
2| 1100 0 2469
3 0 440 | 2301

A megoldédsok koziil csak az elsd teljesiti az osszes tobbi KKT feltételt, igy a KKT pont:
x1 = 784.86, x5 = 126.06, az u; = 0, uy = 3698 Lagrange szorzokkal. Az els6 feltétel inaktiv,
a masodik pedig aktiv.

4. eset: uy > 0,u9 >0
A megoldandé egyenletrendszer:

980 — Xr1 — O5ZE2 =0

220 — 0.2z7 — 0.529 =0

(1475 — 0.892x1 — 0.28x5 — ug — 0.2us) 1 =0
(2437.5 — 0.28z7 — 2.925x9 — 0.5u; — 0.5ug) 2 =0

Egyetlen megoldas adddott: 1 = 950.0, 2o = 60.0,u; = —234.5, us = 4226.5, de ebbdl az u,
negativitdsa miatt nem kapunk KKT pontot.

Osszefoglalva a négy esetet, az optimalizaldsi feladat KKT pontja: z; = 784.86,z =
126.06, az u; = 0,us = 3698 Lagrange szorzokkal és az els6 feltétel inaktiv, a médsodik pedig
aktiv.

Az elégségesség vizsgalatahoz sziikséges C métrixot a V2L métrixbél igy kapjuk, hogy
a 3. sort és a 3. oszlopot toroljiik, mivel az elsé feltétel inaktiv. A

—-0.892 —-0.28 —0.2
C=| —-028 —-2925 —-0.
—-0.2 —0.5 0

métrix inercidja: Iner(C) = (2,0,1), igy az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa
feltételesen negativ definit, igy a KKT pont szigord maximumpont. Megjegyezziik, hogy az
aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa negativ definit, igy feltételesen is az.

Ha az drak a mennyiségtdl is fiiggnek, akkor az optimadlis termelés (kerekitve) az elsd
termékbol 785, a mésodik termékbdl pedig 126 mennyiség. A maximaélis nyereség 1139250,
az arbevétel 1581455, a kiadds 442205 pénzegység.

Megjegyezziik, hogy az olyan optimalizdlasi feladatokat, amelyek feltételi fiiggvényei line-
arisak, célfiiggvénye pedig kvadratikus fiiggvény kvadratikus programozasi (QP) feladatnak
nevezziik. A fenti feladat is ilyen tipusi. Ennek a feladattipusnak a megoldasara hasonléan
a linedris programozédshoz szamos megoldédsi mdédszert dolgoztak ki.

32. Példa
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Adott az x1 + x9 = 2 egyenes és az origd kozepli 2 sugari kor. Az egyenes a korlapot két
tartomdanyra bontja, tekintsiik azt a tartomdnyt, amely az origét tartalmazza. Hatdrozzuk
meg a tartomdnynak azt a pontjit, amelynél a In % — 1o fiiggvény értéke a legkisebb.

Megoldas

Konnyen eldonthetjiik, hogy a tartomény z; + x5 < 2 és 22 + 22 < 4 feltételekkel frhaté
fel. A célfiiggvény értelmezési tartomanya megkoveteli az x; > 0 kikotést is, de ez egy nyilt

halmazt jelent. Az optimalizélasi feladat:

1 :
In— -2y — min!

Ty

T1+ Tg — 2 é 0

ri+as—4 <0

r, > 0
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(zy, 9, u1,u9) = —Inwy — 2o 4+ ug(z1 + 15 — 2) + ug(a? + 25 — 4)

A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse maétrixa:

—%—l—ul + 2uqa1y
—1 4 w1 + 2usxs
T1+ T9 — 2
22+ 24

VL=

V2L =

L+2u; 0 1 21y
1

0 2U2 1 21’2
1 1 0 0
21 209 0 0

A KKT pont meghatédrozdsdhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

—%+U1+2u21‘1:0
—1+U1+2U2I2:0
T +19—250
2+122-4<0

uy (1 + 22 —2) =0
uz(2? + 23 —4) =0
$1>0

Uy, U2 z 0

Négy esetet kolonboztetiink meg a Lagrange szorzok eldjelétdl fiiggden.

1. eset: ug =uy =0

Az els6 egyenlet miatt ez a megoldds nem johet széba.

2. eset: up > 0,us =0
A megoldandé egyenletrendszer:

—i—i—ul:()
—1+U1:O
ZL‘1—|—$2—2:O

Az aldbbi megoldds adédik: =1 = 1,25 = 1,u; = 1. Ez KKT pont, mert a tobbi feltételt is

teljesiti.
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3. eset: ug =0,uy >0
A megoldandé egyenletrendszer:

_z_ll + 2u9x1 =0
—1+ 2usz9 =0
2422 -4=0
Az elsé egyenletbdl 22 = -1 a mésodikbdl x5 = 5+, azaz 22 = x5. A harmadikbdl z, re

2ug 2uy
egy méasodfoku egyenlet adddik, amelynek megolddsa xo = @ ~ 1.56. Ebbol egyszertien

adédik, hogy us ~ 0.32, x7 ~ 1.25. A megoldds nem lehet KKT pont, mert nem teljesedik
az x1 + 1o < 2 feltétel.

4. eset: uy > 0,us >0
A megoldandé egyenletrendszer:

—%+U1+2U2$1:0
—1 4+ u; +2usx9 =0
T1+22—2=0
2425 —-4=0

Egyetlen megoldds adédott: 1 = 2,29 = 0,u; = 1,uy = —%. Mivel uy < 0, igy nem lehet
KKT pont.

Osszefoglalva a négy esetet, az optimalizélasi feladatnak egyetlen KKT pontja van: x; =
1,29 = 1, az u; = 1,us = 0 Lagrange szorzokkal és az els6 feltétel aktiv, a masodik pedig
inaktiv.

Az elégségesség vizsgalatdhoz sziikséges C métrixot a V2L métrixbdl gy kapjuk, hogy
a 4. sort és a 4. oszlopot toroljiik, mivel a masodik feltétel inaktiv. A C métrix

1 01
C=|001
110

A métrix inercidja: Iner(C) = (2,0, 1), igy az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse mat-
rixa feltételesen pozitiv definit, tehat a KKT pont szigord minimumpont. A féminor teszt
is konnyen eredményt ad, mert csak a C maétrix determindnséat kell meghatdrozni, amely
det(C) = —1, és igaz, hogy (—1)'det(C) > 0, {gy az x = (1,1) pont valéban szigori
minimumpont.

Megjegyezziik, hogy a példdban az elégségességi vizsgdlat helyett hivatkozhattunk volna
arra a tételre, amely szerint, ha a minimalizaldsi feladatban minden fiiggvény konvex, akkor
a sziikséges feltétel egyben elégséges is, tehdt a KKT pont optimélis megoldast szolgaltat.
A célfiiggvény konvex, mert a —Inx; fiiggvény konvex és ahhoz hozzdadva vagy levonva
linedris fiiggvényt konvex fiiggvényt kapunk. Az elso feltételi fiiggvény linedris, tehét konvex,
a masodik pedig szintén konvex.

33. Példa

Legyen adott az R? térben egy gomb, amelynek kézéppontja az origéban van, sugara pedig
V2 és adott tovdbba az x5 = x12 nyeregfeliilet. Tekintsiink két térbeli tartomanyt: az egyik
a gombon 1évo és a belsejében 16vo pontok Osszessége, a masik pedig a nyeregfeliileten és a
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nyeregfeliilet f6lott elhelyezked6 pontok tsszessége. Hatdrozzuk meg a két térbeli tartomény
metszettartomanyanak azon pontjét, amely legmesszebb van a P(2,2,0) ponttol!

Megoldas
El6szor matematikailag megfogalmazzuk az optimalizélé:
pontjait a 2 4+ 23 + 22 < 2, a mdsik tartomany pontjait ped

si feladatot. Az egyik tartomany
ig az 13 = 1119 egyenldtlenségek

irjdk le. Célfiiggvényként a tdvolsdg helyett elegendd a tavolsdg négyzetét haszndlni. Az

optimalizdlasi feladat az aldabbi:

(1 — 2)% + (20 — 2)* + 23

2 2 2

A\VA\va}

T3 — T1T2
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(z1, 9, w3, u1,u) = (21 — 2)* 4 (22 — 2)* + 23 + w1 (2 —

max!
0
0

2

T} — 25 — 23) + uz (w3 — 2179)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

201 — 4 — 2u1x1 — UsX 2 — 2uy —Us 0 —2xr7 —T9

2$2 —4 — 2'LL1.'132 — U1 — U2 2 — 2U1 0 —2372 —X1
VL= 205 — 213 +us |, V2L = 0 0 2—2u; —223 1
2— 1t — 23— a3 -2z —2x —2x3 0 0
T3 — T1T2 —X2 —T1 1 0 0

A KKT pont meghatdrozdsidhoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

21’1 —4 — QUL’EI — ULy = 0
21‘2 —4 — 2U1I’2 — U1 = 0

2£E3 — 2U1£E3 + Uug = 0
2

2—2?—22—-2220
Ig—xl"lﬁgzo
up(2— a2 — a3 —23) =0

Ug(l’g — l’ll’g) = 0
Uy, Uz 2 0

A fenti rendszer megoldédsat a uy, us Lagrange szorzok értékeitdl fiiggden 4 esetre bontjuk

szét, amelyek a kovetkezok.

i) uy = uy = 0 eset

Az els6 két egyenletbdl azonnal adédik az x = (2,2,0) pont. Ez azonban nem teljesiti a

primél feltételt. KKT pont nem addédik.

i) u; = 0,uy > 0 eset
Az els6é hdrom egyenletbdl és a mésodik komplementarit
egyenletrendszert kell megoldani:

2.%’1—4—UQ$2:0
209 — 4 —ugxr; =0
2$3+U2:0
T3 — 2109 =0

4si feltételbdl addddan az alabbi
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A harmadik egyenletbdl uy > 0 miatt kovetkezik, hogy x3 < 0. A negyedik egyenletbdl
kovetkezik, hogy =1, x5 ellenkezd eldjelii, nemzérus szamok. Ezeket figyelembe véve az elso
kettobol az kovetkezik, hogy uy < 0, ami nem lehet. KKT pont nem adédik.

iii) w3 > 0,us = 0 eset
Az elsé hdrom egyenletbdl és az elsé komplementaritési feltételbdl adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

201 — 4 —2u11 =0
209 — 4 — 2u129 =0

2x3 — 2uix3 =0
2—zt—a22—22=0

A harmadik egyenletbdl x3 = 0 vagy u; = 1 lehet. Az u; = 1 esetén az els6 két egyenlet
nem teljesiilhet. Az x3 = 0 esetén az els6 két egyenletbdl kifejezve x1, xo-t és behelyettesitve
a negyedikbe, kapjuk, hogy u; = 3, ebbdl pedig 1 = —1, 25 = —1. Ez a megoldés azonban
nem teljesiti a masodik feltételt. KK'T pont nem addédik.

iv) uy > 0,us > 0 eset
Az elsé harom egyenletbdl és a két komplementaritési feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

201 — 4 — 2u1ry — Uswg =0
2.%’2—4—2U133'2—'U,2£C1 =0
2$3—2U12L’3+U2 =0

2— a2 — a3 —22=0
.I'g—l'lxg:o

A megoldés: x1 = —0.855, x9 = —0.855, x3 = 0.732, uy; = 2.349, uy = 1.976.
Osszefoglalva egy KKT pont adédott, az x = (—0.855, —0.855, 0.732) vektor az u =
(2.349, 1.976) Lagrange szorzokkal tgy, hogy mindkeét feltétel aktiv.

Arrdél, hogy ez valéban maximumpont, az optimum elégséges feltétele segitségével gybzo-
diink meg. A sziikséges C szegélyezett métrixot a V2L métrixbdl behelyettesitéssel kapjuk:

=27 =197 0 1.71 0.855

—-1.976 2.7 0 1.71 0.855
C= 0 0 —2.7 1.46 1
1.71 171 146 0 0
0.855  0.855 1 0 0

Az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa (a C matrix 3 x 3-as féminormétrixa) ne-
gativ definit, igy a feltételes definitségre nincs szokség. A KKT pont szigori maximumpont.

Megjegyzés:

Lathat6, hogy ennél a feladatnél bonyolult egyenletrendszereket kellett megoldani. A
feltételes optimalizédldsi feladatok negolddsdanak megkeresésére kiilonboz6d numerikus maod-
szereket dolgoztak ki. Ezeket a mdédszereket A feltételes optimalizédlds algoritmusai c. tan-
anyagban ismertetjiik.
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Feladat:
Ha az olvasé szereti a kihivdsokat, hatdrozzuk meg a két térbeli tartomdny metszettar-
tomdnyanak azon pontjdt, amely legkdzelebb van a P(2,2,0) ponthoz!

34. Példa

Adott az x5 = x? parabola és az x5 = 2x; + 3 egyenes. Tekintsiik a parabola és az egyenes
altal hatarolt kompakt tartomanyt. Hatdrozzuk meg a tartomény azon pontjit, amelyben
az 1T, mennyiség a legnagyobb!

Megoldas

El6szoér matematikailag megfogalmazzuk az optimalizélasi feladatot. A tartomany pont-
jait az xo = 2? és az my < 271 + 3 egyenldtlenségek irjdk le. Az optimalizéldsi feladat az
alabbi:

1Ty — max!
Ty —a2 = 0
21]1 — T2 + 3 Z 0

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(z1, T2, u1, ) = 2129 + u1 (29 — %) + us (221 — 29 + 3)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

Ty — 2U1.§C1 -+ 2U2 —2u1 1 —2:61 2

. T1+ U — U2 27 1 0 1 —1
VL= xo— a2 |’ VL= —2x; 1 0 0
2331 — T + 3 2 -1 0 0

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

Ty — 2u1x1 + 2ue =0
$1+U1—u2:0

Ty — 2320
2$1—$2+3ZO
u(zy —23) =0
u2(2x1—x2+3):0
U]_,U/on

A fenti rendszer megoldédsat a uq, us Lagrange szorzok értékeitdl fiiggden 4 esetre bontjuk
szét, amelyek a kovetkezok.

i) u; = uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal addédik az x = (0,0) pont. Ez teljesiti az osszes KKT
feltételt is, igy KKT pont.

i) uy = 0,uy > 0 eset
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Az elsd két egyenletbdl és a mésodik komplementaritési feltételbdl adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

To + 2U2 =0
1 — Uy = 0
2331 — To + 3=0
A megoldés: r; = —%, To = %, Ug = —%. Az us negativitdsa miatt nem kaptunk KKT pontot.
iii) w3 > 0,u2 = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és az elsé komplementaritési feltételbdl adédéan az alabbi egyen-
letrendszert kell megoldani:
To — 2’LL1LUI =0
T+ U = 0
Ty — 27 =0

A megoldds: x; = 0,29 = 0,u; = 0. Ez azonos az i) esetben kapott x = (0,0) KKT ponttal.

iv) ug > 0,u2 > 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a két komplementaritasi feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:
To — 2U1fL’1 + 2U2 =0
T1+ U — Ug = 0
Ty — 23 =0
233'1 — T2 + 3=0

Az utolsé két egyenletbdl két megoldas addédik: z; = 3,20 = 9, ill. 21 = —1,25 = 1.
A megolddsokhoz tartozé Lagrange szorzokat behelyettesités utdn az elsé két egyenletbél
hatdrozhatjuk meg, amelyek az aldbbiak: u; = %, Uy = %, ill. u; = }1, Uy = —%. A masodik
nem lehet KKT pont us < 0 miatt.

A kapott KKT pont: 1 =3,20 =9 az u; = %, Uy = 2?7 Lagrange szorzokkal.

Most a két KK'T pontrdl kell eldonteni, hogy maximumpontok-e.

Az x = (0,0) KKT pont (u = (0,0) Lagrange szorzokkal) vizsgélata:

Az elso feltétel aktiv, de u; = 0, a mésodik feltétel nem aktiv. Az erds elégségességi
tétel nem alkalmazhaté, a gyenge tétel pedig nem dont az optimalitdsrél. Viszont kénnyen
beldthaté, hogy az x = (0,0) pont kérnyezetében van a zérusndl nagyobb és kisebb fiigg-
vényérték, igy nem lehet az origé lokdlis maximumpont. Az x = (0,0) koérnyezetbeli pont
x = (Mdy, Ady), a célfiiggvényértek A?dids, amely tetsz6leges eléjelfi lehet a kornyezet és a
tartomany kozos részén.

Az x = (3,9) KKT pont (u = (1, 1}) Lagrange szorzokkal) vizsgalata:

Mindkét feltétel aktiv és a Lagrange szorzék pozitivak, igy az erOs elégségességi tétel
hasznalhaté. A C métrix a V2L matrix lesz a behelettesités utan:

1 -6 2
1 0 1 -1
-6 1 0 0
2 -1 0 0

15
2

Mivel Iner(C) = (2,0,2), igy az x = (3,9) KKT pont szigori maximumpont.
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Feladat:
Hatdrozzuk meg a tartomény azon pontjit, amelyben az x;7, mennyiség a legkisebb!

35. Példa

Legyen adott egy ellipszis, amelynek centruma az origd, x; tengely irdnyu féltengelyének
hossza 2, az xs tengely irdnyu féltengelyének hossza pedig 1. Legyen adott tovabba egy
kor, amelynek kozéppontja (0, 1), sugara 2. Tekintsiik azt a tartomény, amelynek pontja az
ellipszis és a kor belsejének kozos pontjai beleértve a hatarpontokat is. Hatdrozzuk meg a
tartomany azon pontjat, amelyek a (2, 1) ponthoz legktzelebb, ill. legmesszebb van!

Megoldas
El6szor matematikailag megfogalmazzuk az optimalizdlasi feladatot. Az ellipszis egyen-
lete: ) )
O
22 12 ’
a kor egyenlete:
JJ% + (IQ - 1)2 = 22.

Az optimalizalési feladat az aldbbi:

(r1 —2)* 4+ (22 — 1) — min! vagy max!
w344l -4 <0
w2422 —22,-3 <0

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:
L(l’l, [L’Q,Ul,UQ) = (.’ﬂl — 2)2 + ([Bz — 1)2 + ul(x% -+ 41’% — 4) + Ug(l’% + .Tg — 2{E2 — 3)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

[ 21 — 4 + 2ux1 + 2usxy
B 2wy — 2 + 8uy o + ug (229 — 2)
VL = 2 +43i—4 |
i 22+ 12— 229 — 3
[ 2 + 2uy + 2uy 0 211 214
2 . 0 2+ 8U1 + 2U2 8$2 2[)’22 -2
V'L = 21’1 81’2 0 0
i 211 219 — 2 0 0

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

201 — 4+ 2u1x1 + 2usy =0

2x9 — 2+ Buywy + ug (202 —2) =0
22 +422 450
2423 — 29— 350

up (23 + 422 —4) =0

ug(2? + 25 — 219 — 3) =0

Az uy,uy = 0 Lagrange szorzokra nem tettiink el6jelkotést. Szerencsére a minimum és a
maximum feladatnak is ugyanaz a KKT rendszere, csupan a Lagrange szorzok eldjelkotésében
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kiilonboznek. Mint ismeretes, a pozitiv u; értékek a minimum feladat Lagrange szorzéi, a
negativ u; értékek pedig a maximum feladat Lagrange szorzéi. Az uq,us értékeitdl fiiggden
4 esetre bontjuk szét a KKT feladatot, amelyek a kivetkezok.

i) u; = uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl azonnal adédik az x = (2,1) pont. Ez azonban nem teljesiti az
els6 primal feltételt, mert az ellipszisen kiviilre esik a pont.

i) u; = 0,uy # 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a mésodik komplementaritdsi feltételbol adédéan az aldbbi
egyenletrendszert kell megoldani:

2I1—4+2U21’1:0
21’2—2+U2(2$2—2):0
22+ 22— 215 —-3=0

Két megoldds adodik: xy = 2,29 = l,us = 0 és az x1 = —2,x5 = 1,uy = —2. Egyik sem
teljesiti az elso feltételt.

i) uy # 0,uy = 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és az els6 komplementaritési feltételbdl adéddéan az alabbi egyen-
letrendszert kell megoldani:
2371 — 4+ 2U1.I’1 =0
2372 -2+ 8U1.§L’2 =0
¥ +425—-4=0

Két megoldds adodik: x; = 1.66, x5 = 0.55,u; = 0.20 és az 1 = —1.98, x5 = —0.14,u; =
—2.01. Az els6 megoldas teljesiti a masodik feltételt, mert a kor belsejében van az x =
(1.66,0.55) pont. Mivel u; > 0 ezért a minimum feladat KKT pontja. A mésodik megoldés
a koron kiviil van.

iv) uy # 0,us # 0 eset
Az els6 két egyenletbdl és a két komplementaritasi feltételbdl adédéan az aldbbi egyen-
letrendszert kell megoldani:

201 — 4+ 2uyx1 + 2usxy =0
2$2—2+SU1$2+UQ (2]72—2):0
24413 —4=0

2+ 122 —21,-3=0

Két megoldas adodik:

xr1 = 1.886, x5 =0.333,u1 = 0.354, wus = —0.293 és az

x1 = —1.886, 29 = 0.333,u; = —0.354, uy = —1.707.

Az elsé megoldds nem KKT pont, mert a Lagrange szorzék nem azonos eldjeliiek. A ma-
sodik megoldds KKT pont, mert a Lagrange szorzék azonos el6jeliiek, mégpedig negativok.
Ezért a (—1.886,0.333) pont a maximum feladat KKT pontja.

Osszefoglalva eredményeinket, az aldbbiakat kaptuk:
a) A minimum feladatra egy KKT pont adédott: x = (1.66,0.55), a Lagrange szorzok:
up = 0,uy = 0.20, az elso feltétel aktiv, a masodik feltétel inaktiv.
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b) A maximum feladatra egy KKT pont adédott: x = (—1.886,0.333), a Lagrange
szorzok: u; = —0.354,uy = —1.707, az els6 és a méasodik feltétel is aktiv.

Elégségesség vizsgdlat:
a) Minimum feladat esetén: A szegélyezett C matrix:

24 0 332
C= 0 24 44
332 44 0

Mivel az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa (a C matrix 2 X 2-es féminor métrixa)
pozitiv definit, igy az x = (1.66,0.55) pont szigori lokdlis minimumpont.
b) Maximum feladat esetén: A szegélyezett C métrix:

—2.122 0 —3.772 —=3.772
C— 0 —4.246 2.664 —1.334

—3.772  2.664 0 0

—-3.772 —1.334 0 0

Mivel az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa (a C métrix 2 X 2-es féminor métrixa)
negativ definit, igy az x = (—1.886,0.333) pont szigori lokalis maximumpont.

36. Példa

Legyen adott egy ellipszis, amelynek centruma az origd, x; tengely irdnyu féltengelyének
hossza 1, az x5 tengely irdnyu féltengelyének hossza pedig 2.

a) Hatdrozzuk meg az ellipszisbe frhat6 legnagyobb teriiletii téglalapot!

b) Hatérozzuk meg az ellipszisbe irhaté legnagyobb keriiletii téglalapot!

Megoldas

a) Elbszor matematikailag megfogalmazzuk az optimalizéldsi feladatot. Legyen x; a
téglalap vizszintes oldalhosszanak a fele, x5 pedig a téglalap fiiggdleges oldalhosszdnak a
fele. Az (x1,z5) pont az ellipszisen van, igy ki kell elégiteni az ellipszis egyenletét:

2 2
ry | Ty
ﬁ—l—?—l.

A téglalap teriiletete: 4xx,.
Az optimalizalési feladat az aldbbi:

1Ty — max!
4—422 —25 = 0

(x1,22) € X ={(x1,22) : 21,29 > 0}
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(x1,19,v) = 2179 + v(4 — 425 — 23)
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A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

Ty — vy —8v 1 —8x
VL= 4r1 — 20x9 ) V3L = 1 —2v —2x9
4 — 4x% — x% —8xr1 —2x4 0

A KKT pont meghatarozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

Ty — 8vr; =0
T — 209 =0
4—4x? — 23 =0

Csak a v # 0 megoldds johet széba, mert ellenkezd esetben ellentmonddsra jutunk. Négy
megoldds is addédik, de a dontési vdltozokra eldirt pozitivitds miatt csak az aldbbi johet
széba: x1 = %\/5, To = \/5, a Lagrange szorzo értéke v = }L.

Elégségesség vizsgalathoz sziikséges szegélyezett C métrix, amely a V2L matrixbol szar-

maztathato:
—2 1 42
C= 1 -1 22
—4v2 —=2v2 0

Mivel az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa (a C matrix 2 x 2-es féminor métrixa)
negativ definit, igy az x1 = %\/5 , T = /2 megoldas szigort lokalis maximumpont. Javasoljuk
az olvasénak, hogy gyakorldsképpen az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse maétrixanak
feltételes negativ definitségét is ellenorizze.

Tehat a maximalis teriileti téglalap oldalhosszisagai: vizszintes tengely irdnyd: /2 ~
1.41, fiiggbleges tengely iranyd: 2v/2 ~ 2.83, a maximalis teriilet: 4

b) A maximalis keriiletii téglalap meghatdrozésdhoz tartozé optimalizalasi feladat a ko-
vetkezo:

r1+ 19 — max!
4—422 —25 = 0
(x1,22) € X ={(x1,22) : 21,29 > 0}
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(x1,m9,v) = 21 + o9 + v(4 — 425 — 23)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

1 — 8vxy —8v 0 —8x7
VL= 1 — 2uxs , V3L = 0 20 —214
4 — 4mf — x% —8xr1 —2x4 0

A KKT pont meghatdrozasihoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

1—8vx; =0
1—2vxy=0
4—422 —22=0
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A dontési valtozokra eldirt pozitivitds miatt csak az aldbbi megoldds johet széba: z; =
%\/5, Ty = %\/5, a Lagrange szorzo értéke v = %\/5
Elégségesség vizsgalathoz sziikséges szegélyezett C matrix, amely a V2L métrixbol szér-

maztathats:
-5 0 =55

C= 0 -iv5 —55

8 8
85 35 0

Mivel az aktualizélt Lagrange fiiggvény Hesse métrixa (a C matrix 2 X 2-es féminor métrixa)
negativ definit, igy az z; = %\/5, Ty = %\/5 megoldds szigori lokdlis maximumpont. Javasol-
juk az olvasénak, hogy gyakorldsképpen az aktualizdlt Lagrange fiiggvény Hesse métrixdnak
feltételes negativ definitségét is ellenorizze.

Teh&dt a maximalis keriileti téglalap oldalhosszisdgai: vizszintes tengely irdnyti: g\/g ~
0.89, fiiggbleges tengely irdnyu: g\/g ~ 3.58, a maximalis keriilet: 41/5 ~ 8.9.

Az a) és b) feladat eredményei 6sszefoglalva:

A maximalis teriilet{i téglalap oldalhosszisdgai: V2 ~ 1.41, 2v/2 ~ 2.83; teriilete: 4;
keriilete: 2.83.

A maximdlis keriiletli téglalap oldalhossuzsdgai: %x/g ~ 0.89, % 5 ~ 3.58; teriilete:
% = 3.2; keriilete: 4v/5 ~ 8.9.

37. Példa

Legyen adott két parabolafv: y = \/x és az y = /9 — 2. A két parabolaiv és az x tengely
meghataroz egy kompakt tartoméanyt. Hatdrozzuk meg a tartomdanyba frhaté legnagyobb
teriileti téglalapot!

Megoldas

El6szor matematikailag megfogalmazzuk az optimalizédlasi feladatot. Legyen z; a kere-
sett téglalap vizszintes tengelyen 1évo baloldali csicspontjanak x koordindtdja, xo pedig a
jobboldali csicspontjénak = koordinatdja. A téglalap bal felsd csicspontja az elsé parabo-
laiven, a jobb fels6 csicspontja pedig a mésodik parabolaiven van. Ahhoz, hogy téglalap
alakuljon ki, a két fels6 csicspontnak azonos tavolsdgra kell lenni az x tengelytol, azaz fenn
kell dllni a kovetkezd Osszefiiggésnek:

\/[)j_lz V9—2$2,

amely négyzetre emelés utén a 9 — z; — 2z = 0 feltételt adja. A téglalap teriiletete: (xo —

J]l)\/l’_l

Az optimalizdlasi feladat az aldbbi:

($2 —331)\/271 —  max!
9—1171 —2[E2 = 0
(1’1,332) € X:{(.Z'l,l'g) 0 < 2y <3, 3<Qf2<45}

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(x1,x9,v) = x9\/T1 — x13/T1 + (9 — 21 — 219)
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A feladat fiiggvényei differencidlhatok, a Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse métrixa:

@ _ 3 1 a3 1 -1
2yz 2Vl ) 4x1m12 A/z1  2/a

VL= T — 2v , VL = SN 0 -2

9— r1 — 2I‘2 —1 —2 0

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi rendszert kell megoldani:

x2 3

2\/ﬁ_§ .1'1—1):0
VI —2v=0

9-1‘1-21’2:0

Figyelembe véve az X halmazt, az aldbbi megoldds adodott: z; = 1,29 = 4, a Lagrange
szorzé értéke v = 0.5.

Elégségesség vizsgalathoz sziikséges szegélyezett C matrix, amely a V2L métrixbol szér-
maztathaté az alabbi: .
|
0 -2
1 -2 0
Fominor teszt segitségével: Mivel n = 2, s = 1, igy k = 2, azaz csak a C maétrix determi-
nansat kell meghatdrozni. amely det(C) = 9. Mivel (—1)kdet(C) > 0, igy az aktualizalt
Lagrange fiiggvény Hesse matrixa (a C matrix 2 x 2-es féminor métrixa) feltételesen negativ
definit, amelybdl kovetkezik, hogy a kapott megoldds szigori lokalis maximum.

Inercia teszt segitségével: Egyszerii szamoldssal kapjuk, hogy Iner(C) = (2,0, 1), ugyan-
arra a végeredményre jutottunk.

Tehdt a maximaélis teriilet{i téglalap oldalhosstisdgai: vizszintes tengely irdny: 3, fiiggd-
leges tengely irdnyt: 1, a maximalis teriilet: 3.

_TI
4

C:

1
2

Feladat:
Hatdrozza meg az ellipszisbe irhaté legnagyobb keriiletii téglalapot!

38. Példa
Adott az A € R™™ szimmetrikus métrix segitségével az f(x) = xT Ax kvadratikus
fiiggvény és legyen x'x = 1, azaz y_ 22 = 1. Tekintsiik az aldbbi optimalizdldsi feladatot:

f(x) = x"Ax — min! vagy max!

xI'x =1
Igazoljuk, hogy az optimalizéldsi feladathoz tartozé Lagrange szorzé értéke a minimum fel-
adatnél az A maétrix legkisebb sajatértéke, maximum feladatnal pedig a legnagyobb sajét-
értéke! Az x vektor optimalis értéke pedig a sajatértékhez tartozo sajatvektor.

Megoldas:
A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény:

L(x,v) = x"Ax + v(1 — x'x)

A feladat fiiggvényei differencidlhaték, a Lagrange fiiggvény gradiense:

T

vI — |:2AX—2UXj|
1 —x'x
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A KKT pont meghatdrozdsahoz akdr minimum, akdr maximum feladatrél van szé az aldabbi
egyenletrendszert kell megoldani:

2Ax —2ux =0
1—xTx=0

Az elsé egyenletbol Ax = vx adédik, ami szerint a v Lagrange szorzé az A maétrix sajatérté-
ke, az x vektor pedig a v sajdtértékhez tartozé sajatvektor. Szorozzuk be az egyenletet balrél
x! vektorral, kapjuk, hogy xT Ax = vx’x, figyelembe véve KKT rendszer utolsé egyenletét,
adédik, hogy a célfiiggvény egyenld a Lagrange szorzéval. Ebbol kovetkezik, hogy az opti-
malizédlasi feladatban a célfiiggvény maximuma a legnagyobb sajatérték, minimuma pedig a
legkisebb sajatérték.

Tekintsiink az elmondottakra egy szdnmpéldat, legyen adott az alabbi A matrix és oldjuk
meg a feladatot!

6 3
A= { o3 ] |
Az optimalizalasi feladat:
f(z1,73) = =x"Ax =627+ 61175 — 273 — min! vagy max!
h(zy,29) = 1—a2—22=0

A feladathoz tartozé Lagrange fiiggvény és gradiense:

1221 + 629 — 202,

L(x,v) = 622 + 6x129 — 223 4+ v(1 — 27 — 22), VL= 6z —4zy — 2ux,

2 2

A KKT pont meghatdrozdsahoz az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:

1221 + 629 — 2021 =0
6x1 — 4xy — 2025 =0
1—a22—22=0

Négy megoldas adédott, ezek a kovetkezok:

_ _(_3 1

v =17, X1 = Witk _/E>
_ _ 3

v =7, X2 = <— T

1
7s)
vy = —3, X1 = ( 10»—\/%>

Vg = —3, Xgo = <_\/ﬁ’ V10
A maximélis célfiiggvényérték 7, a minimélis pedig —3.

-

12. Erzékenységvizsgalat

Hasonléan a feltétel nélkiili optimalizaldshoz, a feltételes optimalizalasi feladat esetében is
sok esetben nemcsak az optimaélis megoldésra vagyunk kivancsiak, hanem arra is, hogy a
feladatban szereplé adatok viltozdsa milyen hatdst gyakorol az optimaélis megolddsra. A
vizsgalt adat lehet csak a célfiiggvényben, csak a feltételi fiiggvényekben, de az is lehet,
hogy mindeniitt szerepel. A képletek bonyolultsdga miatt itt is eldszor csak egy paramétert
tartalmazo optimalizéldsi feladattal foglalkozzunk.
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12.1. Célfiiggvény érzékenységvizsgdlata (burkolététel)

Legyen a dontési véltozok vektora x = (x1,z9,...,7,) € R", az egyetlen paraméter pedig
p € R. Legyen az optimalizélasi feladadat a kovetkezo:

f(x,p) — min!
gi(x,p) =0 i=1,2,....m
hi(x,p) =0 i=12,... )k
xeX X C R”, nyilt

Miel6tt belekezdenénk az érzékenységvizsgélat targyaldsaba, felirjuk a feladat Lagrange fiigg-
vényét, amely mint latni fogjuk, fontos szerepet fog jdtszani a vizsgdlatainkban. A feltétel
nélkiili optimalizaldsban megismert 6sszefiiggésekhez hasonlé dsszefiiggések fognak itt is sze-
repelni, de az ottani célfiiggvény szerepét itt a Lagrange fiiggvény veszi at. A Lagrange
fiiggvény felirdsdahoz az egyszeriibb vektoros format haszn&ljuk.

L(x,u,v,p) = f(x,p) + u"g(x,p) + v'h(x,p),

ahol a g(x,p) és a h(x,p) oszlopvektorok, elemei pedig a feltételi fiiggvények. A képletek
bonyolutsdga miatt itt haszndljuk a traszponalds jelét.

A KKT pont meghatérozasihoz megoldjuk a KKT feltételeket leiré rendszert, amelynek
megolddsa dltalaban mind a dontési valtozék, mind a Lagrange szorzok tekintetében fiigg a
paramétertol. Tegyiik fel, hogy fenndllnak az implicit fiiggvény tétel feltételei és igy a dontési
valtozok és a Lagrange szorzok optimalis értékei felirhatok a paraméter fiiggvényében, azaz

x = x(p)
u = u(p)
v = v(p)

Ha a dontési valtozok optimélis értékeit behelyettesitjiik a célfiiggvénybe, akkor megkapjuk
a célfiiggvény optimélis értékét a paraméter fiiggvényében, mint tudjuk ezt a fiiggvényt
optimum érték fiiggvénynek is szokds nevezni és M-el jeloljitkk. Az optimum érték fiiggvény
tehét

Hasonl6 médon a dontési véltozok és a Lagrange szorzok optimalis értékeit behelyet-
tesithetjiikk a Lagrange fiiggvénybe, ekkor megkapjuk a Lagrange fiiggvényt a paraméter
fiiggvényében. Jelolje ezt Ly, amelyet a kovetkezé médon frhatunk:

Ly (p) = L(x(p), u(p), v(p),p) = f(x(p),p) + ulp)"g(x(p), p) + v(p)"h(x(p), p).

ALLITAS:
La(p) = M(p)
Ezt az &llitast nem kell bebizonyitani, mivel kordbbi ismereteink szerint tudjuk, hogy opti-
malis esetben a célfiiggvény és a Lagrange fiiggvény értéke azonos. Most is optimadlis esetrol
van sz6, de most minden paraméter értékre lesz ugyanaz a két oldal értéke, igy a két fiiggvény
megegyezik.
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TETEL (Burkolététel):
Legyen adott a min { f(x, p) : g(x,p) < 0,h(x,p) = 0,x € X} optimalizalasi feladat M (p)
optimum érték fiiggvénye. Ekkor az optimum érték fiiggvény p paraméter szerinti derivaltja

dM (p) B OL(x,u,v,p)
dp dp

x=x(p),u=u(p),v=v(p)

Szavakban: Az M (p) optimum érték fiiggvény p paraméter szerinti deriviltja megegyezik
az L(x,u,v,p) Lagrange fiiggvény p paraméter szerinti parcidlis derivéltjdnak az optimum-
helyen vett értékével.

Bizonyités:
A fentebb leirt M(p) = Ly (p) allitds értelmében irhatjuk, hogy

dM(p)  dLu(p)  dL(x(p),u(p),v(p),p)

dp dp dp
_ dxp).p) | [u@)ex@),p)] | d[vEe)hxp)p)]
dp dp dp

A fenti képletnél alkalmaztuk az sszegfiiggvényre vonatkozé differencidlédsi szabdlyt, most
alkalmazzuk a szorzatfiiggvényre vonatkozé szabdlyt és a lancszabdlyt, majd pedig egy kis
rendezés utdn a kovetkezoket kapjuk:

dp

dM(p)  df(x(p),p) | ~~ Of(x(p),p) dz;(p)
dp dp +]z_; Ox;

[ B ), )+ ul)” (dg(xg),m 5> 8g<gg>,p) di;(p) )]

+ dv;g) h(x(p),p) + v(p)" (—dh@jﬁ)’p) + Z ah(gg),p) dwé;p))]
df (x(p),p) 7dg(x(p),p) rdh(x(p), p)
= di P2 u(p) #Hf(p) a0
+Z_; (W(gii),p) +u(p)T8g(>5;12),p) +V(p)T3h(>gg),p)) dxéz()p)
+du§§) g(x(p), p) dvcgj) h(x(p),p)
Az utolsé elotti sorban szerepld
af(}g‘(r]j)J)) +u<p)Tag()gi§)’p) _i_v(p)Tah(g;]j)?p)

mennyiség valéjaban az VL gradiens vektor egyes elemei. Az optimalitds egyik sziikséges
feltétele (dudl feltétel) szerint VL = 0, igy ezek mindegyike zérus az optimélis esetben. A
fenti hosszi képlet utolsé sordban 1évé tagok mindegyike zérus, hisz h(x(p),p) = 0, mivel
az x(p) optimalis megoldés lehetséges megoldds is. A g(x(p),p) = 0 is igaz, a Lagrange
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fiiggvényben ugyanis csak az aktiv feltételi fiiggvények szerepelnek, hiszen az inaktiv feltéte-
leknél u; = 0. Tehét a keresett mennyiség a fenti hosszi képlet alulrél harmadik sordban 1évo
osszefiiggésre redukdlédik, amely nem mds mint a Lagrange fiiggvény p paraméter szerinti
deriviltja az optimumhelyen. Q.e.d.

A burkol6tétel itt azt mondja, hogy a p paraméter megvéltozasanak az M (p) optimum
érték fiiggvényre gyakorolt hatdsa azonos a Lagrange fiiggvényre gyakorolt kozvetlen hatds-
sal.

12.2. Dontési valtozok érzékenységvizsgalata

TETEL

Legyen adott a min { f(x,p) : g(x,p) < 0,h(x,p) = 0,x € X} optimalizéldsi feladat. Le-
gyenek ismertek a dontési véltozé x = x(p) és a Lagrange szorzék u = u(p), v = v(p) opti-
malis értékei a p paraméter fiiggvényében. Ekkor a dontési valtozok és a Lagrange szorzok
vektordanak p paraméter szerinti derivéltja

-1

4 [ xp) viL vg' vh' 5 [ VL
o lup) | =-| Vg 0 0 5| 8
Pl v(p) Vh 0 0 Pl n

=x(p),u=u(p),v=v(p) x=x(p)u=u(p).v=v(p)

ahol a V2_L a Lagrange fiiggvény dontési valtozok szerinti masodrendfi parcidlis derivaltjait
(Hesse matrix) jelentik. A Vg, Vh pedig olyan métrixok, amelyek sorvektorai az aktiv
egyenlOtlenséges és az egyenlOséges feltételi fiiggvények gradiensei.

Bizonyités:

Induljunk ki az optimalitds sziikséges feltételébol, amely a dudl feltétel, valamint az aktiv
egyenlotlenséges és az egyenloséges feltételi fiiggvények segitségével az aldbbi egyenletrend-
szert szolgaltatja:

ViL(x,u,v,p) = 0
gx,p) = 0
h(x,p) = 0

A donteési valtozok vektora x(p), a Lagrange szorzok vektora pedig u(p), v(p). Az egyenlet-
rendszer Jacobi-métrixa az aldbbi:

Vi(ViL) Vu(ViL) V (VL) vi L vgl vh'
J = Vg V.8 V.8 = Vg 0 0
Vih V.h V.h Vh 0 0

Az optimalitds miatt a Jacobi-métrix determindnsa nem zérus, igy alkalmazhaté az implicit
fiiggvény tétel, amelybdl kapjuk, hogy

-1

g [ x@) V2 L Vg' Vh' 5 | VL
o, | u@) | =—] Vg 0 0 I
P v(p) Vh 0 0 Pl n

x=x(p)u=u(p),v=v(p) x=x(p)u=ulp).v=v(p)
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Q.e.d.

Megjegyzés:

A fenti tételbeli képlet sok esetben az aldbbi ekvivalens forméban is hasznalatos. Kénnyen
meggy6zddhetiink arrdl, hogy Vo L = g, V_ L = h. Arrdl is konnyen meggy6z6dhetiink,
hogy V2. L = (V2,L)7 = Vg, V2 L = (V2 L) = Vh. E jelolésekkel az ekvivalens
formula a kovetkezo:

-1

4 | x@) Vil Vi, Vi.L 5 | VxL
- ulp) | =—| V3. L 0 0 5o | Yl
p 5 D
v(p) Vil 0 0 x=x(p),u=u(p),v=v(p) VoL | o) umu(m)v=v(r)

vagy még egyszeriibben, ha a Lagrange fiiggvény 6sszes viltozdja szerint képezziik a derivél-

takat (H, = V2L):

L Il
a |l
P | vp)

0
. —VL
x=x(p),u=u(p),v=v(p) Op

-1

x=x(p),u=u(p),v=v(p)

A tételt ebben az utébbi forméban jegyezhetjiik meg legkonnyebben, azaz a dontési vélto-
zOk és a Lagrange szorzok p paraméter szerinti derivédltvektora egyenld a Lagrange fiiggvény
Hesse médtrixa inverzének (—1)-szerese szorozva a Lagrange fiiggvény gradiensvektoranak
p paraméter szerinti parcidlis derivéltjaval. Mindkét mennyiséget az optimumhelyen vett
értékekkel kell figyelembe venni.

12.3. Lagrange szorzdok értelmezése

Tekintsiik az alabbi feltételes optimalizaldsi feladatot

f(x) — min!

gi(x) =p

9i(x) =0 i1=2,...,m
hi(x)=0 i=1,2,...,k
xe X

ahol most a paraméter az els6 egyenlotlenséges feltétel jobboldala. Ekkor a feladat szokdsos
formaban val6 felirdsdndl az els6 feltétel g;(x) — p = 0 alakra médosul. A megoldds utdn
ismertek az x = x(p), u = u(p),v = v(p), M(p) optimalis értékek. Ha most alkalmazzuk a
burkolétételt, akkor

dM(p) _ O[f(x) + (g (x) = p) + X1 wigi(x) + v'h]
d 0
14 p x=x(p),u=u(p),v=v(p)
= —uwu <p> |x:x(p),u:u(p),VZV(P) -

A tobbi Lagrange szorzoé is hasonléan értelmezhetd. Az i-edik Lagrange szorzé a célfiigg-
vénynek az i-edik feltétel jobboldala szerinti derivaltjanak (—1)-szerese, tehdt a jobboldal
valtozdsdnak a célfiiggvényre kifejtett hatdsat fejezi ki.
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39. Példa (parameéteres feladat)
Adott az aldbbi paraméteres feltételes optimalizalasi feladat. Végezziik el az érzékeny-
ségvizsgélatot a p = 5 paraméterérték esetén!
flar,22,p) = (21 —p)*+ (22— 2p)* — min!
9(71,79,p) = 271+ 72 —p=0
ahol p € R paraméter.
Megoldas
A p = 5 paraméterérték esetén az optimélis megoldas: x1(p) = —1,z9(p) = 7, a Lagrange
szorzé: u(p) = 6, a célfiiggvény optimalis értéke: M (p) = 45.
A Lagrange fiiggvény
L(zy,z2,u,p) = (z1 — p)* + (z2 — 2p)* + w(231 + 22 — p)

A Lagrange fiiggvény gradiense és Hesse matrixa

2(x1 —p) +2u 2 0 2
VL= 2xs—2p)+u |, VL=1|0 21
221 + 12 —p 2 10

a) A célfiiggvény érzékenységvizsgala:

A burkolététel alkalmazasaval végezziik. A szamitds ugy torténik, hogy a Lagrange
fiiggvényt derivaljuk p szerint és a dontési valtozok, ill. a Lagrange szorzé optimélis értékét
behelyettesitjiik a derivaltba:

dM(p) _ aL(.Z'l,.Tg,U,p) _
dp p x=x(p)u=u(p)
0
= o [ =p)" + (22 = 2)" + w222 + 75 = )] -
p x=x(p),u=u(p)

= 201 —p) = Hx2 = 2p) —uly_ g 4yr e = 18

Ha a p = 5 szdmadat, mint paraméter megvaltozik mondjuk € nagyon kicsi értékkel, akkor
a célfiiggvény értéke 45-rél megkozelitdleg 45 + 18¢ értékre véltozik meg.

b) A dontési viltozdk érzékenységvizsgdlata:

Az ismert tétel alapjan végezziik. A szamitds tgy torténik, hogy a Lagrange fiiggvény
Hesse métrixa inverzének (—1)-szeresét megszorozzuk a Lagrange fiiggvény gradiens vekto-
ranak p szerinti derivalt vektordval:

d | - 0
] - ey 5 V-
p u x:x(p),u:u(p),VZV(P) p x:x(p%u:u(p),V:V(p)
20 27" 2(z1 —p) +2u
= —|l0 2 1 — | 2(x2 —2p) +u
2 1 0 21’1 + To — P r1=—1,290=7,u=6
B B 1
) 1 2 4 2 5
= -2 4 2 41 =1 3
4 2 —4 || -1 :
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Az eredmények értelmezése:
A dd% = —% = —0.2 értelmezése:
Ha a p = 5 szdmadat, mint paraméter megvaltozik, mondjuk ¢ nagyon kicsi értékkel,

akkor az els6 dontési valtozé értéke —1-rél megkozelitdleg —1 — 0.2¢ értékre valtozik meg.

A dd% = % = 1.4 értelmezése:

Ha a p = 5 szdmadat, mint paraméter megvaltozik, mondjuk ¢ nagyon kicsi értékkel,
akkor a mésodik dontési valtozé értéke 7-r6l megkozelitoleg 7 4 1.4¢ értékre valtozik meg.

A Z—Z = g = 1.2 értelmezése:

Ha a p = 5 szdmadat, mint paraméter megviltozik, mondjuk ¢ nagyon kicsi értékkel,
akkor a Lagrange szorzé értéke 6-rél megkozelitdleg 6 + 1.2¢ értékre valtozik meg.

Meghatdrozhatjuk természetesen a p paraméter minden elemére is az optimadlis megoldaést,
majd az érzékenységvizsgalatot is. Az aldbbiakban ezt végezziik el.

A KKT pont meghatdrozdsahoz sziikséges rendszer:

21 —p)+2u = 0
2(xy —2p)+u = 0
2xy + x9 — P é 0
u(2x1 + X9 —p) =0
u = 0
A rendszer megoldédsa a p paraméter fiiggvényében:
1
z1(p) = P
7
Ta(p) = gp
6
u(p) = 5P
9
M(p) = gPQ

A fenti megoldds optimadlis megoldds, mivel a szegélyezett Hesse métrix feltételesen pozitiv
definit, s6t az aktualizalt Lagrange fiiggvény Hesse matrixa pozitiv definit.

Az érzékenységvizsgalat kozvetlen derivéldssal az aldbbiak szerint alakul.
a) A célfiiggvény érzékenységvizsgala derivildssal:

dM(p) 18

dp 5

b) A dontési valtozdk érzékenységvizsgdlata derivilassal:

1
:U —_—
R x2 — L
5
dp 6
u 5
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Feladat:
Az érzékenységvizsgalatndl megismert képletek begyakorldsa miatt azokkal a képletekkel
is végezze el az érzékenységvizsgalatot! Természetesen a fenti eredményeket fogja megkapni.

A példa kapcsan vizsgaljuk meg a Lagrange szorzé jelentését. Tekintsiik a p = 5 para-
méterhez tartozé optimalizélasi feladatot:

flz1,22) = (21 —5)%+ (22 — 10)> — min!
g(z1,29) = 2014+ 22—-5=20

A feladat megolddsa: a célfiiggvény minimuma fn,;, = 45, a Lagrange szorzé értéke u = 6.
Mi a jelentése a Lagrange szorzénak, mit mutat az u = 6 érték? A feladat feltétele ekkor
2rs + x5 — 5 < 0. A jobboldal értékének (a 0 értéknek) kis megviltozdsa a célfiiggvény
optimalis értékében (45-ben) kozel u = 6-szoros valtozést okoz, pontosabban, ha megvaltozik
a feltétel jobboldala, a 0 érték, mondjuk e kis értékkel, akkor a célfiiggvény értéke 45-r6l
megkozelitdleg 45+ (—6)e értékre véltozik. Ha nd a jobboldal (a 0 érték), akkor a célfiiggvény
csokken és forditva. Ha a feltételt 221 + x5 < 5 forméban értelmezziik (a gyakorlatban ez a
megszokottabb), akkor a fentebb emlitett jobboldal véltozédsa tulajdonképpen az 5 szamérték
megvaltozdsat jelenti. Ha tehat az 5 jobboldal megvaltozik € kis értékkel 5+ e értékre, akkor
a célfiiggvény 45-r6l megkozelitdleg 45 + (—6)e értékre valtozik.

Tobbparaméteres eset
A tobbparaméteres optimalizalasi feladat:

min {f(x,p) : g(x,p) = 0,h(x,p) =0,x € X},

ahol p = (p1,p2, ..., pr) & paraméterek vektora. Az egyparaméteres esethez hasonléan sza-
mithatjuk a paraméterek megvéltozdsanak hatdsat az optimum érték fiiggvényre és a dontési
valtozok, ill. a Lagrange szorzok optimalis értékeire.

A célfiiggvény érzékenységvizsgalata (burkol6tétel) t6bb paraméter esetén:

OM(p) OL(x,u,v,p)

=1,2,...,k
Op; Op; '

x=x(p),u=u(p),v=v(p)

A dontési viltozok és a Lagrange szorzdék érzékenységvizsgdlata tobb paramé-
ter esetén:

0

= —(v2)! :
u(p) ( ) x=x(p),u=u(p),v=v(p) Op;

VL i=1,2,... .k

x=x(p),u=u(p),v=v(p)

Op;

40. Példa (Lagrange szorzé értelmezésére)
Oldjuk meg az aldbbi paraméteres feltételes optimalizédlasi feladatot és értelmezziik a
Lagrange szorzot!

T3] + 75 min!

—_
—21'1 — X2 é -9
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Megoldas
A feladat Lagrange fiiggvénye, a Lagrange fiiggvény dontési valtozok és a Lagrange szorzé
szerint vett gradiense és Hesse métrixa

L(xy,29,u) = x% + a:% + u(—2x1 — 29 + 5)

2x1 — 2u 2 0 -2
VL= 279 — U , ViL=| 0 2 -1
—21’1 — T + 5 -2 -1 0

A KKT pont: x1 = 2,25 = 1, a hozza tartozé Lagrange szorzé u = 2 és ez egyben optimalis
megoldds is. Az optimadlis célfiiggvényérték: fii, = 5.

Az u = 2 jelentése:

Ha a feladat feltételének jobboldaldt (—5) tekintjiik paraméternek, akkor a célfiiggvény
optimalis értékének viltozdsa a burkol6tétel szerint ‘il—ﬂ; = —u. Ha tehdt a jobboldal megval-
tozdsa nagyon kicsi € szdm, akkor a célfiiggvény megvéltozasa kozel (—2)e. Ha < feltételiink
van, akkor ismeretes, hogy a Lagrange szorzé dltaldban pozitiv (lehet zérus is). Tehat dlta-
laban elmondhaté, hogy minimum feladat és < feltétel esetén, ha a jobboldal no, akkor a
célfiiggvény értéke csokken és forditva.

Gyakorldsképpen a fenti példa kapcsan levezetjiik a fent kozolt eredményt. Legyen a
jobboldal a paraméter. A feladat ekkor

z] + 3 min!

H
—2r1—22—p = 0

Az optimélis megoldds a paraméter fiiggvényében

2 1 2 1
= — — = — = — — M = — 2
TL=gp T3P U= P, (p)=p
A célfiiggvény viltozasa
dM(p) 2
dp - 5p7
ami valéban az u Lagrange szorzé optimalis értékének (—1)-szeresét adja, amely p = —5

esetén a kordbban kiszamitott u = 2 érték.

Feladat:
Végezze el az érzékenységvizsgdlatot és értelmezze a Lagrange szorzét a feltételes opti-
malizdlds 14. és 15. példdjaban!

41. példa:

Tekintsiik djra a 26. példdban bemutatott gazdasdgi problémaét, amely a kovetkezo volt:
"Legyen két termelési tényez6d, mondjuk toke és munka. A termelés sordn a termelési té-
nyezOk felhaszndlt mennyiségét jelolje rendre x1,zo. A termelési tényezok egységara legyen
p1 = 3,p2 = 4. Legyen tovdbba adott az f(xy, 1) = 2322 1in. Cobb-Douglas-féle termelési
fiiggvény, amely a termelési tényezokkel eldallithaté termékmennyiséget fejezi ki a termelési
tényezok mennyiségének fiiggvényében. Hatdrozzuk meg a termelési tényezok azon optima-
lis mennyiségét, amellyel a legkevesebb koltséggel legalabb ¢ = 8 termékmennyiség allithatd
elo!"
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Most tekintsiik a példdban paraméternek a termelési tényezdk egységdrait (p1,ps), a
Cobb-Douglas-féle termelési fiiggvényben szereplé kitevoket (aj,as), valamint a termék-
mennyiségre vonatkozé korlatot (g).

Ekkor az aldbbi paraméteres matematikai programozési feladat adédik:

pP1x1 + P22 — min!
P 2 g
X1, T2 Z 0

Ap=3,p = 4,01 = 3,a5 = 2, = 8 esetén ismert a megoldds, amely a kovetkezo:
rT1=2,19=1,u= }l,min = 10.

Miel6tt az érzékenységvizsgédlatot elvégezziik, értelmezziik a Lagrange szorzot. A feltétel
minimum feladatra atirt formdja ¢ — z7'z5*> < 0. Ha a jobboldal (0) e-nal megvaltozik,
akkor a 10 értékii célfiiggvény megkozelitoleg 10 — i&t—ra valtozik. Mads szavakkal, ha a
—q jobboldal e-nal megvaltozik, akkor a 10 értékii célfiiggvény megkozelitdleg 10 — }Lg—ra
valtozik. Masképpen, ha az eredeti = feltétel jobboldala (¢ = 8) e-nal megvaltozik, akkor a
10 értéki célfiiggvény megkozelitoleg 10 + A—ie—ra valtozik. Kiolvashat6 ebbdl az is, hogy ha
no az eloirt termékmennyiség, akkor no a felhaszndlt termeldeszkozok koltsége is és forditva,

az aranyossagi tényezo megkozelitoleg i.

Most végezziik el a célfiiggvény, a dontési viltozok és a Lagrange szorzé érzékenységvizs-
gélatdt a paraméterek fiiggvényében!

Megoldas
A feladat Lagrange fiiggvénye:

L(ilfb T2,U, P1, P2, a1, G2, Q) = p1Z1 + P22o + u(q - 37(1113752)

A Lagrange fiiggvény x1, xo dontési valtozok és az u Lagrange szorzé szerint vett gradiense
és Hesse matrixa a kovetkezo:

p1 — uarPait !
_ a1 as—1
ai .a2
i q — Ty Tg
- a2 -1 a1—2 _ a1—1 .az2—1 o a2 a1—1
uay 52 (aq x uajaexy' T a175%x
2 1 1 2 2 L1
V3L = —uayapxit g —uayr (ag — 1) 25272 —agr oy !
i —arPadt! —agr 2y ! 0

A célfiiggvény érzékenységvizsgalatat a burkoldtétel alkalmazasaval végezziik, amely szerint
a paraméterektdl fiiggd M (p1, p2, a1, as, q) optimélis célfiiggvény derivaltja a paraméterek
szerint rendre az aldbbi:

OM (p1,p2, a1, a2, q) oL 9 1,02
= _— = — — a a = = 2
aps apr o (P11 + pawa + u(g — x725%)] = 21 = 2,
aM(plap27alaa2aQ) oL d 1,.02
= —_— —_ a a e e 1
op o2 Om (P11 + pazo + u(q — 27 25%)] = 72 5
8M<p17p27a17a27q) oL 0 ai,.a ai,.a
day - da, - day (P11 + paw2 +u(g — 21 25%)] = —u (Inzy) 27 25> = —1.3863,
oM oL 0
(p17p27(11,a2,Q) — — [p1m1+p2x2+u(q—x‘f1I§2)] = —u (1n$2) JI?I;Q — 0’

8(12 aaQ

8&2
0M(p17p27alaa2aQ) aL 2
dq

ai a2

1
[P1$1 + p2x2 + u(q — X1 Ty )] =u= 1

dq dq



12. ERZEKENYSEGVIZSGALAT 108

Most a dontési valtozok és a Lagrange szorzé érzékenységvizsgalatdat végezziik el. Elészor
szitkségiink van a Lagrange fiiggvény Hesse métrixdnak inverzére. A H Hesse matrixot
egyszerii behelyettesitéssel kapjuk, a V2L métrixba az 11 = 2,25 = 1,u = i,pl =3,p2 =

4,a1 = 3,as = 2,q = 8 értékeket kell behelyettesiteni. A Hesse matrix és annak inverze a
kovetkezo:

4 1 1
o1 i G| " e Y
-12 —16 0 — — =

20 40 40
Ezutédn ki kell szamolni a VL vektornak az egyes paraméterek szerinti derivéltjit. Az ot

paraméter koziil részletesen csak az a; szerint végezziik el az érzékenységvizsgdlatot, a tobbi
szerint csak kozoljitk a végeredményt.

9 o | - uars2 it —uz§?ed ! —way (Inzy) 2208 ! —3.0794
day L= Ja. | P2 uagr(ag? Tt | = —uay (Inxy) 2 05> = | —2.7726
ay ai g — a2l — (Inap) 2§ 232 —5.5452
4 1 1
o | ™ P T TF a5 3.0794 —0.54391
— |z |l=—M''—VL=-| =L 2 _1 27726 | = | 0.06136
daq day PN 10
A tovdbbi paraméterek szerinti derivaltak a kovetkezok
_ -y - 1
o | ™ 5 oM P
— | T2 = 10 .| T2 | = 10
day 0] Jq o
LU L ~20 u T 10
i - - 1
0 T _11_5 9 n 53
Ip1 | u | I % | Op2 u %

Végezetiil megadjuk néhény érzékenységvizsgalati eredmény gazdasagi tartalmat.

A % = 2 jelentése:
Ha csak a p; paraméter, azaz az elsd termelési tényez6 ara valtozik meg, mondjuk e

nagyon kicsi értékkel, akkor a minimdlis termelési koltség 10-rol megkozelitoleg 10 + 2¢
értékre valtozik.

Ozy _ 1 ; b50:
A op- = 5 jelentése:

Ha csak a p; paraméter, azaz az elsé termelési tényezd dra valtozik meg, mondjuk e
nagyon kicsi értékkel, akkor a masodik termelési tényezobdl felhasznalt mennyiség optimalis
értéke 1-r6l megkozelitoleg 1 + %5 értékre valtozik.

A g%; = —% jelentése:

Ha csak az ay paraméter, azaz a termelési fiiggvényben a médsodik termelési tényezo
kitevoje valtozik meg, mondjuk £ nagyon kicsi értékkel, akkor az elsé termelési tényezébol

felhaszndlt mennyiség optimadlis értéke 2-r6l megkozelitdleg 2 — %5 értékre valtozik.

A 38—:’21 = % jelentése:
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Ha csak a g paraméter, azaz a termékmennyiségre eloirt alsé korlat valtozik meg, mondjuk
¢ nagyon kicsi értékkel, akkor az elsd termelési tényezobdl felhasznédlt mennyiség optimalis
értéke 2-r6l megkozelit6leg 2 + ose értékre véltozik.

g—pz = % jelentése:

Ha csak a p, paraméter, azaz a mésodik termelési tényez6 dra valtozik meg, mondjuk e
nagyon kicsi értékkel, akkor a Lagrange szorzé optimélis értéke }l—rél megkozelitoleg }1 + %8
értékre valtozik. Mit jelent a Lagrange szorzé viltozédsa? Ha tehdt a p, paraméter megvalto-
zik, akkor a Lagrange szorzé megkozelitdleg }1—|— %5. A Lagrange szorz6 értelmezésébdl pedig
tudjuk, hogy ha a g megvaltozik A-val, akkor a célfiiggvény optimélis értéke megkozelitdleg
10 + };A' Ezeket osszefoglalva a kovetkezoket mondhatjuk. A p, paraméter megvaltozott
értékéhez (a valtozés €) tartozé optimalizdlasi feladatban, ha a ¢ megvaltozik A\-val, akkor a
célfiiggvény optimalis értéke megkozelitdleg 10 + (i + %6) A



