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1. Bevezetés

Matematikai szempontbdl kétféle jatékot kiillonboztetiink meg: szerencsejatékokat és stra-
tégiai jatékokat. A két jatékot az kiilonbozteti meg egymadstdl, hogy a jatékban szerepld
egyedeknek (jatékosoknak, dontéshozéknak) a jaték kimenetére a fennall szabélyok keretein
beliil van-e befolydsuk vagy nincs. A szerencsejatékokban a jatékosoknak a jaték kimenetére
semmiféle befolydsuk nincs. Ezeknek a jatékoknak a matematikai elemzése mdr a rene-
szansz korban megkezd6dott és a valdszintiségszamitds kialakuldsdahoz vezetett. Stratégiai
jatékoknak azokat a jatékokat nevezziik, amelyekben a jéatékosoknak a jaték kimenetelére
befolydsuk van. A jatékelmélet a stratégiai jatékokkal foglalkozik. A stratégiai jatékok elem-
zése a XX. szdzadban indult el, igy a jatékelmélet fiatal tudomanysgnak tekinthets. Erdemes
megjegyezni, hogy a jatékelmélet megalapozéja a magyar szérmazasi NEUMANN JANOS
(1903-1957) volt.

A stratégiai jatékokban a jatékosoknak az érdekei dltalaban ellentétesek, ezek a jatékok
tehdt mindig valamilyen konfliktushelyzetet jelentenek. A jatékban résztvevok szdama szerint
megkiilonboztetiink két-, harom-, dltaldban n-személyes jatékokat. A jatékosnak a jaték ki-
menetelét befolydsolé tevékenységeit, dontéseit stratégidknak nevezziik. A jdatékosok tobb
stratégia koziil vdlaszthatnak. A széba jovo stratégidk osszességét stratégiahalmaznak
nevezziik.

A jaték kimeneteleit minden jatékos szdmdra egy fiiggvénnyel az tn. kifizetofiigg-
vénnyel jellemezhetjiik. Minthogy a jaték kimenetelét a jatékosok dltal vélasztott stratégidak
hatdrozzdk meg, ezért az i-edik jatékos esetében a kifizet6fiiggvény jelslésére a Ki(sq, Sa, - - ., Sp)
jelolést hasznaljuk, ahol s; € S; (1 = 1,2, ...,n) az i-edik jatékos vélasztott stratégidja, S; pe-
dig az i-edik jatékos stratégiahalmaza. A kifizetéfiiggvény értelmezési tartoméanya dltaldban
a stratégiahalmazok S7 x S5 x ... x S, direkt szorzata, értékkészlete pedig a valés szamok
valamilyen részhalmaza. A jaték lehet determinisztikus és sztochasztikus, attdl fiiggten,
hogy a jatékosok altal valasztott stratégidk a kifizetofiiggvények értékeit egyértelmiien vagy
bizonyos valdszintiséggel hatdrozzdk meg.

A jatékelméletben mindig feltételezziik, hogy minden jatékos ismeri az 6sszes tobbi jaté-
kos stratégiahalmazdt és kifizetofiiggvényét. A jaték sordn az egyes jatékosok stratégidikat
egymastol fiiggetleniil valasztjdk meg, azaz egyik jdatékos sem tudja elére, hogy a tobbi ja-
tékos az adott jatékhoz stratégiahalmazdbol melyik stratégidat védlasztja. Feltételezve azt,
hogy a jaték soran a jatékostarsak jol fogjdk stratégidjukat megvialasztani, akkor természe-
tesnek mondhaté a jatékosoknak biztonsdgra valé torekvése a jaték kimenetelét illetGen.
A jatékosok biztonsdgra, egyensilyhelyzetre valé torekvése olyan stratégidk kivilasztasat
jelenti, amelynél jobbat egyik jatékos sem valaszthat, feltéve, hogy a tobbi jatékos az egyen-
silyhelyzetnek megfelel6 stratégiat jatssza. Az egyensilyhelyzetnek megfeleld stratégidkat
egyensiilyi stratégidknak nevezik. Az egyensilyi stratégidk egyiittesére az egyensuly-
pont elnevezés is haszndlatos. Az aldbbiakban a jdtékelmélet alapfogalmat az egyenstlyi
stratégidkat definidljuk, amelyeket bevezet6jérol NASH-féle egyensilypontnak is szoktak ne-
vezni.

DEFINICIO (egyenstilypont):
Egy jaték egyensilypontjdn olyan s7, s, . .., s; stratégidkat értiink, amelyekre: = 1,2,....,n
esetén
Ki(81s 851580, Siy1s -y 5n) 2 KG(ST, o0 871,86, Si41s -+ 5n) (1)

r n r n

minden s; € S; stratégidra fennall.



2. MATRIXJATEKOK 4

A definiciéban szerepld képletet egyensiilyi Gsszefiiggésnek is szokds nevezni. A fenti
definici6 azt fejezi ki, hogy egyik jatékosnak sem érdeke az egyensiilyi, biztonsdgi stratégidjé-
t6l eltérni, mivel akkor rosszabb helyzetbe keriilhet. Mds szavakkal az egyensiilyi stratégidk
melletti kifizet6fiiggvény-érték nem novelhetd egyik jatékos esetében sem, ha a tobbi jatékos
az egyensilyi stratégidkat jatssza. Az egyensiilyi stratégidk jatszdsa minden egyes jatékos
szamadra a raciondlisan elvarhaté maximumot biztositja. Ne feledkezziink meg arrdl, hogy ez
a maximum nem azt jelenti, hogy ennél jobbat nem lehet elérni valamilyen nem biztonsédgi
stratégia mellett. Ezért a jatékelméletben nem tandcsos az optimalis stratégia haszndlata.

A jatékelmélet alapfeladata a fent definidlt egyensilypont, mds széval az egyensiilyi,
biztonsagi stratégidk egyiittesének meghatarozésa.

Az aldbbiakban néhdny alapfogalmat vezetiink be:

Ha létezik olyan ¢ allandd, hogy minden s; € S; esetén > " | K;(s1, Sa, . .., Sn) = ¢, akkor
a jatékot konstansosszegiinek nevezziik. A ¢ = 0 speciélis esetben a jaték zérusdsszegii.

Az egyensiilyi stratégidkhoz tartozoé kifizetofiiggvény-értékek osszességét, azaz a

Ki(s},85,...,s%) (i =1,2,...,n) értékeket a jaték értékének nevezziik és vy, va, ..., v,-€l

(value=érték) jeloljiik.

A gyakorlatban nagyon sok konfliktushelyzet kétszemélyes jatékként modellezhetd, ezért
a tananyagban a kétszemélyes, véges sok stratégiahalmazzal rendelkez6 jéatékokkal foglal-
kozunk. A kétszemélyes, véges sok stratégiahalmazzal rendelkez6 jéték tabldzattal megad-
hato, tehat a jatékosok kifizetofiiggvénye egy-egy matrixszal jellemezheté. Mivel a jaték két
maétrixszal megadhaté ezért a véges, kétszemélyes jatékokat bimatrix jatékoknak szokds
nevezni. Az egyes jatékosokat P; és P, (player=jdtékos) betiikkel jeloljiikk. A P; jatékos stra-
tégidit a matrix soraival, a P, jatékos stratégidit pedig a matrix oszlopaival jellemezziik; a
Py jatékos kifizetofiiggvény-értékét az A métrix elemei, a P, jatékos kifizetofiiggvény-értékét
pedig a B métrix elemei adjdk. Ha egy bimatrixjaték zérusosszegli A+B = 0, azaz B = —A,
akkor a jatékot matrixjatéknak nevezziik. Ebben az esetben egyetlen métrixszal jellemez-
heté a jaték. A matrixjatékok antagonisztikus helyzeteket irnak le. A jatékosok érdekei
a lehetd legélesebben szembedllnak egyméssal, nyereségiiket csak a mésik rovdsdra tudjak
novelni.

2. Matrixjatékok

Matrixjatékok alatt olyan kétszemeélyes, zérusdsszegii jatékokat értiink, amelyekben a
jatékosoknak véges sok stratégidjuk van. Legyen a P; jatékosnak m, a P, jatékosnak pedig n
stratégidja. A jatékosok kifizetofiiggvény-értékeit, nyereségeit egy A métrixszal jellemezziik
és kifizetomatrixnak vagy kifizetési matrixnak nevezziik. A P, jdtékos stratégidit az
A miétrix soraival, a P, jatékos stratégidit pedig az A matrix oszlopaival jellemezziik.
Allapodjunk meg abban, hogy az A matrix elemei a P, jatékos nyereségét jelentik.
Mivel a jaték zérusosszegli, igy a P, jatékos nyereségét az A métrix elemeinek (—1)-szerese
jelenti. Tehdt az a;; matrixelem a P; jatékos nyeresége, ill. a P jatékos vesztesége, ha a P
jatékos az i-edik, a P, jdtékos pedig a j-edik stratégidjdt jatssza. Az a;; < 0 természetesen
a P, szdmdra veszteséget, a P, szdmdra pedig nyereséget jelent.

1. Példa
Két jatekos az alédbbi jatékot jatssza (Kétujju Morra jétéknak is nevezik):
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Egyszerre feltartjdk egy vagy két ujjukat és egyidejiileg megnevezik, hogy ellenfeliik hény
ujjat fogja felmutatni. Ha csak az egyik jatékos taldlja el, hogy hany ujjiat mutatta fel a masik
jatékos, akkor ez a jatékos a feltartott ujjak ossz-szdmanak megfelel6 tsszeget nyeri az ellen-
feletol. Ellenkezo esetben nem nyer senki. Hatdrozzuk meg a jatékosok stratégiahalmazét és
a jaték méatrixat!

Megoldas:

Mindkét jéatékosnak négy cselekvési lehetdsége, stratégiaja van. Tehdt a kifizetési matrix
4 x 4-es lesz. Jeloljiik ezeket a stratégidkat a (mutat, mond) szimbdélummal, példdul az
(1,2) stratégia azt jelenti, hogy a jatékos 1-et mutat és 2-t mond. A jaték métrixa ezekutdn
egyszeriien felirhaté. Célszerti a kifizetéseket eloszor egy tdablazatba foglalni, a tabldzat sorai
elott, ill. az oszlopai felett 16v6 szimbdlum az egyes jatékosok stratégidit jelentik. Példaul
az ayg kifizetés azért egyenld —3-mal, mert ekkor a Py jatékos stratégigja (1, 1), a P, jatékos
stratégigja pedig (2, 1), igy a P; jatékos nem talélta el, a P, jatékos viszont eltalédlta, hogy az
ellenfele hdny ujjat mutatta fel. Tehat csak a P, taldlt, igy 6 nyert, ellenfele pedig veszitett
3 egységet, hiszen a felmutatott ujjak osszes szdma 3 volt.

Py
1) (12) (21) (22)
Yy o 2 3 0
)yl 2 0o o 3
yl3 0 0 4
)

Ekkor a kifizetési matrix:

0o 2 -3 0
-2 0 0 3
A= 3 0 0 -4
0 -3 4 0

2.1. Egyensiilyi, nyeregponti stratégia

Most elkezdjiik a matrixjaték megolddsanak, azaz az egyensiilyi, biztonsédgi stratégidk megha-
tdrozdsdnak targyaldsdt. A targyaldst egy példén keresztiil végezziik a konnyebb érthetéség
kedvéért. Legyen adott az aldbbi A kifizetési métrix:

[ e
S W NN
N O OO0 &~
© J ot ot

A jétékelméleti bevezetdben altaldnosan definiadltuk a jatékosok egyensilyi stratégidit (1).
Ez a definicié a matrixjaték esetében az alabbit jelenti. Jeloljiik i*-gal a P, jatékos egyensilyi
stratégidjat, vagyis, hogy a P; jatékos az i*-gal jelolt sort, mds széval a sornak megfeleld
stratégiat valasztja. A P, jatékos egyensulyi stratégidgja pedig legyen j*. Az (1) definici6
értelmében a P, jatékos azt az ¢* sort valasztja, amely mellett a Kkifizetofiiggvény-értéke
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(nyeresége) a legnagyobb, feltéve, hogy ellenfele a P, jatékos a j* egyensilyi stratégidjdt
valasztja; képletben kifejezve:

Qi jr = Qi minden ¢ stratégia esetén.

Miésképpen fogalmazva, ha a P; jatékos eltér az ¢* stratégiatol, de a P, jatékos nem tér
el a j* stratégiatol, akkor P; rosszabbul jarhat, igy szdmadra a legkedvezObb az i* stratégia.
Az (1) definici6 értelmében a P, jatékos viszont azt a j* oszlopot vilasztja, amely mellett
a sajat kifizetofiiggvény-értéke (nyeresége) a legnagyobb, vagy més szavakkal a vesztesége a
legkisebb feltéve, hogy ellenfele a P; jatékos az i* egyenstilyi stratégidjat valasztja; képletben
kifejezve:

—j« = —a;+;  vagy egyszeriibben  a;«j+ < a;»; minden j stratégia esetén.
A fentieket tsszefoglalva kozoljiik a méatrixjaték egyensilyi stratégidjanak definiciéjat.

DEFINICIO (mitrixjaték egyensilypontja):
Egy métrixjaték egyensulypontjan olyan (i*, j*) stratégiapért értiink, amelyre aldbbi tn.
egyensiilyi Gsszefiiggés minden (i, j) stratégiaparra fenndll:

A5+ § Qg § Qix (2)

Ezen definicié szerint métrixjaték esetén az (%, j*) stratégiapar meghatdrozasa azt jelenti,
hogy meg kell keresni a kifizetémaétrix azon pontjit, amely egytittal a sordnak legkisebb és
az oszlopdnak legnagyobb eleme. Ez a pont egy nyeregfeliilet azon pontjaként foghaté fel,
amely az egyik irdnyban a legmélyebben, a masik irdnyban a legmagasabban helyezkedik el.
Ezen geometriai analégia alapjan szokds az egyensilypontot nyeregpontnak, az egyensiilyi
stratégidkat pedig nyeregponti stratégiaknak is nevezni.

A kovetkez6 alfejezetben megmutatjuk hogyan lehet meghatdrozni a méatrix nyeregpont-
jat, azaz az (i*, j*) egyensulyi stratégiapért. Nyilvdnval6, hogy leszdmlalassal is meg lehet
hatdrozni a nyeregpontot, mégpedig tgy, hogy végighaladunk a métrix elemein és ellenoriz-
ziik, hogy az elem egyben sorminimum és oszlopmaximum. Eszerint a fenti A kifizetési
matrix dltal jellemzett méatrixjaték nyeregpontja ¢* = 3, j* = 2, mert az az; métrixelem a
sordnak legkisebb és az oszlopdnak a legnagyobb eleme. Egy kicsit gyorsabban is elvégez-
hetjiik a nyeregpont meghatdrozédsat, minden sorban megjeloljiik a sor legkisebb elemét és
minden oszlopban az oszlop legnagyobb elemét egy x jellel. Azok a métrixelemek (pontok)
lesznek nyeregpontok, ahol két * jel van.

Az aldbbiakban egy dltaldanos elvet mutatunk meg a nyeregpont meghatdrozdsra.

2.2. Maximin és minimax stratégiak

Mivel a jaték zérusosszegii, igy az ellenfelek csak egymdstol nyerhetnek, ezért mindegyik
szamithat a médsik legjobb ellenlépésére. A jétékosok nem véllalnak kockdzatot a nagyobb
nyereség reményében és az ellenfél hibdira sem spekuldlnak, tehdt biztonsagra torekszenek.
Képzeljiikk magunkat a P; jatékos helyébe és probiljuk meghatdrozni a szdmunkra legked-
vezObb stratégiat. Ha a P; jatékos az elsd stratégiat (sort) vélasztja, akkor nyereménye a
példa alapjén legaldbb 2 lesz. Minden sor véalasztésa esetében meg tudja mondani, hogy
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legaldbb mennyi nyeresége lesz (ez a sor minimuma). Végiil azt az i° stratégidt fogja valasz-
tani, amelynél a sorminimumok értéke a legnagyobb. Jelen példdban a P; jatékos a 3. sort
vélasztand, azaz i° = 3. Altaldnosan felfrva ez azt jelenti, hogy a P, jatékos keresi a

max min a;;
i J
értéket, vagyis a sorminimumok koziil a legnagyobbat. Ha ezt az i° stratégia valasztdsa
esetén taldlja meg, akkor ezt jatszva legaldbb

max min a;;
? J
nyereséget tud magdnak biztosftani, akidrhogyan is jatszik a P, jatékos. Ezt az 0 straté-
gidat a P jatékos maximin stratégidjanak nevezziik. Azért nevezziik igy, mert a képlet
lefrasdban a sorrend max min. Szokds minimax stratégidanak is nevezni, mivel a minimumok
maximumét kell venni.

Hasonléan, ha a P, jétékos a j-edik stratégiat (oszlopot) vélasztja, akkor az oszlopma-
ximumnél tobbet nem veszithet és azt a jO stratégidt keresi, amelynél az oszlopmaximumok
értéke a legkisebb. Ha ezt a jO stratégidndl éri el, akkor ezt jatszva vesztesége nem lehet
nagyobb, mint

min max a;;
J 7
akdrhogyan is jatszik a P| jatékos. Ezt a j° stratégidt a P, jatékos minimax stratégidjanak
nevezziik. Azért nevezziik igy, mert a képlet leirdsdban a sorrend min max. Szokds maximin
stratégidnak is nevezni, mivel a maximumok minimumat kell venni.

2.3. A nyeregpont és a minimax, maximin stratégidk kapcsolata

1. TETEL (maximin, minimax egyenl6tlenség)
Minden matrixjaték esetén fennall, hogy

max min a;; < min max a;;
7 J J (2

A kovetkezd tétel valaszt ad arra, hogy az elébb meghatdrozott maximin és minimax
stratégidk mikor tekinthetok egyenstlyi stratégidknak, vagy més széval nyeregpontnak.

2. TETEL (egyensiilyi stratégia és a maximin, minimax stratégidik kapcsolata)
Egy métrixjatéknak akkor és csak akkor van nyeregpontja, ha

max min a;; = min max a;; ,
7 i i 7

a jaték értéke a kozos érték, azaz v = maxmin a;; = minmax a;.
7 i i 7
Az utébbi tétel szerint tehdt a maximin és minimax stratégidk akkor tekinthetok egyen-
silyi stratégidknak (nyeregpontnak), ha a sorminimumok maximuma megegyezik az 0sz-
lopmaximumok minimumaval.
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A tételeket egyszertien beldthatjuk. Jelolje o = maxmin a;; a sorminimumok maxi-
i

mumét és ez legyen valahol az i sorban, hasonléan jelslje 3 = minmax a;; az oszlopma-
J (2

ximumok minimumét és ez legyen valahol az j° oszlopban. Az i® sorbeli és j° oszlopbeli
elem a;oj0. Ezt az aldbbi séman szemléltetjiik:

1 (6% CLZ'OjO

Az « érték az i° sorban a legkisebb elem, igy frhaté, hogy
a = a;o;o,
a 3 érték a j° oszlopban a legnagyobb elem, igy frhaté, hogy
Bz Q00
Az utébbi két egyenldtlenséget egybevetve azt kapjuk, hogy
a = Qo0 < B,

amibdl a < £ addédik, ez pedig az 1. tétel allitasdval azonos.
Ha oo = 8 = ajoj0, akkor az a0 érték az i° sor legkisebb eleme, tehdt

apjo < ap; minden j indexre,
ugyanakkor az a0 érték a j° oszlop legnagyobb eleme, tehdt
apjo = Qo minden ¢ indexre.
Osszevetve a két utébbi egyenldtlenséget, az alabbi adédik
aijo < a0 < ago; minden 7, j indexre.

Ez pedig a (2) egyensiilypont (nyeregpont) definiciénak felel meg. Az is ldthats, hogy
a = 3 esetén a maximin és minimax stratégisk az egyensilyponti (nyeregponti) stratégidknak
felelnek meg és a jaték értéke az v = a = 8 = a;0j0 koz0s érték.

Térjiink vissza az elézdekben vizsgalt kifizetési métrixhoz. Az aldbbi tabldzatban a sor-
minimumokat és az oszlopmaximumokat a tdbldzat jobboldaldn, ill. az aljdn tiintettiik fel.

7T 2 45 2
1 2 8 5 1
6 3 6 7 3
5 0 29 0
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A P, jatékos maximin stratégidja az i® = 3, a P, jatékos minimax stratégigja a j° = 2.
Mivel a sorminimumok maximuma és az oszlopmaximumok minimuma megegyezik (mind-
kettd érteke 3), igy a 2. tétel értelmében a nyeregponti stratégidk i* = % = 3 és j* = j* = 2.
A jaték értéke pedig a sorminimumok maximuménak és az oszlopmaximumok minimumé-
nak kozos értéeke (v = 3). Konnyen meggy6ézédhetiink arrél, hogy ha valamelyik jétékos eltér
ettdl a nyeregponti stratégidjatél, de a mdsik jatékos nem tér el, akkor szdméra rosszabb
helyzet all elo.

2. Példa
Tekintsiik most az aldbbi métrixjatékot és hatdrozzuk meg a nyeregpontot!

A:

=~ =3 Ot
Tt OO W~
W o O
U = N

Megoldas:
Eldszor a sorminimumokat és az oszlopmaximumokat hatdrozzuk meg.

5 4 6
7 8
4 5 3 5 3

(@)
A\
A\

7 8 6 5

A sorminimumok (min a;;) rendre: 2,4, 3; ezek maximuma, azaz maxmin a;; = 4.
j i
Az oszlopmaximumok (max a,;) rendre: 7,8, 6, 5; ezek minimuma, azaz min max a;; = 5.
7 (2

Mivel a két érték nem egyezik meg, azaz a matrixnak nincs olyan eleme, amely egyszerre
lenne sordnak minimuma és oszlopdnak maximuma, igy a fenti kifizetési médtrixszal adott
matrixjatéknak az ismert tétel értelmében nincs nyeregpontja, azaz a jatékosoknak nincs
egyensiilyt biztosité, megnyugtaté dontésiik. Ellenorizze le az olvasé az 1. tétel allitdsat!

Azonnal felmeriil a kérdés: Ilyen helyzetben mi legyen a P, és a P, jatékos dontése,
melyik stratégidt valasszak? Az aldbbiakban erre keressiik a valaszt.

2.4. Tiszta és kevert stratégia fogalma

Ha a jétékot sokszor lejatsszdk (ezt a késébbiekben is mindig feltételezziik), akkor mind-
egyik jatékosnak érdekében &ll a viszonylag jo stratégidkat jatékrol jatékra valtoztatni, hogy
ezaltal a tobbieknek nyijtott informaciét csovkkentse. Ha valamilyen determinisztikus sza-
baly szerint vdlasztja meg a jatékos a stratégidit, akkor hamar kiismerik. Célszer(i tehdt a
stratégiahalmazan egy eloszldst definidlni és e szerint az eloszléds szerint véletleniil megva-
lasztania a jaték konkrét realizdldsakor vilasztandé stratégidgit. Ebben az esetben a jatéko-
sokat nem az egyes jatékokban addo kifizetéseik (nyereségeik) érdeklik elsésorban, hanem a
nyereségeik dtlaga, varhato értéke. Ezzel egy 1j jatékot definidltunk, amelyben a jéatékosok
stratégiahalmazai az eredeti stratégidkon értelmezett eloszldsok halmaza lesz, a jatékosok
kifizetofiiggvényei pedig az eredeti kifizetofiiggvényeknek a jatékosok dltal vdlasztott eloszlé-
sokra vonatkozo varhaté értéke. Az igy definidlt stratégidkat kevert stratégidknak nevez-
ziik. A kevert stratégidk fogalmat Neumann Jénos vezette be eloszor. A jatékosok eredeti
stratégidit tiszta stratégidknak is szokds nevezni.
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Jelolje a Py jatékos kevert stratégidjat yi, yo, . . ., Ym; a Py jatékos kevert stratégidjat pedig
1, %o, ..., T,, ahol

0, mi+x0+...4+2,=1
0, mityt+...+yn=1

T1,X2y...,Tp

Y, Y2, -+ - Ym

v 1V

A kevert stratégidkat tehdt egy vektorral lehet lefrni. (A tiszta stratégia az egységvek-
tornak megfelel$ stratégia.) Az y; példdul azt jelenti, hogy a P jatékos a jatéksorozatban
az i-edik tiszta stratégidjat y; valdszinliséggel jatssza. Szemléltessiik adatainkat az aldbbi
séman:

Py
’ Ty - Tp e Tn ‘
n (0 73 N ¢ 5 P
Py oy 1€ N /77 S 277}
Ym am1 T amj T Amn

Ezekutdan mar csak az 1j kifizetofiiggvényeket kell meghatdarozni és mar alkalmazhatjuk
is az 14j jatékra a bevezetoben megadott egyensiilyi stratégia definiciéjat.

A P, jatékos varhaté nyereségét (kifizetofiiggvény-értékét) a varhato érték definicidja
alapjan az aldbbiak szerint szamithatjuk ki (alkalmazva a linedris algebraban megismert

métrix-vektor miiveleteket):
m n
Z Z yiaijxj = yAX
i=1 j=1
A P, jatékos varhaté vesztesége nyilvanvaléan ugyanennyi. A bevezetoben ismertetett
egyenstily-definici6 (1) alapjan ebben az 1ij jatékban is egyszeriien definidlhaté az egyensily-
pont.

DEFINICIO (kevert egyensiilyi stratégia)
A jatékosok kevert egyensiilyi stratégidi alatt azt az x*, y* kevert stratégidkat értjiik,
amelyekre az aldbbi egyenstilyi vagy nyeregponti tsszefiiggés minden x,y kevert stratégidra

fennall:
yAx* S y*Ax* < y*Ax. (3)

Az y*Ax* varhaté értéket a jaték értékének nevezziik és v-vel jeloljiik. A v érték a Py
jatékos varhaté nyereségét, ill. a P, jatékos varhaté veszteségét jelenti, ha mindegyik jatékos
a kevert egyensulyi stratégiat jatssza.

A késtbbiekben stratégia alatt mindig kevert stratégidt értiink, ami specidlis esetben
mint ahogy emlitettiik lehet tiszta stratégia is. A kevert jelz6 ezekutdan mar el is hagyhaté
és egyenstlypontrél, nyeregpontrdl vagy egyensilyi, nyeregponti stratégiakrol beszéliink.

A kevert stratégids esetben a tiszta stratégids esethez hasonlé Osszefiiggéseket irhatunk
fel, hisz az egyik a masiknak specidlis esete. Itt is definidlhaték a maximin és a minimax
stratégidk. Az egyensiilyhelyzet keresésében akkor jar el ésszeriien a P; jatékos, ha igyekszik
a maga szdmadra a legnagyobb &tlagos nyereséget biztositani az ellenfél legjobb jatéka esetére
is. Ha a P, jatékos valamely y stratégidjat alkalmazza, akkor nyereményének varhaté értéke
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legaldbb az yAx értékek P, jatékos stratégidindl vett minimuma lesz. A P; jatékos azt az
y stratégiat fogja jatszani, amelyre ez a minimum érték a legnagyobb lesz. A P, jatékos y
stratégidgjat maximin stratégianak nevezziik és ezt jatszva legaldbb

max min yAx
Yy X

0

varhaté nyereséget tud magdnak biztositani. Hasonléan, ha a P, jatékos az x° minimax

stratégidjat jatssza, akkor legfeljebb

min max yAx
x y

varhato vesztesége lesz.

3. TETEL (maximin, minimax egyenltlenség)
Minden matrixjaték esetén fenndll, hogy

max min yAx < min max yAx
y o x x y

4. TETEL (egyensiilyi stratégia és a maximin, minimax stratégidk kapcsolata)
Egy matrixjatéknak akkor és csak akkor van nyeregpontja, ha

max min yAx = min max yAxXx,
y x x y

a jaték értéke a kozos érték, azaz v = maxmin a;; = minmax yAx.
y X X y
A kevert stratégids esetben azonban a maximin és a minimax stratégidkat sem olyan
egyszerii meghatdrozni.

2.5. Alapveto tulajdonsagok

A kovetkezOkben néhdny hasznos tulajdonsdgot ismertetiink, amelyek bizonyitdsédt az olva-
séra bizzuk:

1. Az a;; = ay; + A\, a;; = pagj, a;; = pa;; + A métrixokkal adott jatékok esetén a
nyeregpont az eredeti métrix nyeregpontjaval egyezik meg csak a jaték értéke valtozik,
mégpedig 0 = v+ A\, 0 = pv, U = pv + A, ahol X tetszdleges, > 0 valés szam lehet.

2. Egy matrixjatékban a P jatékos y; stratégidja domindlja az y, stratégidjat, ha a
P, jatékos barmely j-edik tiszta stratégidjara fenndll, hogy y1A = yoA. Egyszertibb
a dominanciat kezelni tiszta stratégidk esetében, ebben az esetben a P; jatékos k-
adik stratégidja akkor domindlja az r-edik stratégidjdt, ha ax; = a,; minden j indexre
fenndll. Ez azt jelenti, hogy a P, jatékos biztosan nem vélasztja az r-edik stratégidt,
hiszen barmilyen is az ellenfele stratégidja, szdméra az r-edik nem lehet jobb mint a
k-adik stratégia. A dominancia elv segitségével a jaték mérete csokkenthetd, vagyis
az r-edik sor elhagyhaté a jatékbol. Hasonléan oszlopokat is elhagyhatunk, ha a P
jatékosnak is van domindns stratégidja. Tehdt ha a;, < a; minden ¢ indexre fenndll,
akkor a P, jatékos k-adik stratégidja domindlja az r-edik stratégidjat.
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3. A jatékot igazsdagosnak mondjuk, ha a jaték értéke zérus (v = 0).

4. Ha A = —A" (a;; = —aj), vagyis az A kifizetési métrix ferdén szimmetrikus, akkor
a jatékot szimmetrikusnak nevezziik. A szimmetrikus jdtékok igazsdgosak és a
két jatékos egyensiilyi stratégiai megegyeznek. A szimmetrikus jatékoknak ezenkiviil
azért is kitiintetett szerepiik van a maétrixjatékok kozott, mert barmely maétrixjaték
szimmetrikus méatrixjatékks transzformélhato.

5. Tobb nyeregpont létezése esetén érvényes az uin. felcserélhetdségi tulajdonséag,
azaz a felcserélt stratégidk is nyeregpontok. Példaul, ha az (x},y7) és az (x3,y3)
stratégiapdr is nyeregpont, akkor az (x},y3) és az (x5, y7) stratégiapdr is nyeregpont.

6. Tobb nyeregpont létezése esetén érvényes az Uin. ekvivalencia tulajdonsdag, vagyis
az ezekhez tartozé jatékértékek megegyeznek. Példdul, ha az (xI,y7) és az (x3,y3)
stratégiapdr is nyeregpont vy és vy jatékértékkel, akkor v; = ws.

2.6. Egyszerii matrixjatékok geometriai és algebrai megoldasa
Ebben a fejezetben az egyszerii, kevés stratégidas (2 X 2-es, 2 X n-es, ill. m x 2-es) jatékok
megoldasat mutatjuk be.

2.6.1. 2 x 2-es matrixjaték geometriai megoldasa

Egy példéan keresztiill mutatjuk meg az utat a megolddshoz, azaz az egyensiilyi stratégidk
meghatarozdsdhoz.

3. Példa
Tekintsiink egy egyszer{i 2 x 2-es matrixjatékot az alabbi kifizetési métrixszal. Hatdrozzuk
meg a jatékosok nyeregponti stratégidjat geometriai médszerrel!

3 5
Sth
Megoldas:

Az aldbbi sémédban a jaték matrixat és az egyes jatékosok stratégigjat tiintettiik fel.

Y 3 )
11—y 6 2

Megoldas:

Az egyszeriiség kedvéért a jatékosok x és y stratégidit az x = (z,1—xz),ill. y = (y,1 —y)
alakban frtuk fel, ahol 0 < z,y < 1. Els6 lépésként szédmitsuk ki az yAx varhaté nyereséget
tetszoleges x és y stratégidra:

yAx =32y +5y(1 —2) + 6(1 —y)z +2(1 — z)(1 —y) = 2+ 4z + 3y — 6zy
Tekintsiik a (3) nyeregponti dsszefiiggés baloldalét, amely szerint

yAx* < v minden y stratégidra.
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Mivel ennek minden y stratégiara fenn kell dllnia, igy a tiszta stratégidkra is, azaz y = 0,
ill. y = 1 esetén is. Ezekre a tiszta stratégidkra a fenti egyenlotlenség az aldbbiak szerint
frhato:

2+ 4z*
5 —2z*

v

A TN

(%

Ennek az egyenlétlenségrendszernek a megoldashalmazat (sraffozott tartomany) az (z,v)
koordindtarendszerben az aldbbi dbra mutatja:

7

0.5 | x

A vonalkdzott teriiletbdl kell kivélasztanunk az (z*,v) pontot. Nyilvan az lesz az z*
nyeregponti stratégia, melyhez a legkisebb v érték tartozik. Az x* stratégidt ugyanis a P
jatékos jétssza és az 6 célja, hogy a varhato vesztesége (v) minél kisebb legyen. A megoldést
a két egyenes metszéspontja adja. Jelen esetben z* = 0.5, azaz a P, jatékos nyeregponti
stratégigja x* = (0.5, 0.5). Ez azt jelenti, hogy a P, jatékosnak az els6 és a mésodik tiszta
stratégiajat 50 — 50 %-ban kell véletlenszeriien kevernie. A jaték értéke v = 4.

Most tekintsiik a (3) nyeregponti 6sszefiiggés jobboldalat, amely szerint
y*Ax =2 v minden x stratégidra.

Hasonl6 médon az elé6zohoz, ezt az x = 0,2 = 1 tiszta stratégidkra felirva, az aldbbi
egyenlotlenségrendszert kapjuk, amelyben v a P; jatékos varhato nyereségét jeloli:

2+ 3y*
6 — 3y*

(Y

v

vV v

Az egyenl6tlenségrendszer lehetséges megoldésait az (y,v) koordindtarendszerben dbra-
zoljuk.
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v

2/3 1 y

A vonalkdzott teriiletbdl kell kivalasztanunk az (y*,v) pontot. Nyilvdn az lesz az y*
nyeregponti stratégia, melyhez a legnagyobb v érték tartozik. Az y* stratégidt ugyanis
a Py jétékos jatssza és az O célja, hogy a vdrhat6 nyeresége (v) minél nagyobb legyen. A
megoldést a két egyenes metszéspontja adja. Jelen esetben y* = 2/3, azaz a P, jatékos
nyeregponti stratégidja y* = (2/3, 1/3). Ez azt jelenti, hogy a P; jdtékosnak az els6 és a
mdsodik tiszta stratégidjat 2 : 1 ardnyban kell véletlenszertien kevernie.

Osszefoglalva tehat a métrixjéték megolddsa:

A P, jatékos nyeregponti stratégidja: y* = (2/3, 1/3),
A P, jatékos nyeregponti stratégidgja: x* = (1/2, 1/2),
A jaték értéke: v = 4.

A véletlenszertiséget csak valamilyen véletlen mechanizmussal lehet biztositani, mert az
ember hajlamos a szabdlyossdgra. FElképzelheté egyik megolddasként példaul az, hogy P,
jatékos egy urnédba betesz 3 golyot, két feketét és egy fehéret. Taldlomra kivesz koziiliik egyet
és ha feketét hiz ki, akkor az elsd, ha fehéret hiz ki, akkor pedig a méasodik tiszta stratégiat
fogja jatszani. Hasonlé médon a P, jatékos egy urndba 2 golyot tesz be, egy feketét és egy
fehéret. Taldlomra kivesz koziiliik egyet és ha feketét hiiz ki, akkor az elsd, ha fehéret hiz ki,
akkor pedig a masodik tiszta stratégiat fogja jatszani. A jétékosok véletlenszam-téblazatot
is haszndlhatnak a megfelelé keverésre.

A fentiekbdl érezhetd, hogy a maétrixjaték nyeregpontjat linedris programozdasi feladat-
ként is meghatdrozhatjuk. Ezt az altaldnos megolddsi mdédszert késobb fogjuk ismertetni,
elotte még megmutatjuk a 2 x 2-es jatékoknak egy nagyon egyszerii megolddsat és néhény
hasznos észrevételt is tesziink, amelyek egy részét fel is haszndljuk az altaldnos mddszer
ismertetésénél.

Feladat:
Irja fel a fentebb elmondottak alapjan az egyes jatékosok nyeregponti stratégiait megha-
tdarozo linedris programozasi feladatokat!
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2.6.2. 2 x 2-es méatrixjatékok algebrai megoldasa

A 2 x 2-es jatékok algebrai megolddsa tulajdonképpen az el6z6ekbdl is kiolvashaté. Legyen
adott az aldbbi dltaldnos kifizetési matrixszal egy matrixjaték:

A:{all a12}

Q21 A22

Az alédbbi sémédban a jaték méatrixat és az egyes jatékosok stratégidjat tiintettiik fel.

r 1—=x
Y ar a2
I—y a1 Q22

Szamitsuk ki az yAx varhaté nyereséget tetszoleges x és y stratégidra:
YAX =a11yx + a1py(l — x) + ag1(1 — y)x + axn(l —y)(1 — z)
Idézziik a (3) nyeregponti Osszefiiggést, amely minden x,y stratégidra fennall:
yAX* < v S y*Ax.

Mivel a fenti 9sszefiiggés baloldala minden y stratégiara fennall, igy fennéll az y = (1,0)
és az 'y = (0,1) tiszta stratégidkra is, ezért irhatd, hogy

apx” + app(l — z*) v

ana” + ag(l —z¥)

A TIA

v

A geometriai megoldésnal lattuk, hogy a nyeregpont két egyenes metszéspontjaként adédott,
ezek az egyenesek:
apx* +ap(l—x%) = v

agx* + agp(l—z") = v
Ebbol pedig az adédik, hogy
CLHI* + CL12(1 - JI*) = CL21J3* + CLQQ(I - J,’*>,

dtrendezéssel
(a11 — ag1)z™ = (a2 — a2)(1 — "),

amelybol az olvashaté ki, hogy
¥ (]_ — l‘*) = (CL22 — alg) . (CLH — CLQl).

A P, jatékos stratégidinak keverése: |agy — a1a| : |a11 — ag1|, amelybél kiolvashatd, hogy
a keverési ardanyt az 1. stratégia esetén a matrix 2. oszlopdban szerepld elemek kiilonbsége,
a 2. stratégia esetén a matrix 1. oszlopaban 1év6 elemek kiilonbsége adja.

Hasonl6 levezetéssel a P; jatékos stratégidginak y* : (1 — y*) keverése: |ag — aga| :
la11 — a1a], amelybdl kiolvashaté, hogy a keverési ardnyt az 1. stratégia esetén a métrix



2. MATRIXJATEKOK 16

2. sordban szereplo elemek kiilonbsége, a 2. stratégia esetén a métrix 1. sordban 1év6 elemek
kiilonbsége adja.

Megjegyzés.

Az algebrai megoldds nem minden esetben alkalmazhaté! Gondoljunk arra, amikor a
levezetésben a két egyenes metszéspontjaként definidltuk a jatékos stratégidjat. Mi a helyzet
akkor, ha az egyeneseknek nincs metszéspontjuk, de ha van is, akkor sem biztos, hogy a [0, 1]
intervallumba esik a metszéspont. A 2 X 2-es matrixjatékoknadl el6szér mindig keressiik meg
a tiszta stratégids nyeregpontot, ha van, akkor nincs sziikség tovabbi szamitdsra, ha nincs,
akkor alkalmazhaté a fent lefrt algebrai megoldés.

4. Példa
Adott az alabbi kifizetési matrix. Hatdrozzuk meg a nyeregponti stratégidkat algebrai
madszerrel!
6 8
A= ]7 5]
Megoldas:

Eldszor nézzitk meg van-e tiszta stratégias megoldds. Mivel a sorminimumok (6,4) maxi-
muma (6) nem egyenld az oszlopmaximumok (7,8) minimumaval (7), a 2. tétel értelmében
nincs tiszta stratégids nyeregpont. A megolddshoz hasznaljuk az aldbbi sémat:

6 8 N [7T-4=3
7 4 S 8—4=4

N/
18—4=4]7-6=1]

Az elsd sor két elemének a kiilonbségét a masodik sor mogé, a masodik sor két elemének
a kiilonbségét pedig az elsd sor mogé, ill. az elsd oszlop két elemének a kiilonbségét a
masodik oszlop ald, a masodik oszlop két elemének a kiilonbségét pedig az elsé oszlop
ald irjuk. A kiilonbségképzésnél mindig a nagyobb értékbdl vonjuk ki a kisebbet. A fenti
levezetés alapjan a P; jatékosnak a sorok mogé irt szamoknak megfeleléen, mig a P j&-
tékosnak az oszlopok ald frt szamoknak megfeleléen kell kevernie a tiszta stratégidit. Ez
alapjédn a jatékosok nyeregponti stratégidi és a jaték értéke:

A P, jatékos nyeregponti stratégidja: y* = (3/5, 2/5),
A P, jatékos nyeregponti stratégidgja: x* = (4/5, 1/5),
A jaték értéke: v = y*Ax* = 32/5.

Feladat
A 3. példdban szereplé métrixjdatékot oldjuk meg algebrai mdédszerrel, a 4. példdban
szereplé matrixjatékot oldjuk meg geometriai médszerrel!

Feladat

Adott az aldbbi két 2 x 2-es matrixjaték. Mindkettét oldjuk meg geometriai és algebrai
uton is, ha lehet! Felhivjuk a figyelmet, hogy a masodik métrixjatéknak van tiszta stratégias
nyeregpontja. Milyen hibds eredmény adédna ekkor algebrai médszerrel?

S|
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2.6.3. 2 X n-es és m X 2-es matrixjaték geometriai megoldasa

Azokat a matrixjatékokat, amelyekben az egyik jatdkosnak csak két stratégidja van, egysze-
riien megoldhatjuk geometriai tdton. Vizsgdljuk eloszor a 2 X n-es matrixjatékot, amelynek
matrixa:
A _ all DEREY al] DY aln
a21 DY a2] DY a27’[,

Tekintsiik a (3) nyeregponti tsszefiiggés jobboldaldt, amely szerint
y*Ax =2 v minden x stratégidra.

Mivel ennek minden x stratégidra fenn kell dllnia, igy a P, jatékos minden tiszta straté-
gidjdra is fenn kell dllnia, azaz y*Ae; 2 v minden j = 1,2,...,n esetén, amely az

ya; = v, ji=1,2...,n

egyenl6tlenségeknek felel meg, ahol a; az A métrix j-edik oszlopvektora. Mivel y* = (y,1 —
y), ezért az egyenldtlenségrendszer lehetséges megolddsait az (y,v) koordinatarendszerben
abrazolhatjuk. Minden egyenldtlenséghez egy egyenes tartozik, az egyenldétlenségrendszer
lehetséges megolddsait az egyenesek alatti félsikok kozos része adja. Nyilvdn az lesz az y*
nyeregponti stratégia, melyhez a legnagyobb v érték tartozik. Az y* stratégiat ugyanis a P;
jatékos jatssza és az 6 célja, hogy a varhaté nyeresége (v) minél nagyobb legyen. A megolddst
altaldban valamelyik két egyenes metszéspontja adja. Egyéb esetekkel nem foglalkozunk. A
metszéspont y abszcisszdjabol adédik a P; jatékos nyeregponti stratégidja, a v ordindta
pedig a jaték értékét szolgdltatja. A metszéspontot meghatdrozo két egyeneshez tartozzanak
a j = pésaj = qindexek. Bizonyithatd, hogy ekkor a P, jatékos nyeregponti stratégidjaban
minden nem p, ¢ indexhez tartozé stratégia zérus, azaz x; = 0, ha j # p,q. Ebb6l adédéan
az aldbbi 2 x 2-es méatrixjatékot kapjuk

)
Qop Q2gq ’
amelynél a P, jatékos nyeregponti stratégidjat szintén meghatdrozhatjuk geometriai tton.
Roviden bizonyitjuk az utébbi allitdst. A két egymdst metsz6 egyenes egyenlete: y*a, = v
és y*a, = v, a tobbi indexre y*a; > v, j # p, ¢. Tegyiik fel, hogy a P, jatékos x* nyeregponti
stratégidjaban xy, x7, xp # 0, (v} + 2} + = 1), a tobbi zérus. A jétek értéke v = y*Ax",
amely részletezve v = (y*a,)v;+(y*ag )z + (y*a) v = vay+vx) +(y*ag)z). Ezt dtrendezve
kapjuk, hogy (1 -y —x})v = (y*a;)r;. Figyelembe véve az (1 — ) —x7) = xj, Osszefiiggést,
irhatd, hogy z;(v — y*a,) = 0. Mivel y*a; > v, ezért az egyenldség csak =} = 0 esetben
allhat fenn, igy a P, jatékosnak valéban csak két stratégidja lehet pozitiv, mégpedig az a
kettd, amely a metszéspontot meghatarozta.

Az m x 2-es métrixjatékok geometriai megolddsa hasonléan torténik, ott a (3) nyeregponti
osszefiiggés baloldalabdl kell kiindulni és az (z,v) koordindtarendszerben kell abrézolni az
egyeneseket.

5. Példa
Tekintsiink egy 2 x 3-as méatrixjatékot az aldbbi kifizetési métrixszal. Hatdrozzuk meg a
jétékosok nyeregponti stratégiajat geometriai médszerrel!

45 3
A:{?)zﬁ]
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VM
6
- 5
- - 4
3 - 3
2/

3/4 1y

Megoldas:

Az aldbbi sémédban a jaték matrixat és az egyes jatékosok stratégigjat tiintettiik fel:

Py
1 T2 T3

P Yy 4 5 3
1—y 3 2 6

Az y*a; 2 v egyenlStlenségek az aldbbiak:

dy+31—y) = v
Sy +2(1—y) =2 v
y+6(1l—y) = v

Az egyenlétlenségrendszer lehetséges megolddsait (az (y,v) koordindtarendszerben abrézol-
va) az alabbi sraffozott tartomény mutatja:

Lathato, hogy a v érték maximuma az 1. és a 3. egyenldtlenséghez tartozé egyenesek
metszéspontjaban van. A metszéspontban y* = 3/4, azaz a P; jatékos nyeregponti stratégiaja
y' = (3/4, 1/4).

A P, jatékos nyeregponti stratégidjat igy hatdrozzuk meg, hogy 2. stratégidjat zérusnak
vessziik, azaz x5 = 0. A mdsik két stratégidt pedig az aldbbi 2 x 2-es méatrixjaték megoldédsa

adja:
4 3
Stk

A megoldést az olvaséra bizzuk, csupan kozoljitk a P, jatékos nyeregponti stratégidjat: x* =
(3/4, 0, 1/4).

Megjegyzés:

A 2x2-es métrixjatékokndl felirtuk az y Ax vdarhaté nyereséget. Ebbol a példabdl lathato,
hogy nem érdemes kiszamitani ezt, hiszen enélkiil egyszeriibben felirhatjuk az egyenl6tlen-
ségrendszert. Az dbrazolés is konnyebb, megfigyelhettiik, hogy az y = 0, ill. y = 1 értékekhez
tartozé v értékek a matrix mésodik sorbeli, ill. az elsé sorbeli adatai.
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Feladat

Adott az aldbbi négy matrixjéték. Mindegyiket oldjuk meg geometriai médszerrel! Java-
soljuk, hogy alkalmazza az 1. tulajdonsagot az utolsé két métrixjaték esetében. Adjon mind-
egyik matrixelemhez akkora pozitiv szdmot, hogy ne szerepeljenek benne negativ szdmok,
igy egyszeriibb lehet a szdmolds. Ne feledkezzen meg, hogy ekkor a jaték értéke megvaltozik!

10 5 -2 1
A:[igﬂ, A=|5 12, A:{:g B :ﬂ, A=|-1 2

14 1 0 -3
Feladat

A matrixjaték és a linedris programozds kapcsolata c. fejezet végén kozolt feladatokat
oldja meg geometriai és algebrai mddszerrel is, ha lehet!

2.7. A matrixjaték és a linearis programozas kapcsolata

Az eddigiekben sok mindennel megismerkedtiink, de egyetlen fontos kérdésre még nem ad-
tunk vélaszt, nevezetesen arra, hogy minden matrixjéaték megoldhaté-e? A kovetkezokben
erre a kérdésre az igenld vdlaszt megadé tételt, a jatékelmélet alaptételét ismertetjiik. A
tételt NEUMANN JANOS (1928) bizonyitotta be el6szor, igy szokds NEUMANN-tételnek is
nevezni. A tételre konstruktiv bizonyitdst adunk, amellyel megadjuk a matrixjaték linedris
programozassal valé megolddsdnak modjat is.

A JATEKELMELET ALAPTETELE (NEUMANN-tétel):
Tetszoleges A kifizetési matrixszal rendelkez6 métrixjatéknak 1étezik nyeregpontja, azaz
létezik olyan (x*,y*) stratégiapar, hogy

yAX* S y*Ax* S y*Ax
minden (x,y) stratégiaparra teljesiil.

Bizonyités:
Hasznaljuk az aldbbi sémét:

Py
T o oxy e T,
n aipx o Qi o Qi
Py 175 I ¢ 77 B ¢ 77
Y T

A P, jatékos a kovetkezOképpen okoskodik. Ha a P; jédtékosnak sikeriilne olyan y stratégidt
valasztania, amelyre
Y1a11 + Yao1 + oo + Ymm1 = @

akkor legaldbb ax; varhaté nyereségre tesz szert. Ha ugyanis a P; jatékos stratégidja y, a
P, jatékosnak pedig az 1. stratégidja zq, akkor a P; jatékos vdarhaté nyeresége:

Y1011 + Y2211 + ... + YmAm1 21
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amelybol az elobbi &llitds kiolvashaté. Hasonldéan, ha a P jatékos 2. stratégidja xo, akkor
legaldbb axy varhaté nyereséget akkor tud elérni a P; jatékos, ha

Y1012 + Y2022 + ... + Ymlma =

A fentieket a P, jatékos minden x; stratégidjara felirhatjuk. Igy a jaték sordn a P, jatékos
nyereménye legalabb axy + axg + ... + ax, = a(ry + 22 + ... + x,) = « lesz. Nyilvdnvalo,
hogy P; célja a nyereményének maximalizdldsa, tehdt olyan y stratégidt probal vélasztani,
amelynél minden j indexre legaldbb ax; nyereségeket tud elérni és az o Ossznyeresége minél
nagyobb legyen, azaz

Y1011 + Y2021 + oo A Ymm1 =
Y1012 + Y2022 + ... + Ymlma =«
Y1a1n + Yaaon + ...+ YmAmn 2 «
Y+ Y2+ oo + YU 1

Y1,92, -, Ym E 0

a — max!

Mint lathaté a P jatékos y stratégidjanak meghatdrozasdra egy linedris programozési
feladat adédott, amelyet a matrix-vektor jelolésekkel egyszeriibben is irhatunk (az 1 vektor
a linedris algebrdban megismert 1 = (1,1,...,1) csupa l-esekbdl &ll6 tin. Osszegzdvektort
jeloli):

yA—al =2 0
yl = 1
y =2 0

a — max!

Most nézziik meg a P, jatékos hasonlé okoskoddsdt. Ha a P, jatékosnak sikeriilne olyan
x stratégiat vilasztania, amelyre

anTi + a9 + ... + a1pT, <0

akkor legfeljebb (1, varhato vesztesége lenne, amikor a P; jatékos 1. stratégidja y,. Ezt a P,
jatékos minden y; stratégidjara felirhatjuk. Ekkor a jaték sordn a P, jatékosnak legfeljebb
[ vesztesége lesz és a P, jatékos célja, hogy ezt a veszteségét minimalizdlja. A P jatékos x
stratégidjanak meghatdrozdsira tehat az aldbbi linedris programozasi feladat szolgal:

Ax—f51 = 0
xl = 1
x =2 0

£ — min!

A két jatékos stratégidinak meghatdrozédsara szolgalo linedris programozasi feladatok egy-
méasnak dudlisai.
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Feladat:
Igazolja, hogy a két linedris programozasi feladat egymédsnak dudlisai!

A miésodik feladatot tekintsiik primédl, az elsét pedig dudl feladatnak. Konnyen megdl-
lapithatjuk, hogy mind a primél, mind a dudl feladatnak van lehetséges megolddsa. Példaul
az y; = 1/m, ill. az x; = 1/n lehetséges megoldédsok, mert mindig taldlhat6 hozzajuk olyan
a, ill. 5, amelyek kielégitik a feltételeket. A linedris programozds dualitési tétele értelmében
pedig a fenti linedris programozasi feladatparnak van optimélis megolddsa is. Emlékeztetaiil
a linedris programozds dualitdsi tétele azt mondja ki, hogy ha a primadl és a dudl feladat-
nak is van lehetséges megoldédsa, akkor van mindkettének optimadlis megolddsa is. Jelvlje az
optimaélis megoldasokat x*, y*, o*, 5*. Ismert, hogy a linedris programozdsban célfiiggvé-
nyeknek az optimalis értékei megegyeznek, jeloljiik ezt v-vel, azaz v = a* = §*. Most pedig
megmutatjuk, hogy a fenti linedris programozasi feladatpar megolddsa a matrixjaték meg-
olddsat szolgdltatja, vagyis az x* vektor a P, jatékos, az y* vektor a P; jatékos nyeregponti
stratégidja és a v kozos célfiiggvényérték pedig a jaték értéke.

Az y*, o* optimalis megoldds egyben lehetséges is, gy y*A = a*1. Szorozzuk be az egyen-
16tlenséget jobbrol tetszoleges x stratégiaval, ekkor kapjuk, hogy

y*'AXx 2 oa'1lx =a* = v.

Hasonléan az x*, * optimélis megoldés egyben lehetséges is, igy Ax* < 5*1. Szorozzuk
be az egyenlotlenséget balrdl tetszoleges y stratégiaval, ekkor kapjuk, hogy

yAX" = Byl =" =v.
A fenti két egyenltlenséget egybevetve tehdt minden x és y stratégidra fenndll, hogy
yAXx* < v S y*Ax.
Ha az x és az y stratégidk helyébe az x*, y* stratégidkat helyettesitjiik, azt kapjuk hogy
v =y "Ax".
Az el6z6 egyenldtlenségbdl viszont az irhatd, hogy minden x, y stratégidra fennall az
yAXx* < y*Ax* < y*Ax.

egyenlotlenség. Ez pedig a nyeregponti dsszefiiggéssel azonos, tehat a linedris programo-
zasi feladatpar x*, y* optimdlis megolddsai a matrixjaték egyensilyi stratégidi, a v pedig a
jaték értéke. Ezzel a Neumann-tételt bebizonyitottuk. Q.e.d.

Osszefoglalva tehdt a métrixjaték megolddsdhoz meg kell oldanunk az aldbbi linedris
programozasi feladatpart:

Ax—$51=0 yA—al =0

Ix=1 yl=1
x=20 y=0 (4)

£ — min! o — max!

A fenti linedris programozdasi feladatparban szereplé « és 3 ismeretlenekre a nemnega-
tivitdsi feltétel nem vonatkozik, azaz eldjelkotetlen véltozok. A megoldédsndl ezt figyelembe
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kell venni. Célszeri azonban a megoldandé linedris programozisi feladatpart dtalakitani,
konnyebben kezelhetd formdra hozni. Ehhez a primal feladat minden feltételét 5-val, a dudl
feladat minden feltételét pedig a-val elosztjuk. Az « és [ véaltozé mennyiségek, értékiiket
nem ismerjiik, igy az egyenl6tlenségek osztdsdndl probléma jelentkezik. Azonban, ha biz-
tositani tudjuk, hogy « és [ értékei csak pozitivok lehetnek, akkor valéban eloszthatjuk
az egyenlotlenségeket, mert az egyenlotlenség irdnya nem valtozik meg. Koénnyen meggyo-
zOodhetiink réla, hogy ha az A métrix pozitiv, akkor az « és [3 lehetséges értékei is csak
pozitivak lehetnek. Ez azonban azt jelentené, hogy lesziikitettiik a métrixjatékokat a pozitiv
matrixokra. Az 1. észrevétel alapjan azonban tudjuk, hogy ha a kifizetési métrix minden
eleméhez hozzdadunk egy A tetszoleges szdmot, akkor az 1j kifizetési matrixszal jellemzett
matrixjaték és az eredeti matrixjaték nyeregpontja ugyanaz marad, csak a jaték értéke vél-
tozik A értékkel. Tehat ha feltételezziik, hogy az A métrix pozitiv (ha nem az, akkor mindig
pozitivva tehetd az 1. észrevétel alapjan), a primdl feladat [-val vald osztds utédn az aldbbi
alakot olti:

>
N\
=1
N——

A

p—

v

—  min!

Vezessiik be a z = x/ 4j valtozét. A mdsodik sszefiiggés ily médon az 1z = 1/ egyen-
letté alakul és a § minimalizdldsa egyenértékii a reciprokdnak, azaz az 1z mennyiségnek a
maximalizdldsdval. Hasonloképpen a dudl feladatot is atalakithatjuk, ahol az 1j valtozét
w-vel (w = y/a) jeloljiik. Ekkor az alabbi kanonikus (szimmetrikus) alaki linedris progra-
mozési feladatpart nyerjiik, ne felejtsiik, hogy ebben az esetben mar A > 0 feltételezéssel
éliink:

Az<1 wA 21
z=20 w =0 (5)
1z — max! w1l — min!

Konnyen meggy6zdédhetiink, hogy a két feladat egymédsnak dudlisa. Mindkét feladatnak
van lehetséges megoldédsa (példaul a z = 0, ill. elegendéen nagy w vektor), igy optimalis
megolddsa is. Jelolje az optimaélis megoldédsokat z*, ill. w*, a célfiiggvények kozos optimalis
értékét pedig w. Az w = 1z* = w*1 értéke az A > 0 feltevés miatt pozitiv.

A linedris programozasi feladatpéar optimaélis megoldasaibdl a Ps jatékos x*, a P; jatékos
y* nyeregponti stratégidjit és a jaték értékét az aldbbiak szerint szamitjuk ki:

x* ==z, y' = 2w, v:y*Ax*:%.
6. Példa

Oldjuk meg az aldbbi kifizetési métrixszal adott matrixjatékot! E példéan keresztiil mu-
tatjuk meg a méatrixjaték linedris programozassal torténd megoldését.

3 =2 1
S
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Megoldas:
Hasznéljuk az aldbbi sémét, amelyben a jaték matrixat és az egyes jatékosok stratégidjat
tiintettiik fel.

U1 3 —2 1
Y2 —1 4 —1

A (4) linedris programozési feladatpér az aldbbiak szerint irhatoé:

31 —2x9+ 03— =0 31—y —a 20
—11+ 4y —25 -5 =0 2y +4y —a 20
Yy1—Y2—a =20

T+ wyt+az=1 y1+y2=1
T1,22,23 2 0 Y1,Y2 20

[ — min! o — max!

A feladatpért szimplex moédszerrel akarjuk megoldani. Mivel 3 eldjelkotetlen valtozo,
ezért be kell vezetni a 5, 1j nemnegativ véltozokat gy, hogy S = § — . A primal
feladatra (baloldali feladat) vonatkozé indul6 szimplex tabla az aldbbi:

Ty X2 T3 5, »BN
ug | 1 1 1 0 0|1
wml 3 -2 1 -1 110
u | -1 4 -1 -1 1|0
0 0 0O -1 110

Tovabb nem is folytatjuk a megolddst, mivel az eldjelkotetlen véltozo és az egyenlet miatt
a megoldds bonyolultabb, mint az (5) kanonikus (szimmetrikus) alaki linearis programozési
feladatpdr megoldésa.

Feladat

a) Folytassa a megoldést, adja meg az LP feladatpar, majd a matrixjaték megoldasat!

b) Irja fel a dudl feladathoz az indulé szimplex tablét és oldja meg az LP feladatpért, ill.
a matrixjatékot.

Az (5) alaku linedris programozési feladatpar példénkban az aldbbiak szerint irhat6. Ne
feledkezziink el, hogy az A matrix elemeihez hozz4 kell adni egy olyan szamot, hogy a méatrix
pozitivva valjon. Példdnkban 3-at adtunk minden elemhez. Ekkor az aldbbi séma irhato fel,
megkonnyitend6 a feladatpar felirdsét:

w1 6 1 4
Wa 2 7 2

A linedris programozési feladatpar.

621 + 29 +423 < 1 6wy + 2wy = 1
221+722+223§1 w1—|—7w2§1
21,22, 23 2 0 4w1 +2w2 2 1
wy,wy = 0

21 + 29 + 23 — max! wy + we — min!



2. MATRIXJATEKOK 24

Ha baloldali feladatot tekintjiik primdl feladatnak, akkor a megoldds legegyszeriibben
szimplex mddszerrel végezhet6 és a z mint primdl megoldés, a w pedig mint dudl megoldés
olvashaté ki a szimplex tdbldzatbdl.

Ha pedig a jobboldali feladatot tekintjiik primal feladatnak, akkor a megoldés legegy-
szeribben dudl médszerrel végezhetd és a w mint primdl megoldds, a z pedig mint dudl
megoldds olvashaté ki a szimplex tdblazatbdl.

Az aldabbiakban a szimplex mddszerrel torténd megoldds indulé és optimalis tablajat
kozoljiik.

Z1 22 Z3 21 U9 U
Ui 6 1 4 1 Z3 ?—gz _22_16 % 1&13
U9 2 7 2 1 Z9 —? E?) 25 E4
A linedris programozési feladatpar optimalis megoldasa:
1 3 5 3 4
=03 Y=g YT
A matrixjaték megolddsa:
1 1 3 1 5 3 1 1

Ne feledkezziink meg a jaték értékének szamitdsdndl arrdl, hogy 3-mal noveltiik a métrix
elemeit, igy a kapott % értéket 3-mal csokkenteni kell.

A duél médszerrel torténd megoldédsnal pedig az aldbbi indulé és optimalis tablat kapjuk:

wp W '3 T2
1 -6 -2 -1 1 —% % %
T2 -1 -7 -1 Wa 2% —% 23_6
T3 —4 =21 -1 w1 —% 1—13 %
T o1l 0 a1k

Feladat
A fenti kiindulé szimplex téblakbdl (a szimplex, ill. a dudl médszer 1épéseit haszndlva)
hatdrozza meg az LP optimélis megoldésat!

Megjegyzés

Végtelen sok (5) tipusu linedris programozasi feladat irhaté fel. Példankban az eredeti
A matrixszal is felirhattuk volna a linedris programozéasi feladatpédrt, mivel a jaték értéke
pozitiv. Ezt elére nem lehet tudni, ezért javasoltuk azt, hogy az A métrix elemeihez adjunk
annyit, hogy pozitiv legyen. Javasoljuk az olvasénak ezt az utébbi megolddst is.

7. Példa

Két cég (C1,Cs) azonos terméket allit eld. A kornyéken két szdmitdsba johetd varos
(V1, V3) van, amelyeknek az drumegrendeléseiért versengenek a cégek. Egy vdros megrende-
léseit az a cég kapja, amelyik nagyobb Osszeget fordit reklamcélokra. A C; cég 4 millidt,
a (' cég pedig 3 milliét fordithat reklamcélokra. Az osszeget csak egymillids egységekben
lehet felhaszndlni. Az egyes cégek - a rendelés megszerzésébdl szérmazé haszon mellett -
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azt is hasznosnak tekintik, ha az ellenfél ott hasznalja fel pénzeszkozeit ahol végiil vereséget
szenved, mert ezzel a késdbbiekben gyengiil. Egy varos rendelésének megszerzése 100 millids
hasznot jelent, ugyanennyit ér az ellenfél minden erre a védrosra koltott milligja is. Példaul,
ha a C] cég a Vi varosban 3 milliéért szervez reklamhadjaratot, a Cs cég pedig ugyanitt 2
milliéért, akkor a C; cég haszna 300 millié, mert a C cég kapta meg a megrendelést, igy a
100 milli6 is és a Cy cég vesztesége miatti 2- 100 millié is az 6 haszna. A tovdbbiakban a nye-
reség egységét valasszuk 100 milliénak. Egyezd reklamkoltség esetén a nyereséget nulldnak
tekintjiik.

Megoldas:

A cégek vélasztdsi lehetOségei az egyes varosokra koltendd pénzosszeg. A C cégnek 5,

a Cy cégnek pedig 4 stratégidja van. A stratégidkat jeloljiik az (z,y) szimbdélummal, ahol

az x a Vi véarosra, az y pedig a V5 varosra koltott osszeget jelenti. Ezek alapjan kénnyen
felirhatjuk a matrixjaték kifizetési matrixdt tabldzatos formédban:

(3,00 (03) (2,1)

(1,2)

(40 [ 4 0 2 1
04) | 0 4 1 2
G| 1 -1 3 0
13 -1 1 0 3
22| 2 2 2 2

A kifizetési matrix minden eleméhez adjunk hdrmat és az (5) tipust linedris programozési
feladatpér szimplex mdédszerrel torténd megolddsa esetén az indulé és az optimalis tablak az
aldbbiak:

21 22 23 24
us | 4 2 6 3|1
u | 2 4 3 6|1
us | 1 1 5 5 |1
1 1 1 110
Uy U2 Uus Us
> 97 _13 1 277 3
1 41 205 10 410 | 410
o | —47 887 10 63 | 7
2 410 205 10 410 | 410
by | =44 3 2 _ 11 1 24
3 205 205 5 205 | 205
U 210 _ 21 1 _ 36 4
4 a1 11 11 a1
P 39 _ 2 _2 61 16
4 205 205 5 205 205
N SO S 0 R S
41 41 41 41
A linedris programozési feladatpar optimalis megoldasa:
3 7 24 16 4 4 1 9

z" = ( w* = (

—_— ——, =, — —, —, 0,0
4107 4107 205’ 205)’ 417 417 7 7 41
A maétrixjaték megolddsa:

1 3 7 48 32 1 4 4
wz (907 907 90’ 90)7 y ww (97 9’ ) Y

x* =
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Maisik megolddsa is van a fenti matrixjatéknak az ug alatti zérus érték miatt. Ebben az

oszlopban vélasztva pivotelemet a linedris programozési feladatparnak az aldbbi optimaélis
megolddsa addodik :

- 73 16 24> . (4 40 1) 9
4107 4107 205° 205 a4 )t YT
A métrixjaték masik megolddsa pedig:
1 7 3 32 48 1 4 4 1 1 14
==y o Y LV - (gg0hy v=g 9

A két megoldds létezése azt jelenti, hogy valdjdban végtelen sok megoldas 1étezik. A Cf
cég mindkét egyensiilyi stratégidjanak barmely konvex linedris kombindcidja is egyensiilyi
stratégia, azaz a Cy cég egyensulyi stratégiai:

3 7 48 32 7 3 32 48
e M, = ) (1= A (e, o, — 0< A1),
=G 50 a0 o0 T VG g0 g0 g0k (OEAED

8. Példa

Egy jol ismert gyermekjitékban mindegyik jatékos "kovet", "oll6t" vagy "papirt" kisllt
egyidejiileg. Szokdsos az is amikor a kidltds helyett egyidejiileg mutatjak a targyakat. A
ko jele az okolbe szoritott kéz, az oll6 jele a mutatd és a kozépsod ujj szétnyitdsa, a papir
jele pedig a vizszintes tenyértartds. Ha mindketten ugyanazt jelzik, akkor egyik sem nyer,
egyébként a nyerés azon alapszik, hogy az oll6 szétvigja a papirt, a ko kicsorbitja az oll6t,
a papir beboritja a kovet. A fizetés ko-oll6 esetén 1, oll6-papir esetén 2, papir-ké esetén 3
pénzegység. Hatdrozzuk meg a nyeregponti stratégidkat!

Megoldas:
El6szor felirjuk a kifizetési matrixot tabldzatos forméban:

ké oll6  papir
ko 0 1 -3
oll6 | -1 O 2
papir | 3 -2 0

A kifizetési matrix minden eleméhez adjunk 4-et a pozitivitds biztositdsa érdekében.

Ezutdn a linedris programozasi feladatot oldjuk meg, az indulé és az optimadlis szimplex
tabldk az aldbbiak:

21 29 23 Us (51 Uz
up | 4 5 1|1 29 _% % 1i6 %
i i3 1
(%) 3 4 6 1 zZ3 11434 —lﬁ El ?
1 1 1 1
1 1 1]0 21 T13 T§ |3
A linedris programozési feladatpar optimalis megoldasa:
. 1 1 1 . 1 1 1 1
z = (Ea §7 ﬂ)? W= (E> év ﬁ)a w = Z
A matrixjaték megolddsa:
1 1 11 1 1 1 1 1
x __ Tk (Z 0 X o (T :__4:()
X w Z (3 ) 2 Y 6 )7 y w ( Y ) 6 ) Y v w
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A megoldés szerint mindkét jatékosnak a ko, ollé, papir jelzését 2 : 3 : 1 ardnyban kell
keverni. A jéték értéke 0, gy a jaték igazsdgos. A 4. észrevétel alapjan elére tudhattuk,
hogy mindkét jatékosnak ugyanaz lesz az egyenstilyi stratégidja és a jaték értéke zérus. Ez
ut6bbit felhasznalva elég lett volna a kifizetési matrix elemeihez 1-et (vagy tetszéleges pozitiv
szémot) hozzdadni, mert akkor az dj jatéknak mar biztosan pozitiv lesz az értéke. Javasoljuk
az olvasénak, oldja meg a linedris programozési feladatpért, amikor 1-et ad hozz4 a kifizetési
maétrix elemeihez.

9. Példa
Oldjuk meg az 1. példédban kozolt tn. kétujjui Morra jatékot!

(L,1) (1,2) (2,1) (2,2)

(L[ 0 2 3 0
12| 2 0 0 3
2,1)| 3 0 0 -4
22| 0o 3 4 0

Megoldas:

Mivel a jaték szimmetrikus, a 4. észrevétel értelmében a jaték értéke zérus. Ebben
az esetben a kifizetési matrixhoz elegendd példaul 1-et hozzdadni, hisz ekkor mar az 1j
matrixjaték értéke pozitiv lesz. Az nem érdekes, hogy az elemek kozott lesz 0 és esetleg
negativ is, az a fontos, hogy a jaték értéke pozitiv legyen. Az aldbbiakban kozoljiik a
matrixjaték megolddsit, azaz a nyeregponti stratégidkat és a jaték értékét. Megolddsként
két nyeregponti stratégia is adédott. Mivel a példédban szerepld jaték szimmetrikus, igy a
két jatékos egyensiilyi stratégidja megegyezik, a jaték értéke pedig zérus:

3
70)7 Ul:0

0), y5=1(0, 0), wvy=0.

Y 77 77 77 77
[gazolhaté, hogy tobb egyensiilyi stratégia esetén az egyenstlyi stratégidk minden konvex
linearis kombindcidja is egyensiilyi stratégia, azaz a matrixjaték megolddsa:

3 2 4 3

f=y"=X0, -, =, 0 1-X)(0, z, =, 0 0SS A1)
X =y = MO0 E 2 0+ (1-N0 2 20, (0SS

Feladat
Irja fel a 9. példa megoldédsahoz a linedris programozasi feladatpért, majd oldja meg! Az
LP megoldasdbdl hatdrozza meg a métrixjaték nyeregponti stratégidit!

Megjegyzés a matrixjaték megoldasahoz

Els6 lépésként célszerii tiszta stratégias nyeregpontot keresni. Megnézni, hogy van-e
a métrixnak nyeregpontjal

Ha van, akkor megtaldltuk a matrixjaték megoldésat. Ha nincs, akkor célszerti domi-
nancia vizsgdlattal a méretet csokkenteni. Végiil a linedris programozasi feladattal oldjuk
meg a feladatot. Természetesen a 2 X 2-es matrixjaték esetén nem érdemes linedris progra-
mozdassal keresni a matrixjaték megolddsat.

10. Példa
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Oldjuk meg az aldbbi métrixszal adott jatékot! A megoldas sordn bemutatjuk a domi-
nancia elv haszndlatat is, amellyel a linedris programozasi feladatpdr mérete csokkentheto.

2 22 2 22
6 42 4 33
6 53 5 44
A=1699 334
656 1 4 4
(655 0 4 4|

Megoldas:

Egyszerti szamolédssal megdllapithatjuk, hogy a métrixjatéknak nincs tiszta nyeregponti
stratégidja. Ezutdn a dominancidt vizsgédljuk meg. A maétrix 3. sora domindlja az 1. és a 2.
sort, igy a P; jatékos biztosan nem fogja ez utébbi két sort vélasztani, tehdt elhagyhats. Az
5. oszlop pedig az 1., 2. és a 6. oszlopot domindlja, igy az utébbi 3 oszlop is elhagyhats. A
redukcié utdn az aldbbi méatrix keletkezik:

A1:

Ot Oy © W
O =
= W

Ebben a métrixban pedig a 3. sor domindlja a 4. sort, igy a matrix tovdbb redukédlhaté:

[3 5 4]
A,=19 -3 3
6 1 4

Vegyiik észre, hogy e méatrixban az 1. és 2. oszlop atlaga domindlja a 3. oszlopot, igy a 3.
oszlop is elhagyhato:

3 5
A3 - 9 —3
6 1

Végiil pedig az latjuk, hogy az els6 két sor atlaga a 3. sort adja, igy a 3. sor is elhagyhato.
Végeredményben az aldbbi 2 x 2-es kifizetési méatrix adédik:

3 5
ShIET

A fenti 2 x 2-es jatéknak az egyensulyi stratégidit pedig a mér megismert nagyon egyszerii
modszerrel meghatarozhatjuk, amely az aldbbi:

43 . 61 21
(?7 ?)7 y _< ) 7)7 U= .

ok

Feladat
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Oldja meg az aldbbi kifizetési métrixokkal adott matrixjatékokat:

0 5 =2 1 3 -1 4 3 1 4
A=|-3 0 4 , A=(01 1 , A=12 56 3
6 —4 0 31 0 1 070
Feladat

Milyen « esetén lesz az aldbbi matrixjaték értéke 1. Hatdrozza meg azt az « értéket,
amelynél a jaték igazsdgos? Irja fel a nyeregponti stratégidkat is!

3 -1
A=
]
Feladat
A P, jétékos elrejt a kezében egy vagy két darab 10 Ft-os pénzérmét. A P, jétékos
taldlgat, hogy vajon a P; jatékos egy vagy két darabot rejtett-e el. Ha a P, jatékos kitaldlja,
akkor 6vé a pénz, egyébként P, megtartja maganak. Hatdrozza meg a jatékosok nyeregponti
stratégidit és a jaték értékét!

Feladat

A P, jatékos azt mondja "egy" vagy "kettd", ezekutdn egymdstol fiiggetleniil mindkét
jatékos lefrja a két szam koziil az egyiket. Ha a mondott és a két leirt szdm 6sszege paratlan,
akkor P, ezt az osszeget fizeti Pi-nek, ha a hdrom szdm Osszege péros, akkor ezt P; fizeti
Py-nek. Trjuk fel a jaték métrixat és oldjuk meg a matrixjatékot!

Feladat

Adott egy métrixjaték A kifizetési métrixa.

a) Hatdrozza meg a jatékosok maximin és minimax stratégidjat!

b) Hatdrozza meg a jétékosok egyensilyi stratégidjat és a jaték értékét LP segitségével!
c) Ennek a matrixjatéknak két megolddsa van. Adja meg a mdasik megoldast is!

—-0.5 0.5
A= 0.5 -0.5
1.5 —1.5

Feladat

Adott egy métrixjaték A kifizetési métrixa.

a) Hatdrozza meg a jatékosok maximin és minimax stratégidjét!

b) Hatdrozza meg a jatékosok egyensilyi stratégidjat és a jaték értékét LP segitségével!
c) Ennek a matrixjatéknak két megoldédsa van. Adja meg a médsik megoldédst is!

-1 0
A= 0 -1
1 -2

Feladat

Két jatékos (P, P,) midegyikének egy-egy papirlapja van. A Py jatékos A vagy X betfit,
a P, jatékos pedig B vagy Y betiit irhat a lapra. Miutén felirtdk a betiiket (egymads irdsét
nem l4tjdk), felmutatjak a lapokat. Ha mindegyik az ABC elejérdl vagy a végérol valasztott
betiit, akkor P, nyer P,-t6l, mégpedig A,B pérositds esetén 2, XY pdrositds esetén pedig 4
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pénzegységet. Ha egyik az ABC elejérdl, a masik a végérdl vilasztott betiit, akkor P, nyer
P,-t0l, mégpedig A)Y pdrositds esetén 1, X,B pdrositds esetén pedig 3 pénzegységet.

a) Irja fel a jaték kifizetési matrixat!

b) Hatdrozza meg a jétékosok maximin és minimax stratégidjét!

c) Irja fel azt az LP feladatpért, amelynek segitségével meghatédrozhaté a jatékosok egyen-
silyi stratégidjal

d) Oldja meg az LP feladatpért!

e) Adja meg és szavakban értelmezze a jatékosok egyensulyi stratégidjat és a jaték értékét!

Feladat

Két jétékos (P, P,) az aldbbi jatékot jatssza. A P jatékos 1, 2 vagy 5 Eurds pénzérmét, a
P, jatékos pedig 1 vagy 2 Eurds pénzérmét tart a markdban. Az elrejtett pénzek osszegének
megfeleld mennyiség{i pénzt lehet nyerni. Ha a pénzosszeg pdros, akkor P, nyer P,-tol,
egyébként P, nyer P;-tol.

a) Irja fel a jaték kifizetési matrixat!

b) Hatdrozza meg a jétékosok maximin, ill. minimax stratégidjat!

c) Irja fel azt a LP feladatpart, amelynek segitségével meghatdrozhatjuk a jatékosok
egyensulyi stratégiajat!

d) Oldja meg az LP feladatpért!

e) Adja meg és szavakban értelmezze a jatékosok egyenstilyi stratégiajat és a jaték értekét!

Feladat

Két jatékos (P, Py) az alédbbi jatékot jatssza. A P és a P, jatékos is 1 vagy 2 Eurds
pénzérmét tart a markdban. Az elrejtett pénzek osszegének megfelelé mennyiség{i pénzt
lehet nyerni. Ha a pénzosszeg pédros, akkor P, nyer P»-t0l, egyébként P, nyer P;-tol.
a) Irja fel a jaték kifizetési matrixat!
b) Hatdrozza meg a jétékosok maximin, ill. minimax stratégidjét!

c) Irja fel azt az LP feladatpart, amelynek segitségével meghatdrozhatjuk a jétékosok
egyensiilyi stratégigjat!

d) Oldja meg az LP feladatpért!

e) Adja meg és szavakban értelmezze a jatékosok egyenstilyi stratégidjat és a jaték értékét!

Feladat

A P, jatékosnak kettd, a P, jatékosnak hdrom stratégidja van. Ha mindketten az 1.
stratégidt valasztjak, akkor a kifizetés zérus. Ha mindketten a 2. stratégiat vilasztjak, akkor
is zérus a kifizetés. Ha P, az 1. stratégiat P, a 2. stratégiat vilasztja, akkor P, nyer 1 pénz-
egységet. Ha P a 2. stratégiat P, az 1. stratégiat valasztja, akkor P, nyer 1 pénzegységet.
Ha P, az 1. stratégiat P, a 3. stratégiat véalasztja, akkor P, nyer 2 pénzegységet. Ha P; a
2. stratégiat P, a 3. stratégiat véalasztja, akkor P, nyer 2 pénzegységet.

a) Irja fel a kifizetési métrixot!

b) Hatdrozza meg a jétékosok maximin, ill. minimax stratégidjat!

c) Irja fel a jatékosok nyeregponti stratégidjanak meghatsrozésdhoz a linedris programo-
zasi feladatot és annak dudlisdt, majd oldja meg a feladatpért.

d) Adja meg a jatékosok nyeregponti stratégiajat és a jéték értékét!

Feladat
Adott egy métrixjaték kifizetési métrixa. Hatdrozza meg a jatékosok maximin ill. mini-
max stratégiajat! Irja fel a jatékosok nyeregponti stratégidjanak meghatarozasahoz a linedris
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programozasi feladatot, majd oldja meg ezt és adja meg a jatékosok nyeregponti stratégiajat
és a jaték erteket!
A { 0 1 -1 ]

-1 1 2

Feladat
Adott egy métrixjaték A kifizetési métrixa.
a) Hatdrozza meg a jdtékosok egyensilyi stratégidjat és a jaték értékét linedris progra-
mozds segitségével!
b) Ennek a matrixjatéknak két megolddsa van. Adja meg a masik megoldast is!
0 -1 -2
A= { -1 0 1 }

Feladat

Adott egy métrixjaték A kifizetési métrixa.

a) Hatdrozza meg a jdtékosok egyensilyi stratégidjat és a jaték értékét linedris progra-
mozas segitségével!

b) Ennek a matrixjatéknak két megolddsa van. Adja meg a masik megolddst is!

-2 -1
A= -1 =2
0 -3

Feladat

Adott egy métrixjaték A kifizetési métrixa.

a) Hatdrozza meg a jdtékosok egyensilyi stratégidjat és a jaték értékét linedris progra-
mozds segitségével!

b) Ennek a matrixjatéknak két megolddsa van. Adja meg a masik megolddst is!

-1 0
A= 0 -1
1 =2

Feladat

Két jatékos (Py, P») 1 vagy 2 forintos pénzérmét tart a markdban. Az elrejtett pénzek
osszegének megfeleld mennyiségli pénzt lehet nyerni. Ha a pénzosszeg paros, akkor P, nyer
P>-t0l, egyébként P, nyer P;-tol.

a) Irja fel a jaték kifizetési matrixat!

b) Hatédrozza meg a jatékosok egyensiilyi stratégidjat a legegyszeriibb médon!

c) Hatdrozza meg a jatékosok egyenstilyi stratégidjat a linedris programozas segitségével!
(az egyszeriibb utat védlassza)

d) [rja fel a bonyolultabb alaki LP feladatpért és a hozza tartozé indulé szimplex t&blat!

3. Bimatrixjatékok

Mint ahogy a bevezetoben emlitettiik a méatrixjatékok és a biméatrixjatékok olyan jatékok,
amelyekben két jatékos szerepel és a jatékosoknak véges sok stratégidja van. A két jatékot
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az kiilonbozteti meg egymadstél, hogy mig a métrixjatékokndl a jatékosok egymadsnak telje-
sitik kifizetéseiket, azaz egy adott cselekvési lehetOség-pdrndl az egyik nyeresége ugyanannyi
volt, mint a masik vesztesége, addig a bimétrixjatékokndl a kifizetések algebrai 6sszege nem
zérus. A jatékot két matrix segitségével irhatjuk le, a P; jatékos nyereségét az A métrixszal,
a P jatékos nyereségét pedig a B matrixszal szoktuk lefrni. A bimatrixjatékokban, mivel a
jatékosok nem egymads rovasara novelhetik bevételeiket, egyiittmiikodés, kooperacié is elkép-
zelhetd. Lathato, hogy a bimatrixjatékok bonyolultabbak a métrixjatékoknal. Kiilon fogjuk
vizsgdlni az in. nemkooperativ és a kooperativ eseteket. A nemkooperativ megoldédsnal
a szokdsos egyensulyi stratégidkat keressiik, azaz amikor a jatékosok egymadstodl fiiggetleniil
dontenek és egyediili céljuk a sajat bevételiik novelése. A kooperativ megolddsnél pedig
azt vizsgdljuk, hogy érdemes-e a jatékosoknak egyiittmiikodni, fiiggetlenségiiket feladni és
ha igen, akkor milyen legyen a kozos stratégiajuk? Ekkor tehdt a céljuk mér nem az egyedi
hasznuk, hanem a koalici6 egyiittes haszndnak a novelése. Végiil a kozos haszon elosztasanak
problémdjét is meg kell vizsgdlni. Néhdny alapelvet tisztdzva e kérdésekre is ki fogunk térni
érintolegesen.

3.1. Bimatrixjatékok nemkooperativ megoldasa

A megoldést egy példaval vezetjiik be.

11. Példa

Tekintsiik az alabbi konfliktushelyzetet. Két benzinkit van egy orszagit két oldaldn és
a kornyéken mds nincs. A két tulajdonos (P, Py) kétféle napi dr kozott valaszthat: magas
(m) vagy alacsony (a). Minden reggel egymdstdl fiiggetleniil dontik el, hogy aznap milyen
arat frnak ki és napkozben nem véltoztatnak az dron. Mindegyik jatékosoknak tehdt két-két
stratégidja, cselekvési lehetosége van.

Az aldbbi tédbldzatokban kozoljiik a benzinkutasok napi bevételét (nyereségét) az egyes
cselekvési lehetdségek fiiggvényében. A baloldali tabldzat a P; jatékos nyereségét, a jobbol-
dali a P, jatékos nyereségét mutatja:

P, 2 P. 2
magas  alacsony magas  alacsony
P, magas 10 6 P, magas 10 16
alacsony 16 7 alacsony 6 7

Megoldas:
Maitrixokkal megfogalmazva az aldbbi kifizetési métrixokat kapjuk. Az A madtrix a P,
jatékos, a B métrix a P, jatékos nyereségét mutatja:

10 6 10 16
Al r] B[ 7]

A konfliktushelyzet nemkooperativ megoldasa alatt a jatékelméleti bevezetdben megfogal-
mazott (1) egyenstlypont meghatdrozdsat értjiikk. A nyeregpont, egyenstlypont lehet tiszta
vagy kevert stratégidjui. Eloszor probaljuk meg a tiszta stratégidji nyeregpontot megkeresni.
Legyen ez a sor az i*, az oszlop pedig a j*. Ekkor fenn kell dllnia az aldbbi nyeregponti
osszefiiggéseknek, amelyeket az (1) definiciébdl irhatunk fel:

V

A% 5%

i ;g minden ¢ stratégia esetén, (6)

biwjr 2 bix; minden j stratégia esetén.
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A nyeregponti stratégia, mint ahogy tudjuk olyan stratégia, amelytdl egyik jéatékosnak
sem érdemes eltérni, feltéve, hogy az ellenfél nem tér el a nyeregponti stratégidjatol. A
fenti definiciébdl kiolvashatd, hogy bimétrixjatékok esetén a tiszta stratégidji nyeregpont
olyan pont, amely az A métrixban oszlopmaximum, a B métrixban pedig sormaximum.
A példédban ilyen indexek a j* = 2 és az i* = 2, azaz egyensily akkor van, ha mindkét
benzinkutas alacsony édrat ir ki. Az (i*, j*) = (2, 2) stratégia valéban egyensiilyi (nyeregpont),
hisz ha valamelyik jatékos eltér ettol, de a masik nem tér el, akkor rosszabbul jar. Ha példaul
a P; jatékos magas drat ir ki (eltér egyensilyi stratégidjatol), de a P, jétékos alacsony drat
ir ki (nem tér el egyensilyi stratégidjatol), akkor a P; jétékosnak 7 helyett csak 6 lesz a
bevétele; vagy ha a P, jatékos ir ki magas drat, P, alacsony arat, akkor a P, jatékosnak
lesz 7 helyett 6 a bevétele. A példdban kénnyti beldtni, hogy mindkét jatékos jobban jér,
ha kooperal egymadssal. Ha példdul megegyeznek abban, hogy mindketten magas drat frnak
ki, akkor nyereségiik 10 — 10 lesz, szemben a 7 — 7 egyensilyi bevétellel. De ha egyik
magas, a masik pedig alacsony drat ir ki, akkor tsszbevételiik 22 lesz, ami jobb az el6z6 20
értékii vsszbevételnél. Tehat ebben a jatékban érdemes egyiittmiikodniiik. A kozos bevételen
megosztoznak valahogyan (ezt kés6bb ismertetjiik). Ha nem tudnak megegyezni, akkor a Py
jatékos alkalmazhat fenyegetd stratégiat a P, jdtékos ellen (ha mondjuk a P; t6keer6sebb).
Tartésan alacsony drat ir ki, ami szdmadra legfeljebb 7 bevételt hoz. Ha példdul ez veszteség
lenne, akkor ellenfele hamarosan tonkremenne, ezért egyiittmiikodésre, ill. a P; szdméra
kedvez6 osztozkodésra kényszeriilne.

Roviden megemlitiink egy egyszerii mddszert az (i*, j*) nyeregpont meghatdrozéséra.
Az (i*, j*) nyeregpont az A métrixban oszlopmaximum, a B métrixban sormaximum.
Hatédrozzuk meg az A métrix minden oszlopaban, valamint a B métrix minden soraban
a legnagyobb értéket ¢és jeloljiik ezeket az elemeket *-gal. Igy az (7%, j*) nyeregpontot az a
pont (matrixelem) adja, amelynél mindkét matrixban * all. Természetesen t6bb ilyen pont
is lehet.

Végezetiil néhany sz6t szolunk a kevert stratégidkrol is. Jelolje az y vektor a P; jatékos,
az x vektor pedig a P, jatékos kevert stratégidjat.

DEFINICIO (kevert egyensiilyi stratégia):

Egy biméatrixjaték esetén a jatékosok kevert egyenstilyi stratégiai alatt azt az x*,y*
kevert stratégidkat értjiik, amelyekre fenndlnak az aldbbi egyensiilyi vagy nyeregponti dssze-
fiiggések:

*

yAx y*Ax*  minden y kevertstratégidra, (7)

HA NI

y*Bx y*Bx*  minden x kevertstratégiara

Mig a tiszta nyeregpontokat egyszeriien felkutathattuk, addig a kevert stratégidji nye-
regpont meghatdrozasa bonyolultabb feladat. A nyeregpont matrixjatékoknél linedris prog-
ramozdsi feladattal, bimatrixjatékokndl viszont kvadratikus programozési feladat (linedris
feltételek, kvadratikus célfiiggvény) segitségével hatdrozhaté meg. Az érdekl6ddk kedvéért
kozoljiik azt a kvadratikus programozdsi feladatot, amelynek megoldasa szolgdltatja a nye-
regpontot. A jaték értékét a vy, v, helyett az egyszeriiség kedvéért jelolje u,v. A P; jatékos
szaméra a jaték értéke u = y*Ax*, a P, jatékos szamadra pedig a jéték értéke v = y*Bx*. Az
alabbi optimalizalési feladat megolddsa szolgdltatja a bimatrixjaték megolddséat. A nyereg-
ponti stratégidkat az x*,y* optimadlis megoldésok, a jatékosok szaméra a jaték u,v értékeét
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pedig az o*, % optimalis megolddsok adjék.

Ax—p1
yB—al
1x =

ly

X

y
VAA+B)x—a—-p

A A
©c o = = O O

Lmvoav

max!

Feladat

Vezesse le az eloz6 fejezetben térgyalt matrixjatékokra vonatkozé nyeregponti osszefiig-
géseket a bimdtrixjatékokra vonatkozé nyeregponti dsszefiiggésekb6l. (A métrixjaték a bi-
matrixjaték specidlis esete, ahol B = — A..)

A maétrixjatékokhoz hasonldéan itt is érvényes az aldbbi tétel:

TETEL

Tetszoleges A és B kifizetési matrixokkal rendelkezd bimétrixjatéknak létezik nyereg-
pontja, azaz létezik olyan (x*, y*) stratégiapar, hogy

yAx*

y*Bx

y*Ax*  minden y kevertstratégiara,

HA NI

y*Bx*  minden x kevertstratégiara.

Most néhany fontos fogalmat definidlunk, amelyek segitségével eldonthetd, hogy a nye-
regpont megnyugtaté megolddst szolgiltat-e a jatékosok szamédra vagy érdemes kooperalni,
egytittmiikodni, mert akkor javithatnak helyzetiikon.

DEFINICIO (megolodhaté bimatrixjaték):
Egy nemkooperativ biméatrixjatékot megoldhaténak neveziink, ha minden nyeregpontja
rendelkezik a felcserélhetodségi és az ekvivalencia tulajdonsagokkal.

Megjegyzés:

Miétrixjatékokndl tobb nyeregpont létezése esetén mindig igaz a felcserélhetoségi és az
ekvivalencia tulajdonsdg (5. és 6. tulajdonsdg). Bimétrixjatékokndl azonban nem min-
den esetben dllnak fenn ezek a tulajdonsdgok, igy bimatrixjatékok esetében az sem mindig
egyértelmii, hogy a jatékosok tobb nyeregpont esetén melyik nyeregpontot valasszak.

12. Példa
Adott egy bimatrix jaték két métrixa. Vizsgdljuk meg, hogy a bimatrix jatékban érvényes-
e a felcserélhettségi tulajdonsag és az ekvivalencia tulajdonség!

4 -1 2 -1
S TN B
Megoldas:

Két tiszta stratégiaju nyeregpont van: (i*,5%) = (1,1) és (i*,j*) = (2,2). Az (i,j) stra-
tégiajelolésben az els6 index a P jatékos stratégiajat, a masodik index pedig a P, jatékos
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stratégiajat jelenti. (Gyakorlasképpen keressiik meg mindkett6t). Mint tudjuk a métrixjété-
kok esetén mindig érvényes a felcserélhetoségi tulajdonsédg, ebben a bimatrixjdaték példdban
nem igaz. Konnyen meggy6zddhetiink réla, hogy a felcserélt stratégidk, azaz az (1,2), ill.
a (2,1) stratégidk mér nem nyeregpontok. Métrixjatékoknal az ekvivalencia tulajdonsag is
mindig érvényes, példankban ez sem igaz, hiszen uy =4 # 2 = uy, ill. v; =2 # 4 = vs.

DEFINICIO (domindns stratégia):
Egy bimétrixjdtékban az (x},y;) stratégiapar domindlja az (x3,y3) stratégiapart, ha

YiAx] 2 y3Ax; &
yiBx] = y;Bx;

DEFINICIO (domindns pont):
Egy olyan stratégiapart, amelyet egyetlen mds stratégiapir sem domindl domindns
pontnak neveziink.

13. Példa
Adott egy bimdtrixjdték két métrixa. Vizsgédljuk meg, hogy megoldhaté-e a bimétrixjaték

és van-e dominancial
2 4 2 1
a=|vs]e B[]
Megoldas:

A bimétrixdték egyetlen nyeregponttal rendelkezik, az (1, 1) ponttal, igy a definicié értel-
mében ez a matrixjaték megoldhats. A (2,2) pont domindlja az (1, 1) pontot, ami azt jelenti,
hogy a jatékosok szamadra a (2,2) stratégia valasztasa elénysebb, mint az (1, 1) nyeregponti
stratégia.

DEFINICIO (szigortian megoldhaté bimatrixjaték):
Egy nemkooperativ bimatrixjatékot szigorian megoldhaténak mondunk, ha meg-
oldhaté és van dominans nyeregpontja.

5. TETEL

A szigorian megoldhaté bimatrixjatékoknal a nyeregpont megnyugtaté megolddast
ad, tehdt a jatékosoknak nem érdemes egyiittmiikodni, kooperdlni. Viszont a nem szigoru-
an megoldhaté biméatrixjatékok esetén érdemes a jatékosoknak egyiittmiikodni, mert ezaltal
novelni tudjdk egyiittes nyereségiiket.

14. Példa

Egy kis cég (P;) nagy mennyiségii drut akar eladni egy nagy cég (P,) éltal uralt két
piac valamelyikén. E célbdl P, rekldémhadjaratot akar inditani valamelyik piacon, P pedig
szintén rekldmhadjarattal szeretné megvédeni egyik piacdt. Ha ugyanazon a piacon folytat-
nak reklamhadjaratot, akkor P; veszit. Az els6 piacon dragdabb a reklamhadjdrat, de a piac
elnyerése kétszer nagyobb hasznot biztosit, mint a mésodik piac elnyerése (2, ill. 1 egységgel
szamoljunk). Az els6 piacért folytatott harc elvesztése a kis cég szdméra nagy veszteséget
(10 egység) jelent, mig a nagy cég szdmara az elsd piac megtartdsa 5 egység nyereséget je-
lent. Melyik piacon inditson a P, ill. a P, cég rekldmhadjaratot? Erdemes-e a cégeknek
kooperdlni?



3. BIMATRIXJATEKOK 36

Megoldas:

Mindkét cégnek két tiszta stratégidja van: egyik stratégia: els6 piacon folytatja a rek-
ldamhadjdratot, masik stratégia: ma&sodik piacon folytatja a reklamhadjaratot. A kifizetési
matrixok az aldbbiak:

—-10 2 5 =2
AL e[S
A bimétrixjatéknak egyetlen kevert egyensiilyi stratégidja van:
P, egyenstilyi stratégidgja: y* = (2/9, 7/9), u=y"Ax"=—4/7,

P, egyensilyi stratégidja: x* = (3/14, 11/14), v =y*Bx* =1/3.

Egyszeri lejatszédskor a kevert stratégidkban nagyobb valdsziniiséggel szereplo tiszta stra-
tégiat kell a jatékosoknak védlasztaniuk. Eszerint a médsodik piacon ajanlatos mindkét cégnek
a reklamhadjéaratot lefolytatni. A jaték szigorian megoldhaté és a kis cég szdmaéra igazsag-
talan. Nem érdemes egyiittmiikodni.

15. Példa (Fogolydilemma)

Ebben a példédban a jatékelmélet leghiresebb jatékat ismertetjiik. Merrill M. Flood and
Melvin Dresher vetették fel elészor a kooperacié és konfliktus helyzetek alapmodelljét. A
problémérdl az elsé cikket Albert William Tucker (1905-1995) irta 1950-ben. Tucker adta
a konfliktushelyzetnek a Fogolydilemma nevet és a konfliktushelyzetet egy "kis krimi"
forméjaban fogalmazta meg.

Tucker volt egyébként a nemlinedris optimalizdldsban hasznalatos Karush-Kuhn-Tucker
tétel egyik felfedezdje. Tuckernek PhD tanitvanya volt John Forbes Nash, akirdl a Nash-féle
egyenstlypont kapta a nevét. Nash 1994-ben kozgazdasdgi Nobel-dfjat kapott.

E kis torténeti bevezeté utdn ismertetjiik a Fogolydilemma néven ismert konfliktushely-
zetet. Nem ragaszkodunk ahhoz, hogy szészerint ismertessiik Tucker torténetét, a probléma
megértésére toreksziink.

A rendérség letartéztat két régota korozott személyt, akik egyiitt egy silyos biint (bank-
rablast) kovettek el. A rendérségnek nem all rendelkezésére kozvetlen bizonyiték a két gya-
nusitott ellen, csak egy gyorshajtdst tudnak rajuk bizonyitani. Elitélésiikh6z nincs elegendd
targyi bizonyiték, sziikség van legaldbb az egyikiik beismer6 vallomdsdra. A vizsgdlobird
ugy dont, hogy kiilon bortoncelldba zérja ket és mindkét fogolynak egyenként a kiovetkezd
ajanlatot teszi:

e Ha te bevallod a bankrabldst, tdrsad viszont tagad, akkor téged szabadon bocsatalak,
ora pedig 10 év bortonbiintetést szabok ki.

e Ha a tarsad tesz vallomdst és te tagadsz, akkor 6t bocsdatom szabadon, s te kapsz 10
évet.

e Ha mindketten vallomést tesztek, akkor nem sokat ér a te vallomdsod, hiszen anélkiil
is tudunk mindent, ekkor 5-5 évet kaptok.

e Ha egyikotok sem tesz vallomést, akkor a bankrablast megisszatok, de a gyorshajtdsért
1-1 évet kaptok.

o Tajékoztatlak, hogy a tarsadnak ugyanezt az ajénlatot tettem.

e 24 ¢6rad van a vilaszaddasig, de természetesen nem beszélhettek egymassal.
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Megoldas:

A konfliktushelyzetet foglaljuk két tdblazatba, az elsé tabldzatban az egyik gyantsitott
(P1), a mésodikban pedig a mésik gyanusitott (P,) biintetését irtuk attél fiiggben, hogy
vallanak vagy nem vallanak.

vall nem vall vall nem vall
vall 5 0 vall 5% 10
nem vall 10 1 nem vall 0 1

A Kkifizetési métrixok ezekutdn az aldbbiak szerint frhatok:

-5 0 -5 —10
A_[—IO —11’ B_[O —1]

Prébéaljunk meg a gyanisitottak fejével gondolkodni.

Ha tarsam vall, akkor két eset lehet: ha én is vallok, akkor 5 évet kapok, ha én nem
vallok, akkor 10 évet kapok. Ha tehdt tarsam wvall, akkor jobb, ha én is vallok hiszen
kevesebb biintetést kapok.

Ha tarsam nem vall, akkor szintén két eset lehet: ha én vallok, akkor 0 évet kapok, ha
én nem vallok, akkor 1 évet kapok. Ha tehdt tdrsam nem vall, akkor jobb, ha én vallok
hiszen gy szabadon engednek.

Tehat mindketten vallani fognak, ekkor 5-5 évet kapnak. Ha egyikiik sem vallott volna,
akkor 1-1 évvel megusztdk volna. Ezt nevezziik Fogolydilemma&nak.

3.2. Bimatrixjatékok kooperativ megoldasa

Mint lattuk, ha a bimétrixjaték nem szigoriian megoldhaté, akkor érdemes a jatékosok-
nak egyiittmiikddni, eziltal novelni tudjék egyiittes nyereségiiket. Ilyenkor a két jatékos
koaliciét alkot és céljuk az egyiittes hasznuk novelése lesz. Nyilvanvald, hogy az egyiittes
haszonbdl legalabb annyit kell kapnia mindkét jatékosnak, mint amit egymadstol fiiggetleniil
cselekedve biztosftani tudna magédnak, hisz egyébként nincs értelme a koalicié megalakitdsé-
nak.

16. Példa

Egy hézaspér este szérakozni akar menni valahovd. A férj egy okolvivé meccsre (6) a
feleség pedig szinhdzba (sz) szeretne menni. Ha nem tudnak megegyezni, akkor otthon
maradnak, de ezt kevesebbre értékelik mintha elmennének. Ha a szinhdz mellett dontenek,
a feleségnek mondjuk 2 egységet, a férj szdmdara 1 egységet jelent. Ha az okolvivé meccs
mellett dontenek, ez a feleségnek 1, a férjnek pedig 2 egységet jelent. Az otthonmaradést
mindegyikiik —1 egységgel értékelik. Legyen a P; jatékos a férj, a P, jatékos pedig a feleség.
Az alébbi kifizetési matrixokat lehet felirni:

2 -1 1 -1
S I R
Megoldas:

A bimétrixjatékot megoldva harom nyeregpont adédott, ebbdl kettd tiszta és egy kevert
stratégidju:
x; = (1,0), yi = (1,0), up = 2, vy =1
x5 = (0,1), ys = (0,1), ug =1, vy =2
x; = (3/5,2/5), ys =(2/5,3/5), wus=1/5 w3=1/5
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A fenti bimétrixjaték nem megoldhaté. Mivel a nyeregpontok nem felcserélhetok és nem
ekvivalensek, ezért az 5. tétel szerint csak az egyiittmiikodés adhat megnyugtaté megoldést
(Az életben is igy van!)

Egy biméatrixjaték kooperativ megolddsandl az aldbbiakra kell vdlaszt adnunk:

— hogyan vialasszdk meg a jatékosok a stratégidjukat az egyiittes hasznuk novelésére?

— hogyan osszdk el a jatékosok az egyiittes hasznot egymaés kozott?

Szamos elképzelés van ezeknek a kérdéseknek a megvilaszoldsdra. Az aldbbiakban a
megoldds alapjainak ismertetésével foglalkozunk.

Tekintsiik a kovetkez6 biméatrixjdtékot:

1 -2 1 4 1 2
A:[O 3 1}’ B:{—211}'

Abréazoljuk egy (u,v) derékszogili koordindtarendszerben az egyes tiszta stratégiaparok-
nak megfelelé nyereségeket. A vizszintes tengelyre a P; jatékos u nyereségét, a fiiggbleges
tengelyre pedig a P, jatékos v nyereségét tiintetjiik fel. Az (1,1) stratégiaparnak a P(1,4)
pont, az (1,2) stratégiaparnak az Q(—2,1) pont, az (1,3) stratégiapdrnak a V(1,2) pont
felel meg, stb. A jelolésiinkben az (i, j) stratégiapér azt jelenti, hogy a P; jatékos az i-edik
sort, a P» jatékos a j-edik oszlopot vilasztja.

'

V1t P14
.-
3 ]
1U1.2)
o12.1) T S3,1)
] 2 u
R(0.12)

AP Q,R,S, T,V pontok a jatékosok valamilyen tiszta stratégidjdaval érhetok el. A pontok
kozotti szakaszok pontjai pedig kevert stratégidval érhetdk el. A P(Q) szakasz pontjai az
(1,1) és az (1, 2) stratégiapédrok alkalmas keverésének felelnek meg, azoknak a stratégidknak,
amikor a P; jatékos az 1. sort vélasztja, a P, jatékos pedig az 1. és a 2. oszlopot keveri.
Hasonléan a PQV hdromszog minden pontja is elérhetd, ha Py az 1. sort vdlasztja, P, pedig
az 1., 2., 3. oszlopot keveri. Lathat6, hogy a kialakult PQ RS poligon (amely egy korldtos,
zért, konvex poliéder) minden pontja elérhetd valamilyen kevert stratégidval.

DEFINICIO (kifizetési, nyeremény poligon):
Azt a korldtos, zart, konvex poliédert nevezziik kifizetési poligonnak vagy nyeremény
poligonnak, amelynek minden pontja elérheto a jatékosok valamilyen kevert stratégidjaval.

A bimétrixjaték kooperativ megolddsdnak az elsé kulcskérdése, hogy a poligon melyik
pontjit tekintsék a jatékosok az egyiittmiikodve, kozosen eldontott stratégidjuknak?
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Az egyszeriiség kedvéért nézziik az aldbbi 2 x 2-es bimétrixjatékot:

30 2 0

S LR TR P
v A
;3 - Q:[(2,12)stratégiapar
2 P:((1,1)Istratégiapar
-

T T T >
o 1 2 3 u

Az PQO héromszoég minden pontja széba johet a bimatrixjéték valamilyen kevert stratégis-
jaként, de a belsé pontok a kooperativ jaték megolddsdhoz nem jok, hisz azokat domindljdk a
hatarolé vonalak. A P(Q) szakasz pontjai az PQQO haromszog 6sszes tobbi pontjat dominéljak
(a szakasz pontjai egymdst nem dominéljék), hisz a P(Q) szakaszon legaldabb az egyik jatékos
nyeresége nagyobb lesz, mint méas pontban.

DEFINICIO (Pareto-optimalis halmaz):
A Kkifizetési poligon azon pontjait, amelyek az tsszes tobbi pontot dominaljak, egymadst
viszont nem dominéljak, Pareto-optimadlis halmaznak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a Pareto-optimalis halmaz mindig a hatdron van. Osszegezve tehdt a
Pareto-optimadlis halmaz minden pontja megoldédsa lehet a kooperativ jatéknak. A jéatékosok
az aldbbi lehetoségek koziil valaszthatnak:

— vagy megallapodnak abban, hogy az (1,1) vagy a (2,2) stratégiapédrt jdtsszék és a
hasznon osztozkodnak,

— vagy felviltva valtogatjak az (1,1) és a (2,2) stratégiapért.

Ne feledkezziink meg azonban arrél, hogy a jatékosoknak csak akkor érdemes kooperalni,
ha legaldbb annyit nyernek, mint anélkiil.
Legyen adott példdul az aldbbi kifizetési poligon:

A

v : P, biztonsagilszintje
A__E B

—_—

Vo P NS P bigtonsagilSzintje

v
<
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A példdban a Pareto-optimalis halmaz az ABC'D poligonszakasz. Ha a jétékosok egyméds-
t6l fiiggetleniil a sajat métrixukon oldandk meg a matrixjatékot (nem bimdtrix nyeregpontot,
hanem zérusosszegit matrixjaték nyeregpontjit keresnék), akkor a P; jatékos u*, a P, jaté-
kos pedig v* nyereséget érhetne el, ahol az u* az A maétrixra vonatkozé jatékértéket, a v*
a B madtrixra vonatkozo jétékértéket jeloli. Az dbran S-el jelolt (u*,v*) pontot a jatékosok
biztonsigi (maximin) status quo pontjanak nevezziik. Tehdt nem minden Pareto-
optimalis pont fogadhaté el kooperativ megoldasnak, csak azok, amelyek a biztonsagi status
quo pont "felett" vannak, jelen példdban az EFBCF poligonszakasz. A Pareto-optimalis
halmaz biztonsdgi szintek kozé esé részét megallapodédsos halmaznak nevezziik. Csak
ezeket fogadhatjuk el a bimétrixjaték kooperativ megolddsdnak. Példaul a P, jatékos szive-
sen vélasztand a D pontot, de a P, jatékos megakaddlyozhatja egy nem bimétrix egyensilyi
stratégia alkalmazdsdval. Az aldbbiakban néhdny megolddsi koncepciét ismertetiink:

1. Neumann-Morgenstern megoldas

A Neumann-Morgenstern elv a bimatrixjaték kooperativ megolddsédnak az egész meg-
allapodasos halmazt tekinti.

Ennek az elvnek az a problémédja, hogy nem ad tdtmutatast arra, hogy a jatékosok melyik
pontot vilasszdk. A kovetkezd megolddsi koncepcidk kivdlasztanak egy pontot a megallapo-
désos halmazbol.

2. Megoldasfiiggvényen alapulé megoldas
A megallapoddsos halmaz azon pontjat keresik, amelyben az S(u, v) tin. megoldasfiigg-
vény értéke a legnagyobb, ahol

S(u,v) = (u—1a)(v—"2).

Az (4,0) egy adott status quo pont, amely azt jelenti, hogy amennyiben a jétékosok
nem tudnak megegyezésre jutni, akkor az (@, 7) pontnak megfelel$ stratégidkat valasztjak.
A megoldésfiiggvény a jatékosok azon torekvését fejezi ki, hogy egy (u,v) kifizetésnél al-
kalmasabb (4, 0) kifizetést valdsitsanak meg a kooperdcidjuk sorén. Az aldbbiakban két
megoldés-koncepciot kozliink, amelyek csupan az (@, 0) status quo pont megvalasztasaban
kiilonboznek.

a) Shapley-féle megoldas
Itt az (@, ) status quo pontnak az (u*,v*) biztonsédgi status quo pontot valasztjuk.

b) Nash-féle megoldas

Itt az (4, ) status quo pontnak a legjobb fenyeget$ stratégidanak megfelelé pontot va-
lasztjuk. Fenyegetd stratégia alatt azt értjiik, amely az ellenfélnek a legtobb kdrt okozza
fiiggetleniil a sajdt veszteségtol. (Ennek megkeresése nem konnyti feladat, a jegyzetben nem
foglalkozunk vele.)

A Shapley-féle koncepcié egyenld osztozkodést tételez fel. A Nash-féle megolddsban a
jatékosok agresszivabbak, mindkettd arra torekszik, hogy az elérhetd maximalis kozos bevé-
telen val6 osztozkodds sordn a rdesd rész minél nagyobb legyen.

17. Példa
Hatdrozzuk meg az aldbbi 2 x 2-es bimétrixjaték kooperativ megolddsédt a Shapley-féle
koncepcié alapjan:
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1 =2 0 -1
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Megoldas:

Eloszor meghatdrozzuk a biztonsédgi status quo pontot, azaz az A és a B matrixok nye-
regpontjaihoz tartozé u*,v* jatékértékeket. A 2 x 2-es métrixméretek miatt a szdmolds
egyszeriien elvégezheté. A biztonsagi status quo pont (S): u* = —1/2, v* = —1/3. A
megolddst az aldbbi dbra szemlélteti:

v

A Shapley-féle megoldasfiiggvény az aldbbi formédban frhaté fel:
S(u,v) = (u—u")(v—20")=(u+1/2)(v+1/3).

A megoldandé optimalizéldsi feladat tehat:

u+v = 1
u,v = 0
(u+ 1)(U + 1) —  max!
2 3

A Shapley-féle koncepcié alapjan a megoldds: @ = 5/12, 0 = 7/12.

Végiil arra adunk vélaszt, hogyan érhetik el a jatékosok az u, v nyereségiiket. Ezt tobb-
féleképpen is elérhetik, megdllapodhatnak példdul az aldbbi két médon:

a) Az (1,1) és a (2,2) stratégiaparokat 5/12, ill. 7/12 valdsziniiséggel jatsszak (5 : 7
ardnyban keverik), majd a nyereményen egyenlé mértékben osztoznak.

b) Az (1,1) és a (2, 2) stratégiaparokat felvaltva jatsszék és a Py jatékos 7/12, a Py jatékos
pedig 5/12 kompenzdciét fizet a masiknak minden jétszma utan.

1. Feladat
Hatdrozzuk meg az aldbbi 3 x 2-es bimatrixjaték kooperativ megolddsat a Shapley-féle
koncepcié alapjan:

2. Feladat
Adja meg az aldbbi bimétrixjaték Neumann-Morgenstern- és Shapley-féle kooperativ
megoldas&t!
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