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1. A kvadratikus programozasi feladat megfogalmazasa

Kvadratikus programozasi feladatnak nevezziik az olyan optimalizélasi feladatot, amelyben a
feltételek linedrisak, a célfiiggvény pedig egy kvadratikus fiiggvény. A linedris programozdas-
hoz hasonléan a kvadratikus programozdsnak is szdamtalan kiilonboz6 formdja hasznélatos,
a vizsgalatokhoz tekintsiik a kovetkezo, szimmetrikus alakban adott kvadratikus progra-
mozdasi primél-dudl feladatpart:

Primal feladat Dual feladat
Ax+Bz=>b P yI'A —wliC < c”
x>0 yI > o7
c’x + 3(Cx)? + 1z — min! y'b — 1(y"B)? — 1w? — max!

ahol A € R™" B € R™* C € R*" b € R”, ¢ € R” adottak, x € R*, z € R”
a programozasi feladat primal dontési viltozdja, y € R™, w € R! a programozési feladat
dudl dontési valtozéja. Jelolje P, ill. D a lehetséges primal, ill. dudl megolddsok halma-
zat. Az aldbbiakban kozoljiik a feladatpar sémajat, amely konnyebbé teheti a feladatpar
megjegyzését:

| x I
y A B b
w C
c

Megjegyzések:

Ha B = 0 és C = 0, akkor a linedris programozasi feladatot kapjuk.

A gyakorlatban el6fordulé kvadratikus programozési feladatokban sok esetben vagy a B
vagy a C matrix hidnyzik, ezekben az esetekben természetesen vagy a z vagy a w tetszoleges
elojelii valtozok is hidnyoznak.

A gyakorlatban a célfiiggvényekben szereplé 1(Cx)?, 1(y"B)? kvadratikus tagok sem
ilyen médon vannak megadva, ezt a kivetkezo fejezetben részletesen fogjuk tdrgyalni.

Végezetiil megjegyezziik, hogy ebben a tananyagban a sok bonyolult képlet miatt hasz-
ndlni fogjuk a transzpondlds jelét.

1. Példa:
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Adott a kvadratikus programozasi feladat primal feladata. Irjuk fel a dudl feladatot!

$1—3$2+4$3+521+22 z 10
201 + 4w — 13 — 221 + 329 = -8
Z1,T2,T3 z 0
2
T
1 3 -1 4 1 )
7x1—5x2+6x3+§ {2 1 _2} Ty +§(zf+z§) —  min!
T3
Megoldas:
A feladatban szerepld vektorok és métrixok az alabbiak:

7
10 1 -3 4 501 3 -1 4
b_{—S]’C_ _65 ’A_{Q 4 —1}’]3_{—2 3}’0_{2 1 —2]‘

Ezen adatok ismeretében konnyen felirhaté a dudl feladat, amely a kovetkezo:

1+ 2y2 — 3wy — 2w é 7
=3y1 +4y +wy —wy = 5
dy; —yo — 4wy + 2wy = 6
Yi,y2 = 0
1 5 11\ 1
10?/1—8?J2—§([y1 Y | [_2 3]) —§(wf+w§) —  max!

2. A kvadratikus programozasi feladat célfiiggvényének
vizsgalata

a) Elészor vizsgaljuk meg, hogy a primal célfiiggvényben szerepld (Cx)? fiiggvény milyen mé-
sodfoku tagokat tartalmaz. A fiiggvény a méatrixmiiveletek ismeretében az aldbbiak szerint
irhato:
(Cx)? = (Cx)T(Cx) = (x"CT)(Cx) = x" (CTC)x = x"Qx.

A dudl célfiiggvényben szereplé (y?B)? fiiggvény hasonléan irhaté fel, azaz (y?B)? =
y"(BB")y = y"Py.

A Q=CTCecR"™ ¢ aP =BB’ € R™" szimmetrikus métrixok egyiitthatéi tartal-
mazzik a célfiiggvényekben a masodfoku tagokat.

2. Példa:
Hatédrozzuk meg az 1. példdban szereplo primadl és dudl feladatnak a célfiiggvényében a
méasodfoku tagokat!

= -1 2 -6,

8 —6 20

13 -1 8
2 1 -2 }

Q = CTC:{

T
ooar [ 5 115 11" [26 -7
P_BB_[—23 —2 3| ~ | -7 13|

3 -1 4r{3 -1 4
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A célfiiggvényben szereplé kvadratikus tagok skaldrisan a kovetkezdképpen irhatok:

(Cx)* = x"Qx = 1322 — 2x129 + 162,23 + 222 — 122925 + 2022,
(y'B)> = y'Py=26y; — l4y1y> + 13y3.

A példa egyben azt is megmutatja, hogyan kell meghatdrozni a Q és P matrixokat, ha a
kvadratikus tagok skaldris alakban vannak megadva.

b) Most vizsgaljuk meg a célfiiggvényben szereplé masodfoku fiiggvényt konvexitas szem-
pontjabdl. Konnyen ellenérizhetd, hogy az x Qx, ill. az y’ Py mésodfoki fiiggvények Hesse
madtrixa a Q, ill. a P métrix.

A konvex fiiggvényekre vonatkozé tételek szerint egy fiiggvény akkor és csak akkor kon-
vex, ha Hesse métrixa pozitiv szemidefinit. Kvadratikus fiiggvények esetén pedig igaz a
kovetkezo tétel: egy kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor szigoridan konvex, ha
Hesse maétrixa pozitiv definit.

Konnyen meggyozddhetiink arrél, hogy a kvadratikus programozéasi feladatparban a ma-
sodfoku fiiggvények konvexek. A konvexitdshoz a pozitiv szemidefinitséget kell eldonteni,
vagyis, hogy x7Qx = 0 minden x # 0 vektorra. Ez pedig igaz, mivel x' Qx = (Cx)? = 0 és
egyenloség akkor és csak akkor lehetséges, ha Cx = 0. Eddig a C métrixot nem vizsgaltuk,
most sem kotiink ki réla semmit, hiszen a konvexitds barmilyen C métrix esetén fenndll. Ha
azonban a C matrix teljes rangi, akkor az egyenloséghez sziikséges Cx = 0 csak az x = 0
esetén lehetséges. Ez azt jelenti, hogy x”Qx > 0 minden x # 0 vektorra, ekkor pedig a Q
matrix pozitiv definit, a primél kvadratikus fiiggvény pedig a tétel szerint szigorian konvex.
Ha azonban a C métrix nem teljes rangi, akkor x? Qx > 0 minden x # 0 vektorra, tehdt a
Q maétrix pozitiv szemidefinit, a primél kvadratikus fiiggvény pedig konvex.

Hasonl6 mondhaté el a B métrixrdl is. Ha a B matrix teljes rangi, akkor a P matrix
pozitiv definit, a dudl kvadratikus fiiggvény szigorian konvex. Ha a B madtrix nem teljes
rangui, akkor a P métrix pozitiv szemidefinit, a kvadratikus fiiggvény pedig konvex. Ne
feledkezziink el, hogy a dudl feladatban a kvadratikus tagok elétt negatv eldjel all, ha ezzel
az eldjellel tekintjiik a kvadratikus fiiggvényt, akkor a definiségnél a pozitiv helyett negativ,
konvex helyett konkdv szavakat kell haszndlni az allitdasunkban.

A célfiiggvényben szereplé x2, ill. z? kvadratikus fiiggvények szigorian konvex fiiggveé-
nyek, amelynek beldtdsat az olvaséra bizzuk. A célfiiggvényben linedris tagok is szerepelnek,
ezek akar konvexnek, akdr konkdvnak is tekinthetok.

Osszefoglalva megallapithatd, hogy a primal feladat célfiiggvénye konvex, a dudl feladaté
pedig konkdv fiiggvény.

Megjegyezziik, hogy a fentiek miatt az dltalunk vizsgélt kvadratikus programozési fel-
adatpart konvex kvadratikus programozasi feladatparnak is szokds nevezni. A konve-
xitds az optimalizaldsban kulcsfontossagi szerepet tolt be, ismert tétel alapjan mondhatjuk,
hogy konvex fiiggvény lokdlis minimuma egyben globélis minimum is, vagy konkav fiiggvény
lokalis maximuma egyben globélis maximuma is. Amennyiben a fiiggvény szigortian konvex
(konkdv), akkor a fiiggvénynek egyetlen globélis minimuma (maximuma) van.

c¢) Végiil pedig azt a helyzetet vizsgaljuk, ami a gyakorlatban sokszor eléfordul, nevezete-
sen a masodfoku tagokat az £(Cx)?, ill. 1(y”B) helyett egy Q, ill. egy P métrix segitségével
adjék meg az %XTQX, ill. %yTPy forméban. Ilyen esetben mindig meg kell gy6z6dniink
a Q, ill. a P matrix pozitiv szemidefinitségérdl, mert csak ebben az esetben mondhatjuk azt,
hogy feladatunk konvex kvadratikus programozsisi feladat. A definitség megéllapitdsdra sok
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modszer ismert. Mi a Gauss médszeren alapulé megoldast vdlasztjuk. Eljardsunk az aldbbi
tételen alapszik:

Ha egy szimmetrikus matrixon végrehajtott Gauss elimindcios 1épések utdn adédé felsod
hiromszog métrix foatléjaban minden elem pozitiv, akkor a métrix pozitiv definit, ha van
zérus elem is (negativ nincs) a féatléban, akkor a matrix pozitiv szemidefinit. Az aldbbi
tétel szerint pedig a métrix felbontdsat is megkaphatjuk:

Egy szimmetrikus D matrix akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha felirhaté

D =U"U

alakban. Egy ilyen felbontds példdul a Cholesky faktorizacié, amelyben U felsé hdromszog
matrix.

A miétrix Cholesky faktorizdcidjat egyszertien megkaphatjuk a Gauss mdédszerrel. Azért
valasztottuk a definitség eldontésére ezt a médszert, mert a faktorizdcidval kapott métrixot
felhaszndlva fel is tudjuk frni a kvadratikus programozasi feladatok feltételét.

3. Példa:
Allapitsuk meg, hogy az aldbbi matrix pozitiv definit-e, ha igen adjuk meg a Cholesky
felbontasat!

4 2 —6
D= 2 10 O
-6 0 14

Megoldas:
A Gauss moédszer 1épései:

(4] 2 -6 4 2 —6 4 2 —6
2 10 0 |—|0[9] 3 |—]09 3
—6 0 14 0 3 5 00 4

Megallapithatjuk, hogy a ma&trix pozitiv definit, mert a keletkezett felsé hdromszog matrix
minden féatlébeli eleme pozitiv. Most a felsé haromszog matrix minden sorat osszuk el a
foatlobeli elem négyzetgyokével, akkor a kapott felsé haromszog métrix (jelolje U) a Cholesky
felbontasban a masodik helyen &l16 matrix lesz, az els6 helyen 4116 pedig ennek transzponadltja
(UT), azaz D = UTU.

2 1 -3 2 00 2 1 -3
U=|03 1 |, D=U'U=| 1 30 03 1
00 2 -3 1 2 00 2
Konnyen beldthaté , hogy x Dx = (Ux)2.
4. Példa:
Allapitsuk meg, hogy az aldbbi matrix pozitiv szemidefinit-e, ha igen adjuk meg a Choles-
ky felbontésat! )
4 2
D= 1 2 1 ]

Megoldas:
A Gauss moédszer 1épései:

(4] 2] 4 2
5 1] 100
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Megallapithatjuk, hogy a matrix pozitiv szemidefinit, mert a keletkezett fels6 haromszog
matrix fo6atlébeli elemei nemnegativak. A kinulldzédott sort egyszeriien elhagyva nyerjiik a
métrix felbontdsat.

2
T
U=[2 1], D:UU:{J[21]
5. Példa:
Adott a kvadratikus programozasi feladat primal feladata. Irjuk fel a dudl feladatot!
201 +4x9+ 52 £ 8
3371 — 5372 — 322 z 6
T, T2 ; 0
1
311 + 4ao + 227 — 122129 + 2025 + §(zf +23) — min!

Megoldas:
Az els6 feltételt (—1)-el beszorozzuk és a célfiiggvénybeli kvadratikus tagokbdl %-et ki-
emelve azonnal felirhatok a feladat vektorai és métrixai.

-8 3 -2 —4 -5 0 4  —12
S I B B ) B e T A S
Konvexitds szempontjabol megvizsgiljuk a célfiiggvényt, pontosabban eldontjiik, hogy a Q

méatrix pozitiv szemidefinit-e.
A Gauss moédszer 1épései:

3]s

—12 40 0 4

A matrix pozitiv definit, a célfiiggvény szigorian konvex.
Ahhoz, hogy a dual feladat feltételeit felirhassuk, meg kell hatdrozni a Q matrix Cholesky
felbontdsét (Q = CTC), vagyis a C métrixot, amelynek segitségével a dudl feladat felirhato:

T
2 —6 2 —6 2 —6
c-5 7] e=[a 7] [0 7]
A dusl feladat célfiiggvényének skaldris felirdasshoz pedig a P = BB’ mitrixot is meg

kell hatdrozni: .
_ r | =5 0 -5 0 1250
P=BB = { 0 -3 0 -3 10 9|

A dudl feladat:

—2y1 + 3y2 — 2w < 3
—4y1 - 5y2 + 6’LU2 - 2w2 é 4
yi,v2 = 0

1 1
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Megjegyezziik, hogy ez valéjdban nem az eredeti feladat duédlisa, hiszen az els6 feltételt
beszoroztuk (-1)-el és annak a médositott feladatnak a dudlisit kaptuk. Ez a késébbiekben
nem okoz gondot, mivel mindig 4t kell alakitani az eredeti feladatot szimmetrikus forméra
és annak a dudlisdt fogjuk majd az algoritmus soran megkapni. Ha az olvasét érdekli az
eredeti feladat dudlisa, akkor azt konnyen megkaphatja, ha ismeri a linedris programozasban
haszndlatos moédszert.

3. A kvadratikus programozasi feladatpar dualitasi prob-
lémakore

3.1. A kvadratikus programozas alaplemmadja

A KVADRATIKUS PROGRAMOZAS ALAPLEMMAJA:
Ha (x,z) € P és (y,w) € D lehetséges primal és dudl megoldasok, akkor a célfiiggvény-
értékek kozott a ) ) . .
T, |+ 2 Lo oy Loorpye Lo
cx+2(Cx) +2z 2y'b 2(y B) 5V
Osszefiiggés 4dll fenn, egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha

y (Ax+Bz—-b) = 0
(' —y"A+w'C)x = 0
zI = y'B
w = Cx
Bizonyitas

Induljunk ki a primél célfiiggvénybdl, majd rendre haszndljuk fel a dudl és a prima&l
feltételeket.

1\

1 1 1
c'x+ §(CX)2 + §z2 (y'A —w'C)x + §(CX)2 +

il NOR I

1
= y'Ax—w/Cx + Q(CX)Q +=z* >

(\V]

1 1
> y'(b—-Bz) - w Cx + §<CX)2 + §z2 =
1 1
= y'b-y"Bz - w'Cx + §<CX)2 + 522.

Most a kapott egyenlétlenség jobboldaldhoz hozzaadva és levonva bizonyos mennyiségeket
és rendezve kapjuk, hogy

1 1 1 1
y'b — §(yTB)2 - §W2 + 5 [(Cx)* — 2w’ Cx + w?] + 5 [(y"B)*> —2y'Bz + z°] =
1 1 1 1 1

1
_oTh TRV te2 ot w2t TR T2 > o Th S (TR 2
y b 2(y B) 5V +2(CX w) +2(y B-z')"2y'b 2(y B) 5V

A két oldal egyenlsége pedig akkor és csak akkor dllhat fenn, ha a = relaciék mindegyike
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egyenloséggel teljesiil, azaz

y (Ax+Bz—b) = 0
(' —y"A+wi'C)x = 0
z/ = y'B

w = Cx

Q.e.d.
A két célfiiggvény egyenldségét biztosité osszefiiggéseket egyensiilyi feltételeknek ne-
vezziik.

3.2. A kvadratikus programozas alaplemmadjanak kévetkezménye

KVADRATIKUS PROGRAMOZAS ALAPLEMMAJANAK KOVETKEZME-
NYE:
Ha valamely (x*,z*) € P és (y*,w*) € D esetén a két célfiiggvényérték megegyezik, azaz

1 1 1 1
[ x *\ 2 *2 *1 *T 2 *2
—-(C _ — b— — B) — —
CX+2(X)+2Z y 2(y ) 2W7

akkor az (x*,z*) € P és (y*,w*) € D lehetséges megoldasok optimélisak.

Bizonyitas
Legyen (x,z) € P tetszbleges, ekkor az alaplemma szerint az (x,z) € P és (y*,w*) € D
lehetséges megolddsokra irhaté, hogy

1 1 1 1
T 2 «T T\ 2 2
c x—|—2((3x) +2z_y 2(y ) 2W )
a két célfiiggvényérték egyezése miatt pedig az aldbbi irhato:

1 1 1

1
c'x + §(CX)2 + §z2 > cf'x* + §(Cx*)2 + iz*2 minden (x,z) € P esetén,

ami az (x*,z*) optimalitdsat mutatja. Az (y*, w*) optimalitdsdnak igazoldsa hasonléan
torténik, ennek elvégzését az olvaséra bizzuk. Q.e.d.

3.3. A kvadratikus programozas dualitasi tétele

A KVADRATIKUS PROGRAMOZAS DUALITASI TETELE:
Az aldbbi két &llitds koziil egyik és csakis egyik teljesiil:

(a) Vagy a primdl feladatnak nincs lehetséges megoldédsa, vagy a dudl feladatnak nincs
lehetséges megolddsa, vagy egyiknek sincs lehetséges megoldasa.

(b) Létezik olyan (x*,z*) € P primal lehetséges megoldés és (y*, w*) € D duél lehetséges
megolddsa, hogy a két célfiiggvény értéke megegyezik, azaz létezik optimélis megoldds-
par és a két célfiiggvény optimalis értéke megegyezik.



4. A KVADRATIKUS PROGRAMOZASI FELADAT KKT FELADATA 10

4. A kvadratikus programozasi feladat KKT feladata

Ahhoz, hogy a kvadratikus programozasi feladatpar optimalis megolddsdt megkapjuk, olyan
(x,2z) € P és (y,w) € D lehetséges primél és dudl megolddsokat kell keresni, amelyek
az egyensilyi feltételeket kielégitik (ekkor azonos a két célfiiggvény értéke), azaz az aldbbi
rendszert kell megoldani:

Ax+Bz=>b P
x>0
yI'A —wliC < c” D
yz0
y'(Ax+ Bz —b) =0
(cT —yTA +wiC)x =0
z' =y'B
w = Cx

E

A rendszer megolddsahoz eldszor helyettesitsiik be az egyensiilyi feltételek koziil az utolsé
kettot a tobbibe, igy a rendszerben mar csak az x és az y valtozok szerepelnek.

Ax+ BB’y >2b P
x20
yI'A —xTCTC < 7
yz0
y'(Ax + BB’y —b) =0 P
(c’ —y"A+xTCTC)x =0

D

Most hasznéljuk a méar bevezetett P € R™*™ és Q € R™*" szimmetrikus métrixokat, ame-
lyek:

P = BB’

Q = C'cC

Tovabbd vezessiik be a primadl, ill. dudl feltételeknél az y € R™, ill. az X € R™ nemnegativ
hidnyvaltozokat, ekkor a fenti rendszer az alabbi egyszeriibb formaban irhaté:

—-Py-Ax+y=-b
ATy —Qx+XxX=c }ER

x,X20
%‘EO}NN
xI'x =0 }

_ OR
y'y=0

A megoldandé rendszer tehdt egyenletrendszerbél (ER), a véltozékra vonatkozé nemnegati-
vitasi feltételekbdl (NN) és ortogonalitédsi (komplementaritdsi) feltételekbdl (OR) all. Ezek
a kategoridk az algoritmusok kidolgozasdban fontos szerepet fognak jatszani.

A fenti megoldandé rendszer nem m&s mint a kvadratikus programozdsi primal feladat
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételi rendszere. Ezt a feladatot KKT feladatnak is neve-
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zik. A kovetkezOkben a KKT feladat levezetésével foglalkozunk. A megoldandé optimaliza-
l4si feladat a szokdsos formaban az aldabbbi

1 1
f(x) = 'x+ §(Cx)2 + 522 — min!
gi(x) = b-—Ax-Bz=<0

g(x) = —x=0

A feladat Lagrange fiiggvény az aldbbi
1 1
L(x,2,y,%) =c'x + §(CX)2 + §z2 +y%(b— Ax — Bz) + X' (—x),

ahol a g; tipust feltételekhez tartozé Lagrange szorzékat az 'y € R™ vektorba, a go feltételek-
hez tartozokat pedig az X € R" vektorba foglaltuk. Hatdrozzuk meg a Lagrange fiiggvénynek
az x, z primdl véltozok szerinti gradiensét, ezek a kovetkezok

VL, = c+C'Cx—- ATy —x
VL, = z—Bly

Ezekutéan rjuk fel a KKT feltételeket, amelyek mint ismeretes a VL, = 0, VL, = 0, a
komplementaritdsi és a primadl feltételekbdl éll, azaz:

c+ClCx—ATy—x =0
z—B'y = 0

y 2 0

x =20

y'(b—Ax—Bz) = 0
'(—x) = 0
b-Ax—-Bz £ 0

x =2 0

Bevezetve az § € R™ nemnegativ hidnyvaltozét a primél feltételbe, elvégezve a z = BTy he-
lyettesitést, valamint bevezetve a megismert P = BB, Q = C”C szimmetrikus métrixokat,
az aldbbi rendszert kapjuk:

—Py —Ax+75¥y —b
ATy —Qx +x
y.y
X, X
y'y

x'x

IAVARAVARNT

o O o o 06

amely megegyezik az el6z6 részben (mas megfontoldsbdl) levezetett rendszerrel.

A fenti rendszer tomorebb (dtlathatébb forméban) is megfogalmazhaté. Vezessiik be az
M e Rm+m)x(m+n) matrixot és a q, u, v € R vektorokat a kovetkezd médon:

e =T g A R ]
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Ekkor a KKT feladat az aldbbi mdédon irhaté fel:

Mv+u = q
uv = 0
u'v = 0

Az ilyen tipusi feladatot a szakirodalom linedris komplementaritasi feladatnak ne-
vezi. A kvadratikus programozas KKT feladata tehdt egy linedris komplementaritdsi feladat,
amelyben az M métrix specidlis szerkezetii. Az ilyen szerkezet{i métrixot biszimmetrikus
matrixnak nevezziik. Az M biszimmetrikus matrix féatléja mentén két szimmetrikus
negativ szemidefinit matrix (—P,—Q) van, a mellékdtlé mentén pedig ferdén szim-
metrikus, amelyben az A maétrix tetszoleges. Biszimmetrikus métrixnak nevezziik azt a
matrixot is, amelynek foatléja mentén két szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix van, a
mellékdtlé mentén pedig ferdén szimmetrikus.

Biszimmetrikus matrixokra igaz az aldbbi &llitas: Egy biszimmetrikus métrix, amely-
nek foatlébeli szimmetrikus blokkjai pozitiv, ill. negativ szemidefinit matrixok, barmely A
méatrix esetén pozitiv, ill. negativ szemidefinit matrix.

5. A kvadratikus programozasi feladat megoldasi méd-
szerei

A kvadratikus programozasi feladat megolddsdhoz a KKT rendszert, ill. a lineédris komp-
lementaritdsi feladatot kell megoldani. FErre szamos médszert ismeriink, mi két eljardst
mutatunk be, az egyik a Lemke mdédszer, a mésik pedig a criss-cross médszer. A mdédszerek
abban kiilonboznek egymdstol, hogy az FR, NN, OR feltételek koziil melyek teljesednek
az algoritmus minden 1épésében.

5.1. Lemke moddszer

A Lemke médszerben az FR, NN, OR feltételeket kielégité rendszer megoldédsara vezes-
siink be egy A = 0 nemnegativ segédvaltozét gy, hogy vonjuk ki mindegyik egyenlet
baloldaldbdl, ezzel az aldbbi rendszer kapjuk:

Py~ Ax+§— e, = b
ATy —Qx+%x—de, =c }UER
x,X>0
y;¥§20 » NN
A2>0
x'g =0 }
_ OR
y'y=0

ahol e,, és e, vektorok m, ill. n dimenziés, csupa egyesekbdl &ll6 vektorok. Tehét a felada-
tunk az UER egyenletrendszer olyan nemnegativ megolddsdanak a megkeresése, amelyre az
ortogonalitasi (komplementaritasi) megkotés is teljesiil. Amennyiben a megoldasndl A = 0
adédik, ugy az a KKT feladat megoldédsa is. A konvexitds miatt ez a megoldds a kvadrati-
kus programozési feladatpar optimélis megolddsa is. Az UER egyenletrendszer megoldédsat
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pivotéldssal végezziik, iigyelve a nemnegativitdsi és az ortogonanitdsi feltételekre. A Lemke
algoritmus tehdt olyan tulajdonsdagi, hogy minden lépésben teljesitjiik a KKT feladat NN
nemnegativitasi és O R ortogonalitési feltételeit.

A megoldési algoritmus

Kiindul6 1épés:

Induldshoz az UE R egyenletrendszer egy nemnegativ bazismegolddsat hatdrozzuk meg.
Az y, X véltozok bédzisba hozdsdval egy indulé béazist hatdrozhatunk meg, ez teljesiti a
OR ortogonalitasi feltételt, de nem teljesiti az NN nemnegativitdsi kovetelményt, viszont
nagyon egyszeriien elérhetjiik, hogy a nemnegativitds is teljesedjen. Az indulé béazisbédbla
sémdja (rovid tédblat hasznalva) az aldbbi:

y X A
—1

y -P —A : | -b
-1
-1

X AT -Q : c
—1

A fenti bazistdblat megengedetté, azaz csak nemnegativ bazismegolddst tartalmazoé tablava
tehetjiik egyetlen pivotdldssal, a A valtozé bazisba vitelével. Egyszeriien beldthato, hogy csak
olyan sorban vilaszthatunk pivotelemet (—1-et), ahol a megoldédsoszlopban (utolsé oszlop)
negativ elem van, ezen sorok koziil pedig azt kell kivdlasztani, amelyben a megolddsoszlopbeli
negativ elem a legkisebb. Igy garantéltan nemnegativ bazistablat kapunk és az ortogonalitas
sem romlik el. Ezek igazoldsét az olvaséra bizzuk.

Ko6zbiilso 1épés:
A kiindulastdél kezdve minden lépésben az elvégzendo feladatok azonos szerkezetiiek, ame-
lyeket 3 részlépésben kozliink.

1. részlépés: A bdzisba bejovo viltozé meghatarozasa

Az OR ortogonalitasi feltétel figyelembevételével hatdrozzuk meg a bejovo valtozot.
Az el6z6 1épés 2. részlépésébdl tudjuk, hogy melyik valtozé ment ki a bézisbdl (induldskor
a kiindul6 1épésbdl). A bejovo valtozét gy vilasztjuk, hogy az OR feltétel teljesiiljon,
azaz, ha Z; ment ki a bédzisbdl, akkor z; jon be a bdzisba, ha pedig ha 7; ment ki a bazisbdl,
akkor y; jon be a bdzisba, ill. forditva.

2. részlépés: A béazisbél kimeno viltozé meghatarozasa

A véltozék NN nemnegativitasi feltételének figyelembevételével hatdrozzuk meg a
kimend valtozét. A pivotédldsndl a nemnegativ bézistdbla nemnegativitdsa nem romlik
el, ha a szimplex médszernél megismert hanyados szabélyt alkalmazzuk. Tehét, ha az elsé
részlépés szerint az s-edik oszlopban kell pivotelemet valasztani, akkor ebben az oszlopban
azt a pozitiv elemet vilasszuk, amelynél a megoldédsbeli és az s-edik oszlopbeli elemekre
vonatkoz6é hdnyados minimalis.

3. részlépés: A pivotalds végrehajtasa
Az els6 és mdsodik részlépésben vilasztott helyen 1év6 pivotelemmel elvégezziik a pivo-
talést.
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Megjegyzések az algoritmushoz:

a) Ha valamely lépésben a bazisban 1évo A segédvdltozo értéke zérus, akkor befejezziik
az eljarast, mivel a KKT feladat minden feltétele teljesiil, igy a kvadratikus programozasi
feladatpédr optimélis megoldédsa a bézistabldrdl leolvashato.

b) Ha a 2. részlépésben a A segédvaltozot kell kivinni a bézisbdl, akkor a pivotélds
elvégzése utan befejezziik az eljdrast, hasonléan az el6z6 megjegyzéshez ekkor is teljesiil a
KKT feladat minden feltétele (A = 0), igy a kvadratikus programozasi feladatpédr optimaélis
megolddsa a bazistablardl leolvashato.

c) Ha a 2. részlépésben nem tudunk kimend valtozét vilasztani (minden elem a kivé-
lasztott oszlopban nempozitiv), akkor vagy a primdl vagy a dudl kvadratikus programozssi
feladatnak nincs lehetséges megolddsa, igy természetesen optimadlis megolddsa sincs.

A kovetkezokben bemutatunk egy példat a Lemke algoritmusra.

6. Példa:
Adott az aldbbi kvadratikus programozasi feladat. Allapitsuk meg, hogy konvex feladat-
rél van-e szé! Irjuk fel a feladat dudlisat, majd oldjuk meg a feladatpart Lemke maédszerrel!

26+ t, < 20
3t +4t, <40
tity = 0
t? +t2 — 6t — 8ty — min!

Megoldas:

A feladat formailag sem a primdl feladattal, sem a dudl feladattal nem egyezik, ezért frjuk
at példdul a primdl feladatra. Az atirt formdban a megszokott viltozéneveket hasznaljuk,
igy t helyett az x véltozokat.

—21’1 — T2 z —20
—3$’1 — 4.’132 z —40
L1, T2 2 0
1
—621 — 8xg + 5(2x% +223) — min!

Ebbol mar megéllapithatjuk a modellben szerepld vektorokat és métrixokat, ezek az aldbbiak:
—20 —6 -2 -1 2 0
e e E R
A B maétrix zérus matrix, igy a P métrix is az. A Q maétrix diagondlis matrix és a fédtlgjaban
minden elem pozitiv, igy a Q pozitiv definit matrix. Eszerint a szébanforgé feladat konvex

kvadratikus programozasi feladat. A dudl feladat felirdsdéhoz el kell végezni a Q maétrix
Cholesky felbontdsét (Q = CTC), amelybdl a C métrix a kovetkezo:

o[ 3]
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A primal feladat dual feladata:

—2y1 — 3Y2 — \/§w1 < -6
—y1 — 4yo - \/§w2 < -8
yi,92 = 0
—20y; — 40y2 — %(w% +w3) — max!

Megjegyezziik, hogy ez nem az eredeti feladat dudl feladata, azt is felirhatndnk, csupan egy
kis rendezést kell elvégezni.

A Lemke mddszerrel torténoé megoldés 1épései a kovetkezok:
Kiindul6 bazistablazat:

Y1 Y2 1 22 A
»n10 0 2 1 -1 120
B! 0 0 3 4 -1 140
T |-2 -3 -2 0 -1 | -6

To|-1 4 0 -2|[-1]]|-8

A ) oszlopdban a legkisebb negativ szdm a —8, igy ennek sordban véalasztunk pivotelemet.
A pivotélds elvégzése utdni bazistabldzat:

Y1 Y2 T1 Ta T
[ 1 4 2 3 -1]28
210 0 3 6 -1]|48
-1 1 -2 12
A1l 4 0 2 -1 8

Mivel az o valtozé ment ki a béazisbdl, igy az xo bejohet a bazisba, mert ekkor az ortogo-
nalitds nem romlik el. Az x5 oszlopdban pedig a szimplex mdédszer hanyados kritériuméval
védlasztunk pivotelemet. Az tjabb bézistabldzat:

Yi_ Y2 T1 T T
n[3 3 5 -3 ;[
B 4 1 9 -3 2 |42
w3 3 -1 3 -1
Al 2 3 [2] -1 06

Mivel az x, valtozo ment ki a bazisbdl, igy az x; bejohet a béazisba, hiszen ekkor az ortogona-
litds nem romlik el. Az x; oszlopdban a szimplex médszer hanyados kritériumaval vélasztva
pivotelemet és elvégezve a pivotélast, az ijabb bazistablazat:

(T AT T
pl-2 -5 -2 1 1110
g | —b -2 -5 2 2 |15
w3 2 3 0 —1]4
o1 32 2 -2 03

Vége az algoritmusnak, mert olyan bézistdbla, ill. megoldds adédott, amelyben A = 0.
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A primal feladat optimélis megolddsa: x1 = 3, zo = 4, a célfiiggvény minimélis értéke:
—25.

A dudl feladat optimalis megoldasa: y; = 0, y2 = 0. A wy, we dudlvaltozok értéke pedig
aw = Cx 6sszefiiggésbél szamithato, azaz wi = 3v/2, wy = 4v/2. A célfiiggvény maximalis
értéke: —25.

Az eredeti feladat ¢y, ty védltozdira a megoldds: t; = 3, t = 4.

A szigoru konvexitds miatt ez az egyediili optimélis megoldés.

Feladat:
Oldja meg a 6. példa feladatdt tgy, hogy a feladatot a duél feladat alakjdra frja &t!

5.2. Criss-cross modszer

A criss-cross algoritmus minden lépésében teljesitjiikk a KKT feladat E'R egyenletrendszerét
és az OR ortogonalitési feltételeit.

A megoldasi algoritmus

Kiindul6 1épés:

Induldshoz az ER egyenletrendszer egy nemnegativ bédzismegolddsdt hatdrozzuk meg.
Az y, X véltozok bézisba hozdsdval egy indulé bézist hatdrozhatunk meg, ez ugyan még
nem teljesiti az NN nemnegativitdsi kovetelményt, viszont teljesiti az OR ortogonalitdsi
kovetelményt. Az indul6 bézistdbla az alabbi:

y x
| -P A | -b
X AT -Q c

Az indul6 bézistdbla megolddsoszlop nélkiili része biszimmetrikus matrix. Mint ismeretes
a biszimmetrikus matrix jellegzetessége, hogy a féatlon két szimmetrikus, negativ szemide-
finit matrix (—P, —Q) van, a tobbi elemében (—A, AT) pedig ferdén szimmetrikus.

A tovdbbiakban a szimmetrikus blokkokat P és Q tipust blokkoknak, a ferdén szimmetri-
kus blokkokat A és AT tipusti blokkoknak nevezziik, tehat az elnevezésekben nem hasznaljuk
az elojelet, az elnevezésekkel csak a blokk helyére utalunk.

Ko6zbiilso 1épés:
A kiindulédstol kezdve minden 1épésben principalis pivotalast vagy kettos pivotalast
hajtunk végre.

1. Amennyiben a megoldasoszlopban nincs negativ szdm, ugy megédllunk, mert olyan
megoldast taldltunk, amely teljesiti a ER, OR, NN kovetelmények mindegyikét.

2. Ha a megolddsoszlopban van negativ szdm, akkor vélasszuk azt a sort, amelyikben a
megolddsoszlopban negativ szdm &ll és a valtoz6 indexe a legkisebb. Ennek érdekében
az Osszes valtozot 1-t6l 2(m + n)-ig sorszamozni kell és ezt tekintjiik a legkisebb index
meghatarozasahoz sziikséges indexnek. Attdl fiiggden, hogy a kivdlasztott sorhoz a P
vagy Q tipust blokk tartozik, az a), ill. b) lépéseket végezziik el.
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(a) Tegyiik fel, hogy a kivdlasztott sorhoz a P tipusu blokk tartozik. Tekintsiik a P
tipusd blokk kivdlasztott sorbeli fédtléjaban allé6 szamot. Ez a szdm a negativ
szemidefinitség miatt nem lehet pozitiv.

Ha a fé4tlébeli elem negativ, akkor ezzel az elemmel elvégziink egy 1in. princi-
pdlis pivotalast.

Ha a féatlobeli elem zérus, akkor a negativ szemidefinitség miatt a P tipusu blokk
ezen soranak minden eleme is zérus. Most tekintsiik az A tipusd blokkban a ki-
valasztott sorbeli elemeket és valasszuk azt az oszlopot, amelyikben negativ szdm
all és a valtozé indexe a legkisebb. Ha van ilyen, akkor végezziink el egy un.
kettos pivotalast, azaz eloszor a kivdlasztott sor és oszlop taldlkozdsaban allé
pivotelemmel végezziink el egy pivotdldst, majd ennek a helynek a féatléra vett
tiikorhelyén 16v6 pivotelemmel (AT tipusd blokkban) is végezziink el egy pivoté-
ldst. Ha az A tipusi blokkban a kivédlasztott sorbeli elemek kozott nincs negativ,
akkor megdllunk, mert a primél feladatnak nincs lehetséges megoldésa.

(b) Tegyiik fel, hogy a kivédlasztott sorhoz a Q tipusd blokk tartozik. Tekintsiik a
Q tipusi blokk kivélasztott sorbeli fédtlgjaban all6 szémot. Ez a szdm a negativ
szemidefinitség miatt nem lehet pozitiv.

Ha a foatlébeli elem negativ, akkor ezzel az elemmel elvégziink egy principdlis
pivotélast.

Ha a foatlobeli elem zérus, akkor a negativ szemidefinitség miatt a Q tipusti blokk
ezen sordnak minden eleme is zérus. Most tekintsitk az AT tifpusi blokkban a
kivdlasztott sorbeli elemeket és vilasszuk azt az oszlopot, amelyikben negativ
szam all és a vdltozé indexe a legkisebb. Ha van ilyen, akkor végezziink el egy
kettos pivotdldst, azaz eloszor a kivdlasztott sor és oszlop taldlkozasaban &llo
pivotelemmel végezziink el egy pivotdldst, majd ennek a helynek a féatlora vett
tiikorhelyén (A tipusi blokkban) is végezziink el egy pivotédlast. Ha az AT tipusi
blokkban a kivdlasztott sorbeli elemek kozott nincs negativ, akkor megallunk,
mert a dudl feladatnak nincs lehetséges megoldasa.

Megjegyzések az algoritmushoz:

a) Ha principélis pivotaldst hajtunk végre, akkor a pivotdlds utdn a tdbla wjra biszim-
metrikus marad. Ha a P tipusui blokk fédtléjaban tortént a pivotelem kivdlasztdsa, akkor
ennek a szimmetrikus blokknak a mérete eggyel csokken, a Q tipusd szimmetrikus blokk-
nak a mérete pedig eggyel novekszik. Ha a Q tipusi blokk fédtlgjdban tortént a pivotelem
kivdlasztdsa, akkor ennek a szimmetrikus blokknak a mérete eggyel csokken, a P tipusi
szimmetrikus blokknak a mérete pedig eggyel novekszik. Tehét a principdlis pivotdlds utan
a P és a Q tipusui blokkok mérete véltozik.

b) Ha kettds pivotédldst hajtunk végre, akkor a pivotalds utdn a tabla tjra biszimmetrikus
marad, a blokkok méretei viltozatlanok lesznek.

A kovetkezokben bemutatunk néhdny példét a criss-cross algoritmusra.

7. Példa:
Adott az aldbbi kvadratikus programozasi feladat. Allapitsuk meg, hogy konvex fel-
adatrdl van-e szé! Irjuk fel a feladat dudlisat, majd oldjuk meg a feladatpért criss-cross
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modszerrel!
—t1+ ta < 6
2t1 4+ 3ty < 50
tla t? 2 0
1
—3ty + 2ty — 202 + 21ty — §t§ —  max!
Megoldas:

A feladat formailag a dudlfeladattal egyezik, az eddigi jeloléseknél maradva a t valtozé
helyett a megszokott y valtozét haszniljuk. Javasoljuk az olvasénak a primél feladatra
torténod dtirdst és megolddst. A modellben szerepld vektorok és métrixok az alabbiak:

| =3 | 6 r | -1 1 4 =2
S B b B e P S |
A C métrix zérus métrix, igy a Q matrix is az. A feladat konvex kvadratikus programozasi

feladat, mert a P matrix pozitiv szemidefinit, ennek megallapitdsét és a P métrix P = BB”
felbontasat az aldbbiakban végezziik el.

(2] (8 3] weteoa o]

-2 1 0 O -1

A duél alaku feladathoz tartozé primél alaku feladat:

—x1+219+22 =2 =3
T +31 —2 = 2
T, 2
1,
621 + 50z + 52 — max!

Megjegyezziik, hogy ez nem az eredeti feladat dudl feladata, azt is felirhatndnk, csupédn egy
kis rendezést kell elvégezni.

A criss-cross médszerrel torténd megoldds 1épései a kovetkezok:
Kiindulé béazistablazat:

n Y2 T1 T2
nl4 2 1 2713
U | 2 -1 -3 -2
| -1 1 0 01]6
To | 2 3 0 0 1]50

Ahhoz, hogy a legkisebb index kivilasztasi elvet alkalmazhassuk a példdban szerepld nyolc
valtozot sorba kell rendezni. A sorrendbe &llitdsnak nincs kritériuma, viszont minden lépés-
ben ez a sorrend fogja eldonteni a legkisebb indexet. Legyen a sorrend v, y2, 1, T2, ¥1, Y2, T1, To.
A megolddsoszlopban van negativ szdm és egyetlen egy van (az index szabdlynak most
nincs értelme), a kivalasztott sor az s valtozo sora. A P tipusu blokk féatlgjaban 1év6 elem
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—1 és ez negativ, principalis pivotéldst kell elvégezni ezzel a pivotelemmel. A principélis
pivotélds elvégzése utdni bazistabldzat:

Y1 Y2  T1 X
n|0 2 [-1] -8]-1
p|-2 -1 1 3|2
|1 1 -1 -3|4
8 3 -3 9|4

Figyeljiik meg, hogy a principdlis pivotédlas utdan a blokkok tij mérete a kovetkezo: a P tipusi
blokké 1 x 1, a Q tipust blokké 3 x 3, az A tipusi blokké 1 x 3, az AT tipusi blokké pedig
3 x 1. A tdbla biszimmetrikus maradt és az ortogonalitds sem romlott el. Javasoljuk az
olvasénak, hogy ellendrizze le a Q tipusu blokk negativ szemidefinitségét.

A megolddsoszlopban van negativ szam és egyetlen egy van, a kivalasztott sor az ¢
valtozo sora. A P tipusu blokk féatlojaban 1év6 elem 0, ezért kettds pivotalast kell végezni.
Az A tipusi blokkban kell tekinteni az y; sorbeli elemeket: (2,—1,—8). Kettd negativ
elem is van, most haszndlni kell a legkisebb index szabdlyt. A két valtozé (xq,z2) koziil a
legkisebb indexe az x; valtozénak van. (A legkisebb indexet sorrend alapjdn valasztottuk
ki, példénkban most egybeesett a sorrendbeli és a valsdgos legkisebb index.) Az g és x4
cseréjével elvégezziik az els6 pivotdlast, majd a tiikorhelyen az z, és y; cseréjével elvégezziik
a masodik pivotaldst. A kettos pivotdlds elvégzése utdni bazistabldzat:

i Y2 Y1 X2 T1 Y2 1 X2
[ 0 -2 -1 81 [0 2 -1 81
w2 1 1 5|1 vpl 2 -1 -1 5 |11
T -1 -1 515 w1 -1 -1 5|5
Ty | 8 -3 -3 15|47 Ty | -8 5 5 25| 7

Figyeljiik meg, hogy a kettds pivotalds utdn a blokkok mérete nem valtozott, a tabla biszim-
metrikus maradt és az ortogonalitds sem romlott el. Javasoljuk az olvasénak, hogy most is
ellenorizze le a Q tipusi blokk negativ szemidefinitségét.

Vége az algoritmusnak, mert a megolddsoszlopban nincs negativ elem, a bazistdblazatbol
kiolvashaték a megoldésok.

A duadl feladat optimaélis megolddsa: y; = 5, 1y = 11, a célfiiggvény maximalis értéke:
6.5 .

A primél feladat optimélis megolddsa: z; = 1, x5 = 0. A z primdlvéltozo értéke pedig
a z = BTy osszefiiggésbél szamithato, azaz z = —1. A célfiiggvény minimadlis értéke: —6.5.

Feladatok:

a) Oldja meg a 7. példa feladatat ugy, hogy a feladatot a primal feladat alakjara irja 4t!
b) Oldja meg a 7. példit Lemke médszerrel!

c¢) Oldja meg a 6. példét criss-cross médszerrel!

8. Példa:
Adott az aldbbi kvadratikus programozasi feladat. Allapitsuk meg, hogy konvex fel-
adatrdl van-e szé! Irjuk fel a feladat dudlisat, majd oldjuk meg a feladatpért criss-cross
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modszerrel!
2t1+ t2+7“1—7’2 é 20
t1+4t2—7”1—|—7“2 Z 40
t17 t? 2 0
L, 2 19 2 .
5ty + 70ty + 5151 +tity + 265 + §(r1 +r;) — min!
Megoldas:

A feladat formailag a primél feladathoz hasonlit leginkabb, ezért frjuk &t a primaél fel-
adatra.

=211 — Xa—21+2 = —20
Ty +4xe — 21+ 22 = 40
ti,ta = 0
L oy Lo o -
51 + 70z9 + §(x1 + 2129 + 4a5) + 5(21 +25) — min!

Ebbol mar megallapithatjuk a modellben szereplo vektorokat és matrixokat, ezek az aldbbiak
—20 5 -2 -1 -1 1 11
S I e ) e e B i B S |

A Q maétrix pozitiv definit, igy konvex kvadratikus programozési feladatrél van szé. A
szamitashoz sziikséges P métrixot a P = BB” 6sszefiiggéssel szamithatjuk ki, amely

2 2
p— [2 ’ }
Ha a dudl feladatot is fel akarjuk frni, akkor a Q maétrix felbontdsat (Q = CTC) el kell

végezni, amely
1 1
c- {0 Ja ]

A primél feladat duél feladata:

—2y1 + Yo —wy < 5
—y 4y, —wy — V3w, <70
Y1, Y2 3 0
1 1
—20y; + 40y, — 5(2y% + 4y1y2 + 2y§) — é(wf + w%) —  max!

Megjegyezziik, hogy ez nem az eredeti feladat dudl feladata, ahhoz egy kis rendezés kell.

A feladatot criss-cross médszerrel oldjuk meg, az ehhez sziikséges indulé téablat valamint
az optimalis tédblat az aldbbiakban kozoljiik:

Y Y2 T1 X Y Yo T1 Ty
-2 -2 2 17120 -6 0 2 —1[30
Jp| -2 —2 -1 —4|—-40 y2| 0 —3 & 1 |15
-2 1 -1 —1| 5 x| 2 —5 —% 210
Iy -1 4 -1 —4] 70 I 1 1 -2 —6]20
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Az optimélis tabldzatbdl leolvashaté megoldésok:

x:{loo]’ YZ{H’ ’_‘:{200]’ y:{goo]'

A z és a w megoldédsok pedig az aldbbiak:

 oT.. | 15 B {10
z—By_[15], W—CX—[O].

A kozos optimalis célfiiggvényérték: 325.

Feladatok:
a) Oldja meg a 8. példa feladatét gy, hogy a feladatot a dudl feladat alakjdra frja &t!
b) Oldja meg az 8. példat Lemke mddszerrel!

9. Példa

Tekintsiink n befektetési eszkozt, amelyek varhaté hozama 11,79, ..., 7,. Az egyes befek-
tetési eszkozok hozamai kozott ismert a C = [¢;;] kovarianciamatrix. A befektetési eszkozok-
nek egy olyan portfoliGjat kivanjuk osszedllitani, amelynél a portfélié variancidja (kockdzat
egyfajta mérészama) minimélis és a befektetd a portféliGval egy megadott » mennyiségii ho-
zamot legaldbb biztositani tud. Ezt a modellt Markowitz-féle portfélickivédlasztdsi modellnek
nevezik. Jelolje x1, s, ..., x, a befektetési eszkozok ardnyat a portfélioban.

A modell matematikai forméja az aldbbi:

n n
E E T;Cijj — min!
=1 j=1

n

Zrixi = r

i=1
T4+ +...+x, = 1
T, X9, ..., L, = 0

Megjegyezziik, hogy a Feltételes optimalizalds c. tananyag 30. példdjaban is megoldottunk
egy portfolié kivdlasztasi modellt, de ott a befektetési eszkozoknek egy olyan portféliGjat
kivantuk oOsszedllitani, amely a befektetonek maximadlis hozamot biztosit a portfélié egy
megadott szintfi variancidja (o7) mellett.

Az egyes befektetési eszkozok hozamai legyenek rendre: 30,40,50. Legyen a hozamra
eloirt als6 korldt r = 43. Az egyes befektetési eszkozok hozamai kozotti kovariancdkat az
aldbbi C = [¢;;] kovarianciamatrix mutatja:

0.8 —-0.2 0.1
C=|-02 05 03
01 03 04

Megoldas:
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Jelolje xq, 9, 3 a befektetési eszkozok ardanyat a portfélicban. A modell matematikai
formdja az aldbbi:

1
5msﬁ—04m@+ozm@+oa£+0wm%+um@ — min!
x4+ 1o + r3 = 1
30%1 + 401’2 + 501’3 z 43
X1, T2,T3 Z 0

Ez egy kvadratikus programozdsi feladat, azonban nem teljesen olyan alaki, amelyet is-
mertettiink. A feltételek kozott egyenléség is van. Az egyenletet egy = és egy < tipusu
egyenldtlenséggel helyettesitjilk. A = tipusu egyenl6tlenséget (—1)-el beszorozva, igy az
egyenldséget két = tipusu egyenldtlenséggel tudjuk helyettesiteni. A feladat atfogalmazva
az aldbbi alaku:

1
5msﬁ—omm@+ozm%+oaﬁ+0wmg+gm@ —  min!
T+ To + XT3 z 1
—T1 — X9 — T3 Z -1
L1, T2,X3 Z 0

Az ismertetett kvadratikus programozasi feladaban szereplé métrixok és vektorok tehat az
alabbiak szerint alakulnak:

1 1 1 1
Q=C, c¢c=0, B=0, A=|-1 -1 -1|, b=]|-1|, P=o0.
30 40 50 43

A kvadratikus programozdsi feladat eldirdsa, hogy a Q maétrix pozitiv szemidefinit vagy
pozitiv definit legyen. A példabeli kovarianciamétrix pozitiv definit, igy a feladat megoldhaté
az ismertetett algoritmusokkal. A feladatot criss-cross maédszerrel oldjuk meg, az ehhez
sziikséges indulé tdblat, valamint az optimélis tdblat az aldbbiakban kozoljiik.

Kiindul6 bazistablazat:

Y1 Y2 Y3 T Ta T3
U1 0 0 -1 —1 —1 —1
Yo 0 0 1 1 1 1

T -1 30 -08 02 —-01] O
T -1 40 02 —-05 —-03| O
0

0

0

y/ 0 0 0 —-30 —40 50 | —43
1

1

z3|1 -1 50 —-0.1 -03 -04

Optimélis bazistdblédzat:
T Y2 Y3 h T2 T3

x| —0.333  1.367 0.027 0 0667 —0.333| 0.22

Yo | —1.367 —1.297 —-0,031 -1 —2.267 2.633 0.022
ys | —0.027 —0,031 —0,001 0 —0.047 0.073 | 0.0066
m 0 1 0 0 0 0 0
o | 0.667 2.267 0.047 0 —1.333 0.667 0.26
x3 | —0,333 —2.633 —-0.073 0 0.667 —0.333| 0.52
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Az optimélis tabldzatbdl leolvashaté a portfélickivdlasztési feladat optimélis megolddsa:
1 = 0.22 ;29 = 0.26 ,x3 = 0.52 .Tehdt a befektetonek az optimadlis portféliéja olyan,
amelyben az egyes befektetési eszkozok ardnya 22%, 26%, 52%.

Feladatok:
a) Ellenérizze, hogy a C métrix valéban pozitiv definit matrix!
b) Oldja meg a 9. példa portfolickivilasztasi feladatat Lemke mdédszerrel!

10. Példa

Tekintsiik a Feltételes optimalizdlds c. tananyagban 1évo 31. példat. Egy vallalat két
terméket &llit el6 két erdforrds igénybevételével. Az elsé termék egységnyi mennyiségii gyér-
tdsdhoz az elso erdforrdsbol 1, a masodik eréforrasboél 0.2 mennyiséget hasznél fel. A masodik
termék egységnyi mennyiségii gyartdsahoz az els6 erdforrdsbdl 0.5, a masodik eréforrasbol
is 0.5 mennyiséget haszndl fel. Egy adott idészakban az elsé eréforrdsbdl legfeljebb 980, a
maéasodikbdl pedig legfeljebb 220 mennyiség hasznalhaté fel.

A termékek és az eréforrasok egységara nem fix érték. A termékek eladdsi egységara fiigg
a gyartott (eladott) mennyiségtol, mégpedig az alabbi médon: az elsd terméké pi = 2000 —
0.52:1 — 0.15x9, a médsodik terméké ph, = 3000 — 0.2z7 — 1.5z9. Az erdforrdsok egységéra pedig
fiigg az adott eréforrdsbdl felhasznalt mennyiségtdl, azaz az x1 + 0.5x5, ill. a 0.2z + 0.5
mennyiségektol az aldbbiak szerint: p{ = 375—0.05(z1+0.5x2), p§ = 750—0.1(0.22140.525).
Tegyiik fel, hogy a megtermelt termékeket el is tudjuk adni. Hatdrozzuk meg az adott
idoszakban egyes termékekbdl termelheté mennyiséget, ha maximalis nyereségre torekszik a
véllalat!

Megoldas

Jelolje x1, x5 az egyes termékekbdl gydrtott mennyiségeket. A nyereség a termékek el-
adédsabol szarmazé drbevétel és a felhaszndlt erdforrasokra forditott kiadds kiilonbsége, igy
a feladat célfiiggvénye a kiovetkezdképpen hatdrozhaté meg:

[Pia1 + phas] — [(p5 (@1 + 0.522) + p5(0.221 + 0.525)] =
—{[(375 — 0.05(x1 + 0.522)) (21 + 0.52)] + [(750 — 0.1(0.221 + 0.522))(0.221 + 0.522)]}

A szorzdsokat elvégezve a célfiiggvény (nyereség) egyszeriibb formédja:
147527 + 2437.525 — 0.4462% — 0.287, 75 — 1.462573

Osszefoglalva a megoldandé optimalizélasi feladat a kiovetkezé:

1475z, + 2437.5x5 — 0.4462% — 0.287175 — 1462525 — max!
r1 4057, < 980
0.2z1 + 0.5z < 220
x1,T0 = 0

Egy kvadratikus programozdsi feladatot kaptunk. A feladat ugyanolyan alaki mint a du-
al feladat, csak hidnyzik beldle a C maétrix. Ennek ellenére alakitsuk primal feladattd, a
feltételeket és a célfiiggvényt (—1)-el szorozva. A kvadratikus tagokbdl felépitett

Q- [ 0892 028
| 028 2925
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méatrix pozitiv definit, igy konvex kvadratikus programozési feladatot kell megoldani. A
megismert algoritmusok mindegyike alkalmazhaté. Az algoritmushoz sziikséges adatok a Q
matrixon kiviil az aldbbiak:

—980 —1475 -1 —05
b= { —220 } ©= { —2437.5 } A= { 02 0.5 } P=0.

A feladatot criss-cross mdédszerrel oldjuk meg.
Kiindul6 és az optimalis bézistablazat:

Y1 Y2 1 ) Y1 Yo Z1 D)
1 0 0 1 0.5 980 y1 | -0.56 -2.25 0,70 -0.28 | 132.11
Yo 0 0 0.2 0.5 220 Yo | 2.25 -8.91 -1.57 -1.37 | 3698.05
z; | -1 -0.2 -0.8902 -0.28 -1475 1| 0,70 1.57 -0.88 0.35 | 784.86
Ts | -0.5 -0.5 -0.28 -2.925|-2437.5 zo | -0.28 1.37 035 -0.14 | 126.06

Az algoritmus lépéseiben az Ty <« To, Ty <> T1, Y < Yo principdlis pivotdldsokat haj-
tottuk végre. Az optimélis megoldds: x; = 784.86, x5 = 126.06. Tehat a véllalat optimalis
termelése (kerekitve) az els6 termékbdl 785, a masodik termékbél pedig 126 mennyiség. A
maximaélis nyereség 1139250, az arbevétel 1581455, a kiadds 442205 pénzegység.

Megjegyzés:

A néhidny megoldott kvadratikus programozasi feladatndl tapasztaltuk, hogy a feladat
alakja ritkdn volt a szimmetrikus forma primal, ill. dudl feladata. Amint tapasztaltuk,
ekkor valamelyik alakra &t kellett frni a feladatot. Altaldban a primél és a dusl koziil
azt valasztottuk, amelyikhez leginkabb hasonlitott a feladat. Az olvasé vilaszthatja azt
a megolddst is, hogy mindig a primél alakra hozza a feladatot, ezt tettiik a 10. példa
megoldédsdndl is, annak ellenére, hogy szinte azonos volt a dual alakkal.

Feladat:
a) a) Oldja meg a 10. példa feladatét gy, hogy a feladatot a dudl feladatnak tekinti!
b) Oldja meg a 10. példa feladatét Lemke médszerrel!

Feladat:

Az x1 + o = 8 és az 11 — w9 = 4 egyenesek az (z1, z5) sikot négy tartomédnyra bontjak.
A négy tartomany koziil vegyiik azt a résztartoményt, amely tartalmazza a (0,10) pontot.
Végezetiil tekintsiik azt a tartomanyt, amely a résztartomény és az elsé siknegyedbeli tar-
tomdany (1,2 = 0) kozos része. Hatérozzuk meg a fent definidlt tartomany azon pontjét,
amely az (—1,7) ponthoz a legkozelebb van!

a) Fogalmazza meg a feladatot matematikai forméban!

b) Vizsgdlja meg a célfiiggvényt konvexitds szempontjabol!

¢) Oldja meg a feladatot Lemke médszerrel!

d) Oldja meg a feladatot criss-cross médszerrel!

Feladat:
Adott az aldbbi kvadratikus programozasi feladat:

5x1 + 629 — 1225 + Qx% + 4;5% + 83:% — 2x1x9 — 62123 + 8T9x3 — min!
T+ Ty +ax3 S 32
T+ 210 +13 = 12
—x1 + 279 < 8
T1,x9,x3 = 0
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a) Vizsgalja meg a célfiiggvényt konvexitas szempontjabol!
b) Oldja meg a feladatot Lemke médszerrel!
c¢) Oldja meg a feladatot criss-cross médszerrel!

Feladat:

Adott a1l < 21 S 4ésa2 S 29 S 6 egyenldtlenségekkel egy tartoméany. Hatdrozzuk meg
a tartomany azon pontjdt, amely a (6,3) ponthoz a legktzelebb van!

a) Fogalmazza meg a feladatot matematikai formaban!

b) Vizsgélja meg a célfiiggvényt konvexitds szempontjabol!

c¢) Oldja meg a feladatot Lemke mdédszerrel!

d) Oldja meg a feladatot criss-cross médszerrel!

Feladat:
Adott az aldbbi kvadratikus programozasi feladat:

1
1121 + 229 + §xf + 129 + Qm%

—  min!
T+ T = 10
L1, T2 Z 0

a) Vizsgdlja meg a célfiiggvényt konvexitds szempontjabol!
b) Oldja meg a feladatot Lemke mdédszerrel!
c¢) Oldja meg a feladatot criss-cross médszerrel!

Feladat:
Adott az aldbbi kvadratikus programozési feladat:

—6x, — 429 + (71 — 29)> — min!
—x1+1y <1
T, — 219 =<2
T1,T9 = 0

a) Vizsgdlja meg a célfiiggvényt konvexitds szempontjabol!

b) A feladat dudljanak nincs lehetséges megoldésa! Igazolja ezt a tény
- Lemke modszerrel,
- criss-cross moédszerrel!



