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Mind a feltétel nélkiili, mind a feltételes optimalizdciéban nagyon sok tételben szerepel
valamely matrix (dltaldban Hesse-matrix) definitsége. Jelen tananyagban megadjuk a métrix
definitségének, ill. feltételes definitségének a fogalmét, majd a tovabbi részben kiilonb6z6
modszereket (teszteket) mutatunk be egy négyzetes métrix definit volténak meghatérozasara
(eldontésére).

1. Matrix definitsége

1.1. Definitség fogalma

Legyen A egy n x n-es (kvadratikus) métrix.

Az A miétrix pozitiv definit, ha minden x € R", x # 0 vektorra x’ Ax > 0.

Az A miétrix pozitiv szemidefinit, ha minden x € R, x # 0 vektorra x? Ax > 0.

Az A matrix negativ definit, ha minden x € R", x # 0 vektorra x’ Ax < 0.

Az A métrix negativ szemidefinit, ha minden x € R", x # 0 vektorra x’ Ax < 0.

A fenti kategéridkba nem sorolhaté kvadratikus méatrixokat indefinit métrixoknak nevez-
ziik.

Szokas csak a pozitiv (szemi)definitség fogalmét megadni. Ennél a definiciénal azt mond-
juk, hogy az A matrix negativ (szemi)definit, ha a —A matrix pozitiv (szemi)definit.

Vannak esetek, amikor konnyen vélaszt adhatunk a definitségre, pontosabban kizarhatjuk
a definitséget. Néhanyat ismertetiink.

1. Ha az A matrix fodatldjaban valamelyik elem negativ, akkor az A métrix nem lehet
pozitiv definit.

2. Ha az A miétrix fédtlgjaban valamelyik elem pozitiv, akkor az A maétrix nem lehet
negativ definit.

3. Ha az A métrix féatléjaban van pozitiv és negativ elem is, akkor az A métrix indefinit.

Ezek igazoldsa nagyon egyszeriien elvégezheté a definicié segitségével. Legyen az A
matrix fodtlébeli eleme a;;. Az x # 0 vektor legyen az i-edik egységvektor, azaz x = e;.
Ebben az esetben x’ Ax = e/ Ae; = a;. Ha a; < 0, akkor ez azt jelenti, hogy van olyan
x # 0 vektor, amelyre xT Ax < 0, tehét az xT Ax mennyiség nem lehet minden x # 0 vktorra
pozitiv, azaz nem lehet az A martrix pozitiv definit. Hasonlé okoskoddssal olvashaté ki a
fenti két allitds is.

Egyéb esetekben a definitség kizdrdsa nem ilyen egyszerti, erre szolgédlnak a kovetkezokben
lefrt Un. tesztek.

1.2. Tesztek matrix definitségének eldontésére

Az aldbbi alfejezetekben megismerjiik azokat az uin. karakterizaciés tételeket, amelyekben
foglalt allitdsok alapjdn el lehet donteni egy matrix definitségét. Mivel az alkalmazdsokban
a szemidefinitség ritkan fordul el6, ezért dltaldnossdgban a hatdrozott definitségre adunk
teszteket. Mint ldtni fogjuk, az inercia teszt lesz az egyik leginkdbb hasznélatos, ezért ennél
a tesztnél kozoljiik a szemidefinitségre vonatkozé tesztet is.
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1.2.1. Gauss-médszeren alapulé teszt

TETEL (Gauss-médszeren alapuld teszt szimmetrikus matrix pozitiv definitség-
re)

Legyen A € R™*" szimmetrikus matrix.

Tekintsiik az A métrix els6 sordnak els6 elemét. Az A matrix akkor és csak akkor lehet
pozitiv definit, ha a;; > 0. Ha ez fenndll, akkor hajtsunk végre egy Gauss eliminécids lépést
(az A matrix els6 oszlopdt a méasodik elemtdl kinulldzzuk). Ezt a miiveletet pivotédldsnak
is szokds nevezni. Ekkor az A métrix elsd sordt és oszlopat nem tekintve, keletkezik egy
(n—1) x (n — 1)-es szimmetrikus G métrix.

Az A matrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha a G matrix pozitiv definit.

Példa:
Vizsgdljuk meg definitség szempontjabdl az aldbbi A szimmetrikus métrixot a Gauss-
moédszer segitségével!

2 4 =2
A= 4 9 —6
-2 —6 10

A tétel azt mondja ki, hogyha az eredeti métrix pozitiv definit és a fédtléban vélasztunk
pozitiv pivotelemet, akkor a pivotelem sorédt és oszlopat nem tekintve, a maradék méatrix is
pozitiv definit lesz. A tovdbbi 1épésekben a mindenkori maradék métrixon is elvégezziik a
pivotéldst. A pivotaldst addig végezzziik, amig 1 x 1-es méatrixhoz nem jutunk. Ha mindig
pozitiv pivotelemet védlasztottunk és az 1 X 1-es matrix is pozitiv, akkor az eredeti matrix is
pozitiv definit. A gyakorlati szamitdsokban nem szoktuk elhagyni a sorokat és az oszlopokat,
igy egy fels6 hdaromszogmétrixhoz jutunk. A tétel szerint tehdt akkor lesz a matrix pozi-
tiv definit, ha a Gauss-mddszer végrehajtdsa utan keletkezo felsé haromszogmaétrix minden
féatlgjaban 1évo elem pozitiv.
A Gauss-mdédszer egyes lépéseiben kapott matrixok:

(2] 4 -2 2 4 -2 2 4 -2
4 9 —6|—|0[1] -2|—=|01 =2
-2 -6 10 0 -2 38 00 4

Mivel a foatléban minden elem pozitiv, ezért az A maétrix pozitiv definit.

Egy métrix negativ definitséget vagy tgy dontjiik el, hogy a (—1)-szerese pozitiv definit,
vagy kozvetleniil a matrixra alkalmazzuk a Gauss-médszert. Ez utébbinédl a féatléban negativ
pivotelemet kell vélasztani és ha a keletkez6 felsé haromszogmatrix minden féatlgjdban 1évo
elem negativ, akkor a métrix negativ definit.

1.2.2. Fominor teszt

Féminor definicigja:

Legyen A € R"™" négyzetes matrix. Az A matrix els6 k sordbdl és elsé k oszlopabdl
(k = 1,...,n) képzett métrixokat az A métrix féminormatrixainak nevezziik és Aj-val
jeloljiik. Az Ay, matrixok determindnsait (det(Ay)) féminoroknak nevezziik.

TETEL (Féminor teszt pozitiv/negativ definitségre)
Legyen A € R™" négyzetes métrix. Tekintsiik a matrix dsszes féminorat (det(Ay), k =
L,...,n).
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Ha det(A;) > 0 minden k = 1,...,n esetén, azaz minden féminor pozitiv, akkor az A
matrix pozitiv definit.
Ha (—1)*det(Ay) > 0 minden k = 1,...,n esetén, azaz a féminorok eldjele véltakozik

(els6 féminor eldjele negativ), akkor az A métrix negativ definit.
A tétel allitdsai forditva is igazak.

Példa:
Vizsgdljuk meg az el6z6 példabeli A métrix definitségét a féominor teszt segitségével!
2 4 =2
A= 4 9 -6
-2 —6 10

Az Ay (k= 1,2,3) féminormétrixok és azok determindnsai, a féminorok az aldbbiak:

9 4 2 4 =2
A1:[2}, A2:|:49:|, A3: 4 9 —6
-2 -6 10

det(Aq) =2, det(Ay) =3, det(Asz)=det(A)=2_8.

Mivel minden féminor pozitiv, ezért az A matrix pozitiv definit.

A determindns meghatdrozasiat tobbféle médon is elvégezhetjiik. Az aldbbiakban a pivo-
tdlason alapulé médszert ismertetjiik. Ehhez elészor definidljuk a Schur-komplemenst.

Schur-komplemens definiciégja:

Legyen A € R™" négyzetes métrix. Valasszunk egy nemzérus pivotelemet (barhol a
matrixban), végezziik el a pivotédldst. Schur-komplemensnek a pivotsor és a pivotoszlop
elhagyasaval keletkezd métrixot nevezziik.

Algoritmus egy négyzetes matrix determindnsinak meghatarozasara Schur-
komplemens segitségével

Az algoritmus az A € R™" négyzetes matrix determindnsdnak meghatarozdsara szolgél,
ha n 2 3. Az n = 1,2 esetekben a determindns szamitdsa nem okoz nehézséget.

Az algoritmus egyes lépéseiben az eldjeles determindns jelolésére a det nevit valtozot
hasznéljuk.

1. lépés:

Valasszunk a Schur-komplemensben (induldskor az A métrix) egy tetszbleges nemzérus
pivotelemet.

Ha nincs ilyen, akkor det = 0 és menjiink a 2. lépésre.

Ha a Schur-komplemens 2 x 2 méretii, akkor legyen

det = a 2 X 2-es méretil matrix determindnsa

és menjiink a 2. lépésre.
Elvégezziik a pivotdldst és tekintjiik a Schur-komplemenst. Ekkor legyen az elbjeles
determindns értéke
det = paritas - pivotelem.
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A paritas a mindenkori Schur-komplemensben a pivotelem helyére utal, értéke +1, ill.
—1 a sakktdblaszabdly alapjan, azaz a pivotelem helyét meghatarozé indexek 6sszege péros,
ill. paratlan. Visszatériink az 1. 1épésre.

2. lépés (meg4dllas):
Befejeztiik a szamitdst. Az A matrix determindnsdt az egyes lépésekben kapott det
el6jeles determindnsok szorzata adja, képletben det(A) = Hdet .

Példa:
A determindns szamitdsat az aldbbi A ma&trixon mutatjuk be.

3 1] 2 3

2 0 -1 -1

A=l 41 4
-1 -1 -1 1
Az elsé pivotelem legyen az ajp = s;3 = 1, mivel a pivotelem az (1,2) helyen van, igy

a paritas —1, hiszen az indexek sszege (1 + 2) pératlan, az eljeles determindns értéke
det = (—1) -1 = —1. Elvégezve a pivotéldst, kapjuk az aldbbi Schur-komplemenst:

2 -1 -1
2 3 2

2 [1] 4

A kovetkezd pivotelem legyen az s3; = 1, mivel a pivotelem a komplemensben a (3, 2) helyen
van, igy a paritas —1, az el6jeles determindns értéke det = (—1) -1 = —1. Elvégezve a
pivotéldst az aldbbi Schur-komplemenst kapjuk:

4 3
—4 —10 |
Mivel a Schur-komplemens 2 x 2-es matrix, igy nincs sziikség tovabbi pivotéldsra, det =

4.(-10) —3-(—4) = —28. Megdllunk, az A mdtrix determindnsa az egyes lépésekben
szamitott det eldjeles determindnsok szorzata, azaz

det(A) = (—=1) - (=1) - (—28) = —28.

Feladat:
Hatdrozza meg az eléz6 példdban a det(A) értéket a fenti algoritmussal!

1.2.3. Sajatérték teszt
Sajatérték definicigja:

Legyen A € R™" szimmetrikus matrix. Azokat a A szamokat, amelyek kielégitik az
Ax = \x egyenletet az A matrix sajatértékeinek nevezziik.

TETEL (Sajatérték teszt pozitiv/negativ definitségre)
Legyen A € R™" szimmetrikus matrix. Tekintsiik a métrix osszes sajétértékét.
Ha minden sajdtérték pozitiv, akkor az A métrix pozitiv definit.
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Ha minden sajdtérték negativ, akkor az A maétrix negativ definit.

Példa:
Vizsgédljuk meg az elsé példabeli A métrix definitségét a sajdtérték teszt segitségével!
2 4 =2
A= 4 9 -6
-2 —6 10

Az A métrix sajatértékei:
A1 = 0.057, A2 = 2.08, A3 = 8.36 .

Mivel minden sajatérték pozitiv, ezért az A matrix pozitiv definit.

1.2.4. Inercia teszt

A sajdtérték teszt munkaigényes, ezért ritkibban haszniljuk. Helyette - a sajdtértékekkel
kapcsolatos - tin. inercia tesztet hasznaljuk. A sajatérték tesztnél lattuk, hogy nem sziikséges
ismerni a sajatértékeket, elegendé tudni, hogy azok milyen el6jeliiek.

Inercia definicigja:
Egy A szimmetrikus métrix inercidjan egy rendezett szamhérmast értiink, jelolése

Iner(A) = (neg, null, poz),

ahol neg az A maétrix negativ sajatértékeinek szama, null az A matrix zérusérték{i sajatér-
tékeinek szama, poz az A matrix pozitiv sajatértékeinek szama.

TETEL (Inercia teszt pozitiv/negativ (szemi)definitségre)

Legyen A € R™" szimmetrikus matrix. Tekintsiik a matrix inercidjat (Iner(A)).

Ha Iner(A) = (0,0,n), akkor az A métrix pozitiv definit.

Ha Iner(A) = (n,0,0), akkor az A métrix negativ definit.

Ha Iner(A) = (0, null,n —null), akkor az A matrix pozitiv szemidefinit. (0 < null < n)
Ha Iner(A) = (n—null,null,0), akkor az A métrix negativ szemidefinit (0 < null < n).
Ha Iner(A) nem sorolhaté a fenti kategéridkba, akkor az A métrix indefinit.

A tétel allitdsai forditva is igazak.

A tétel szerint tehét pozitiv (negativ) definitség esetén minden sajatérték pozitiv (nega-
tiv), mig pozitiv (negativ) szemidefinitség esetén nincs negativ (pozitiv) sajdtérték, de van
zérus sajatérték.

Az inercia meghatdrozdsdt is végezhetjiik pivotaldssal, ezt mutatja be a kovetkez6 algorit-
mus. Az algoritmus egyes lépéseiben az inercia jelolésére az Iner nevil viltozét hasznaljuk.

Algoritmus egy szimmetrikus matrix inercidjanak meghatdrozasara (Cottle
algoritmus)

1. Principdlis pivotélas:

Valasszunk a Schur-komplemens (induldskor az A matrix) féatlgjaban egy tetszoleges
nemzérus pivotelemet. Amennyiben nincs ilyen, akkor menjiink a 2. 1épésre.
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Ha a Schur-komplemens 1 x 1 méretii, akkor az Iner mennyiséget a kovetkezoképpen
hatdrozzuk meg. Ha a Schur-komplemensbeli egyetlen szam negativ, akkor legyen Iner =
(1,0,0), ha pedig a szdm pozitiv, akkor legyen Iner = (0,0, 1). Menjiink a 4. lépésre.

Elvégezziik a pivotdlast (principdlis, mert a pivotelem féatlobeli) és tekintjiik a Schur-
komplemenst. Ekkor legyen Iner = (1,0,0), ha a pivotelem negativ, ill. Iner = (0,0,1), ha
a pivotelem pozitiv. Visszatériink az 1. 1épésre.

2. Kettos pivotalas:

Ebben az esetben a Schur-komplemens féatléjaban csak zérus elem van.

Vilasszunk a Schur-komplemensben egy nemzérus elemet. Amennyiben nincs ilyen, akkor
menjiink a 3. lépésre.

Ha a Schur-komplemens 2 x 2 méretii, akkor legyen Iner = (1,0, 1). Menjiink a 4. lépésre.

Keressiik meg ennek az elemnek a f64tléra vonatkozé tiikorképét (szimmetria miatt azo-
nos értéki lesz a kivdlasztott elemmel).

Elvégezziik az tin. kettOs pivotéldst, azaz eloszor az egyik poziciéban vilasztva a pivote-
lemet, majd az 1j Schur-komplemensen a megéllapitott szimmetrikus poziciéban vélasztva
a pivotelemet. Ekkor legyen Iner = (1,0, 1) fiiggetleniil a vélasztott elem eljelétdl.

Visszatériink 1. 1épésre.

3. Zérus Schur-komplemens
Ebben az esetben a Schur-komplemens minden eleme zérus. Ha ez a Schur-komplemens
k x k méretii, akkor legyen Iner = (0, k,0). Menjiink a 4. lépésre.

4. Megallas és az inercia kiszamitasa
Befejeztiik a szédmitast. Az A matrix inercidjat, az Iner(A)-t az egyes lépésekben kapott
Iner = (neg, null, poz) rendezett szdmhdrmasok dsszege adja.

Példa:
Elészor azon a példdn mutatjuk be az inercia szamitdasat, amelynél kiszamitottuk a sa-
jatértékeket. Az A maétrix a kovetkezo:

(2] 4 -2

A= 4 9 —6
-2 -6 10

Az els6 pivotelem legyen az a;; = 1, mivel ez pozitiv, igy Iner = (0,0,1). Elvégezve a
principélis pivotdldst, kapjuk az aldbbi Schur-komplemenst:

= V]

-2 8

A kovetkez6 pivotelem legyen az si; = 1, mivel ez pozitiv, igy Iner = (0,0,1). Elvégezve a
principélis pivotdldst az aldbbi Schur-komplemenst kapjuk.

[4]

Mivel a Schur-komplemens 1 x 1-es matrix, igy nincs sziikség pivotdldsra, az elem pozitiv,
igy Iner = (0,0,1). Megallunk, az A matrix inercigja

Iner(A) = (0,0,1) + (0,0,1) + (0,0,1) = (0,0, 3),
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azaz az A matrixnak az Osszes sajatértéke pozitiv, igy a tétel értelmében a métrix pozitiv
definit, amit az el6z6 példdban is lattunk.

Példa
Most tekintsiik az aldbbi A maétrixot, amelynek az inercia-szamitdsa az aldbbiak szerint
alakul.
-1 -1 -1
-1 1 -1 -1
A= -1 -1 1 -1
-1 -1 -1 1

Az els6 pivotelem legyen az a;; = 1, mivel ez pozitiv, igy Iner = (0,0,1). Elvégezve a
principélis pivotdldst, kapjuk az aldbbi Schur-komplemenst:

0 —2
-2 0 -2
-2 -2 0

Mivel minden f6&tl6beli elem zérus, igy példdul valasszuk a Schur-komplemens (1, 2) pozici-
6jaban 16v6 s1o = —2 elemet. Ekkor Imer = (1,0,1). Kettds pivotéldst kell végezniink. Egy
dologra kell figyelniink, nevezetesen, hogy az els6 pivotéalds elvégzése utdn a méasodik pivo-
telemet j6 helyen vélasszuk ki. Az els6 pivotalds utdni eredmény az aldbbi 2 x 2-es matrix.
Ebben a métrixban a fenti 3 x 3-as métrix si5 tiikorképének megfeleld so; elem poziciéja
(1,1), tehat itt kell pivotelemet valasztani. A mdsodik pivotélds utani Schur-komplemens az

aldbbi 1 x 1-es méatrix.
-2
— 5 |- [4].

Mivel a Schur-komplemens 1 x 1-es matrix, igy nincs sziikség pivotdldsra, az elem pozitiv,
igy Iner = (0,0,1). Megallunk, az A matrix inercigja

Iner(A) = (0,0,1) + (1,0,1) + (0,0,1) = (1,0, 3),

azaz az A matrixnak 1 darab negativ sajatértéke, 3 darab pozitiv sajatértéke van, zérusértékii
sajatértéke viszont nincs. A tétel értelmében az A métrix indefinit, mivel a tételben szerepld
négy lehetéség egyikébe sem tartozik az Inmer(A) = (1,0, 3) inercia.

Feladat:
Hatdrozza meg a fenti példa matrixdnak a determindnsét pivotalds segitségével!

Osszefoglalasképpen elmondhatjuk, hogy a négyféle teszt koziil harom (Gauss-mdédszeren
alapuld teszt, féminor teszt, inercia teszt) esetében a j6l ismert pivotdldssal dolgozhatunk.
Az olvasé donti el, hogy egy adott probléma esetén melyik tesztet hasznalja. A gyakorlatban
leginkdbb az inercia tesztet szoktuk alkalmazni.

2. Matrix feltételes definitsége

A tovdbbiakban az un. feltételes definitséggel foglalkozunk. Ez a fogalom nagyon fontos
szerepet tolt be a feltételes optimalizdldsban. Eloszor definidljuk a feltételes pozitiv, illetve
a feltételes negativ definitséget és bemutatjuk a vonatkozé teszteket is.
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2.1. Feltételes definitség fogalma

Legyen A € R™" szimmetrikus métrix és B € R"™*" olyan métrix, amelyre rang(B) = m,
azaz a B matrix sorvektorai linedrisan fiiggetlenek (teljes sorrangi).
Az A matrixot feltételesen pozitiv definitnek nevezziik a B métrixra nézve, ha

x’Ax >0 minden x # 0, Bx = 0 vektorra.
Az A matrixot feltételesen negativ definitnek nevezziik a B métrixra nézve, ha

x’Ax <0 minden x # 0, Bx = 0 vektorra.

Tehst a feltételes definitség nem koveteli meg az x7 Ax mennyiség eléjelének dllandésagat
minden x # 0 vektorra, hanem csak azokra az x # 0 vektorokra, amelyek merolegesek a
B miétrix sorvektoraira. Mids megfogalmazédsban azt is mondhatjuk, hogy egy altéren
koveteljiik meg a definitséget, mégpedig a B métrix nullterén.

Nyilvanval6 tény, ha egy A métrix pozitiv (negativ) definit, akkor feltételesen is pozitiv
(negativ) definit.

Néhény szét szolunk az n és az m méretek viszonyarol. Az m > n nem lehetséges, mert
ekkor rang(B) < n < m, nem teljesiil a B métrixra vonatkozo teljes sorranguségi el6irds. Az
m = n elvileg lehetséges, de ekkor a Bx = 0 homogén egyenletrendszernek a rang(B) = m
miatt csak az x = 0 trividlis megoldésa lehet, ekkor pedig nincs olyan vektor, amelyre nézve
eléfrndnk a definitséget. Tehdt csak az n > m esetben van értelme feltételes definitségrol
beszélni.

Példa:
Tekintsiik az alabbi egyszerii példat.

1 3
A_[S 7}, B=[1 1]

Megoldas.

Konnyen meggy6zédhetiink arrél, hogy az x = [2, —1] vektor esetén x’ Ax = —1, az
x = [2, 1] vektor esetén pedig xI' Ax = 23. Ez azt jelenti, hogy az A maétrix indefinit.
Most tekintsiik csupédn azokat az x # 0 vektorokat, amelyekre Bx = 0. Ezek az x vektorok
felirhatok x = [, —a], a # 0 alakban, hiszen ekkor teljesedik a Bx = 0 egyenlet. Egyszerii
széamoldssal ezekre az x vektorokra xT Ax = 20?2, mivel 2a2 > 0 minden x # 0 vektorra, igy
az A métrix pozitiv definit minden x # 0, Bx = 0 vektorra, azaz az A matrix feltételesen
pozitiv definit a B métrixra nézve.

Az alabbiakban a feltételes definitség eldontésére két tesztet mutatunk be. Ehhez az un.
szegélyezett matrix fogalmdra van sziikségiink.

Szegélyezett szimmetrikus matrix definicidja:

Konstrudljunk meg az A € R™" ¢s B € R™ " métrixokbdl egy C € Rn+m)x(ntm)
szimmetrikus matrixot az aldabbi médon:

A BT
c-3 % |

Az igy elballitott métrixot szegélyezett matrixnak nevezziik.
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2.2. Tesztek matrix feltételes definitségének eldontésére
2.2.1. FOominor teszt feltételes definitségre

TETEL (Féminor teszt feltételes pozitiv/negativ definitségre)
Tekintsikk az A € R™" és B € R™*" midtrixokb6l a C € ROTmx(+m) gze0élyezett
maétrixot. Konstrudljuk meg a C; métrixokat az aldbbi médon:

_ | Ax Bf

ahol Ay az A métrix els6 k sora és els6 k oszlopa (az A métrix k-adik féminor matrixa), By,
a B métrix elso £k oszlopa.
Ha
(—1)™det(Cg) >0 minden k =m+ 1,m +2,...,n esetén,

akkor az A matrix feltételesen pozitiv definit a B matrixra nézve (forditva is igaz az allités).
Ha
(—1)*det(C;) >0 minden k =m +1,m +2,...,n esetén,

akkor az A métrix feltételesen negativ definit a B métrixra nézve (forditva is igaz az allités).

Megjegyzés:

A feltételes pozitiv definitség esetén minden determindns azonos eldjelil, mig a feltételes
negativ definitség esetén a determindnsok eldjele valtakozik. Ez hasonlé a feltétel nélkiili
definitségre.

A feltételes pozitiv definitség esetén, ha m pédros, akkor minden determindns pozitiv,
ha pedig m pératlan, akkor minden determindns negativ.

A feltételes negativ definitség esetén, ha m pdros, akkor az elsé determindns negativ,
ha pedig m paratlan, akkor az els6 determindns pozitiv, a tébbi determindns valtakozé
elojeli.

Ha n = m + 1, akkor a féminor teszt sordn csak egyetlen egy maétrixnak, magdnak a
szegélyezett matrixnak a determindnsat kell kiszdmitani. Amennyiben n > m + 1, gy tébb
determindnst kell meghatdroznunk, ez mar megnoveli a féominor teszt munkaigényét, igy
hatékonyabb az inercia teszt alkalmazdsa.

A gyakorlatban sokszor taldlkozunk az n = 2, m = 1 esettel (n = m + 1 és m péaratlan).
Erre az esetre a fominor tesztet kiilon is ismertetjiik.

Ha det(C) < 0, akkor az A maétrix feltételesen pozitiv definit a B matrixra nézve.

Ha det(C) > 0, akkor az A maétrix feltételesen negativ definit a B métrixra nézve.

Példa:
Tekintsiik az aldbbi A, B matrixokat és dontsiik el a féminor teszt segitségével, hogy az
A matrix feltételesen pozitiv definit-e a B métrixra nézve!

12 3
A=|2 4 4|, B:B _11 _11}
3409

Megoldas:



2. MATRIX FELTETELES DEFINITSEGE 12

Az els6 1épésben konstrudljuk meg az in. szegélyezett C matrixot

12 3 1 2
2 4 4 -1 1
C=|(3 4 9 1 -1
1 -1 1 0 O
2 1 -1 0 O

Mivel n = 3, m = 2, igy k = 3, azaz csak a C3 métrix determindnsat kell meghatdrozni,
amely nem mds mint maga a C maétrix. A determindns meghatdrozédsa sordn nyert Schur-
komplemensek:

2 3 1 2
2 4 4 -1 1 _0202_‘;’_§ 9 4 3 £ -
34 9 1 —1|—| g N 4[4] -1 —’[7_1]
1 -1 1 0 0 D 2 -1 0 4
2 1 -1 0 0

Az egyes 1épésekben nyert eldjeles determinansok:

det =1, det= -1, det=4, det:—%.

A C métrix determindnsa az egyes 1épésekben kapott eléjeles determindnsok szorzata,
azaz det(C) = 201.

Mivel m = 2, azaz m pdros és a determindns pozitiv, igy az A métrix feltételesen pozitiv
definit a B matrixra nézve.

Példa:
Tekintsiik az alabbi A, B maétrixokat és dontsiik el a fominor teszt segitségével, hogy az
A matrix feltételesen pozitiv definit-e a B métrixra nézve!

1 2 -1
A=|2 -1 3 |, B=[1 -1 1].
-1 3 1
Megoldas:
Az els6 1épésben konstrudljuk meg az un. szegélyezett C matrixot
1 2 -1 1
2 -1 3 -1
C= -1 3 1 1
1 -1 1 0

Mivel n = 3, m = 1, igy k = 2,3, azaz a Cy és a C3 = C matrixok determindnsat kell
meghatdrozni. A determindns meghatdrozédsat pivotdlassal végezziik.
A C, métrix determindnsat az aldbbiak szerint végezziik:

21 —5 -3
1 -1 0
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A C, métrix determindnsa, det(Cy) = 1- ((=5) - (—=1) — (=3) - (=3)) = —4.
A C3 = C maétrix determindnsat az aldbbiak szerint végezziik:

2 -1 -5 5 -3
o s 0 2 —>[ _41}—%%]
1 -1 1 0 =3 2
A C; = C métrix determindnsa, det(Cs) = H(paritds - pivotelem) = (1-1)-(1-(-1)) -
(1-4)-(£)=-15.
Megjegyezziik, hogy a determindns meghatarozasdnal az 1 x 1-es Schur komplemenst is
meghataroztuk, lathato, hogy gy is miikodik az algoritmus, nyilvan egyszertibb, ha megél-

lunk a 2 x 2-es Schur komplemensnél és annak determindnsdt szamitjuk ki, mint ahogy az
el6z6 determindns szamitdsanal tettiik.

Mivel m = 1, azaz m pératlan és a C,, C3 maétrixok determindnsa negativ, igy az A
maétrix feltételesen pozitiv definit a B métrixra nézve.

Megjegyezziik, hogy az A métrix indefinit, ezt konnyen ellenérizhetjiik, hiszen e Ae; =
ai; =1 >0, eXAey = az = —1 < 0. Képlet helyett szavakkal megfogalmazva, van az A
matrix fodtléban pozitiv és negativ elem is, igy indefinit. Az A maétrix a B matrixra nézve
viszont mér pozitiv definitre adédott.

2.2.2. Inercia teszt feltételes pozitiv/negativ definitségre

TETEL (Inercia teszt feltételes pozitiv/negativ definitségre)

Tekintsiik az A € R™™ és B € R™" midtrixokbél a C € RO+Hx(4m) gzeoslyezett
matrixot.

Ha a C matrixnak pontosan n darab pozitiv sajdtértéke, m darab negativ sajatértéke van
és nincs zérus sajatértéke, azaz Iner(A) = (m,0,n), akkor az A métrix feltételesen pozitiv
definit a B métrixra nézve.

Ha a C matrixnak pontosan n darab negativ sajatértéke, m darab pozitiv sajdtértéke van
és nincs zérus sajatértéke, azaz Iner(A) = (n,0,m), akkor az A matrix feltételesen negativ
definit a B métrixra nézve.

Forditva is igazak az &llitdasok.

A tétel tehdt azt éllitja, hogy a feltételes definitség esetén a megfeleld eldjelii sajatértékek
szdma a matrixok sorméretével kapcsolatos.

Példa:
Tekintsiik az alabbi A, B matrixokat és dontsiik el az inercia teszt segitségével, hogy az
A matrix feltételesen pozitiv definit-e a B métrixra nézve!

1 2
A=1]214
3 4

O = W
o)
I
1
—_
I
—_
—_
—_

Megoldas:
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Az els6 1épésben konstrudljuk meg az in. szegélyezett C matrixot:

12 3 1 2
2 4 4 -1 1
C=|3 4 9 1 -1
1 -1 1 0 O
2 1 -1 0 O

A C maétrix inercidjdnak meghatdrozédsa sordn nyert Schur-komplemensek:

2 3 1 2 “ 0 9 3 3
2 4 4 -1 1 9 0 _5 7 9 3
3 4 9 1 -1 — — |4 (4] -1 | —
1 -1 1 0 0 _g _3 _Z 2 -1 0
2 1 -1 0 0 L 0 s
~ 5] 7%{_@'
|7 -l 20

Az egyes lépésekben nyert Iner inercidk:
Iner = (0,0,1), Iner =(1,0,0), Iner=(0,0,1), Iner=(0,0,1), Iner=(1,0,0).

A C mitrix inercidja a lépésekben kapott Iner mennyiségek tsszege, azaz Iner(C) =
(2,0,3).

Mivel a C méatrixnak n = 3 darab pozitiv értékii sajatértéke, m = 2 darab negativ értéki
sajatértéke van és zérus értékii sajatértéke nincs, ezért az A métrix feltételesen pozitiv definit
a B médtrixra nézve.

Példa:
Tekintsiik az aldbbi A, B maétrixokat és dontsiik el az inercia teszt segitségével, hogy az
A matrix feltételesen pozitiv definit-e a B métrixra nézve!

A=|2 -1 3|, B

[1 -1 1].

1 2 -1 1
2 -1 3 -1
C= -1 3 1 1
1 -1 1 O

Megoldas:
A C matrix inercidjanak meghatdrozdsa sordn nyert Schur-komplemensek:

1) 2 -11 5 5 -3 1
-1 — 5 0 2 —>|:_4:|—>[
TN

I
—_
w

— = W
—_
o
[E—
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Az egyes lépésekben nyert Iner inercidk:
Iner =(0,0,1), Iner=(1,0,0), Iner=(0,0,1), Iner=(0,0,1).

A C matrix inercidja a lépésekben kapott Iner mennyiségek Osszege, azaz Iner(C) =
(1,0,3).

Mivel a C maétrixnak n = 3 darab pozitiv értékii sajatértéke és m = 1 darab negativ
értéki sajatértéke van (zérus értékii sajdtértéke nincs), ezért az A matrix feltételesen pozitiv
definit a B matrixra nézve.



