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1. Bevezetés

Nagyon gyakran el6fordul, hogy egy optimalizélasi feladatndl tobb cél is megfogalmazddik.
Sok esetben azonban ilyenkor egyetlen célt emelnek ki, amely szerint optimalizdlnak, a tobbi
célt figyelmen kiviil hagyjdk, esetleg akkor veszik figyelembe 6ket, ha az elsddleges cél szerint
tobb optimaélis megoldas is adédik és ezek koziil valasztjak ki a mésodlagos cél szerinti opti-
mumot. Az esetek nagy részében azonban a célok nem elhanyagolhaté jelentéséggel birnak,
tehdt tobb célt kell egyidejiileg kezelni. Az aldbbi feladatot nevezziik tobbcéld programozasi
feladatnak:

xeS
fi(x) — min!

f2(x) — min!

fr(x) — min!

ahol x = (z1,29,...,x,) a dontési valtozok vektora, S C R™ a megengedett megolddsok
halmaza, f;(x) pedig az i-edik célfiiggvény. Tekinthettiik volna a tobbcélu programozési
feladatot dltalanosabban is, mégpedig tigy, hogy a k darab célfiiggvény koziil k; darab maxi-
mum és ko darab minimum, de az egyszertiség miatt minden célfiiggvény esetében a minimum
mellett dontottiink. A maximumrdl a minimumra az dttérés, mint ahogy ismeretes a cél-
fiiggvény (—1)-el val6 szorzdsdval lehetséges. Bizonydra az olvaséban is megfogalmazodtak
a fenti tobbcélu programozési feladat kiilonbozd megolddsi lehetdségei. Mint ldtjuk valo-
ban tobbféle megoldasi elvet kovethetiink. Az aldbbi fejezetekben a gyakorlatban leginkabb
alkalmazott megoldédsi elveket, koncepcidkat ismertetjiik.

2. A tobbcélu programozas megoldasi koncepcigja

A tobbcélu optimalizéldsi feladatok megolddsénadl legelsd kérdésként az vetoddik fel, hogy mit
neveziink optimadlis megolddsnak. Elsé gondolatunk az lehet, hogy azt a lehetséges meg-
olddst nevezziik optimadlisnak, amely mindegyik célfiiggvény szempontjabdl a legjobb. Az
ilyen megolddst a tobbcéli optimalizalési feladat abszoliit optimumadnak nevezziik. En-
nek meghatdrozasa nem is lenne nehéz, hisz k darab egycéli optimalizalési feladatot kellene
megoldani. Az egyes célfiiggvények szerinti optimalizdlds sordn azonban szinte minden eset-
ben kiilonbo6z6 optimadlis megolddsokat kapunk, tehdt dltaldban nem taldlunk olyan lehetséges
megoldést, amelyik mindegyik cél szempontjabdl optimélis lenne. Ez anndl is inkabb igy van,
mivel nagyon sok esetben az egyes célok egymadssal ellentétesen hatnak. Ahhoz, hogy vilaszt
adjunk a tobbcéli optimalizdldsi feladatok megolddsanak kérdésére, el6szor foglalkozzunk
azzal, hogyan lehet két lehetséges megolddst 6sszehasonlitani tobb célfiiggvény figyelembe-
vételével. Egy célfiiggvény esetében ez nyilvanvald, ahogy ezt méar az eddigiekbdl nagyon
jol tudjuk. Tekintsiik példdul csak az els6 célfiiggvényt, az fi(x)-et, ekkor két lehetséges
megoldds tsszehasonlitdsa nem jelent problémét. Ha a € S és b € S lehetséges megoldasok-
ra fi(a) < fi(b), akkor joggal mondhatjuk, hogy az a € S lehetséges megoldés jobb vagy
méas széval hatékonyabb, mint a b € S lehetséges megoldds. Ha az el6zo relécié a tobbi
célfiiggvényre is fennéll, azaz f;(a) < f;(b) minden i indexre, akkor azt mondjuk, hogy az
a € S program jobb/hatékonyabb a b € S programndl az 6sszes célfiiggvény szempontjabol.
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Ha azonban nem az 6sszes célfiiggvényre igaz az utébbi egyenlétlenség, példdul valamelyik
célfiiggvényre megfordul, akkor az a € S és a b € S lehetséges megoldasokat nem lehet egy-
értelmilen 6sszehasonlitani. A fentiek alapjén elfogadhatjuk az aldbbi definiciét, amelynek
segitségével két lehetséges program kozott hatékonysédgi sorrendet tudunk értelmezni.

1. definicié:

Az a € S lehetséges megoldds akkor jobb/hatékonyabb a b € S lehetséges megoldasnél,
ha f;(a) < f;(b) minden i = 1, ..., k indexre, azaz mindegyik célfiiggvény szerint hatarozottan
jobb.

A fenti definicié alapjin ma&ar két megolddst ossze tudunk hasonlitani. Tobb célfiigg-
vény szerint, {gy nem lesz nehéz kivédlasztani a legjobb ill. a leghatékonyabb megoldést.
Nyilvanvaléan azt a megoldast tekintjiik legjobbnak, amelynél nem taldlhaté jobb. Ezt a
legjobb/leghatékonyabb megoldést tekintjiik a tobbcéld optimalizélési feladat megolddsanak
és gyenge efficiens megolddasnak nevezziik. Az aldbbiakban ezt definidljuk.

Gyenge efficiens megoldéas definicidja:

Az x* € S lehetséges megoldast akkor nevezziik gyenge efficiens megoldédsnak, ha nincs
olyan x € S lehetséges megoldds, amelyre f;(x) < f;(x*) minden ¢ = 1, ..., k indexre fennall,
azaz nincs olyan lehetséges megoldds, amely mindegyik célfiiggvény szerint hatdrozottan
jobb.

Mas szavakkal megfogalmazva: Az x* € S lehetséges megolddst akkor nevezziik gyenge
efficiens megoldédsnak, ha egyszerre egyik célfiiggvény értékét sem lehet tovdbb csokkenteni.
Ne feledkezziink meg arrdl, hogy az "egyik célfiiggvény értékét sem lehet tovdabb csokken-
teni" kijelentés nem azt jelenti, hogy az x* megoldds minden célfiiggvény szerint optimalis.
Itt nem az abszolit optimumrél van szé, hanem arrél, hogy az x* megoldashoz tartozé cél-
fiiggvényértékeket nem tudjuk egyidejiileg javitani a lehetséges megoldds halmazan. Ezért
sem hasznéljuk az optimadlis megoldas kifejezést a tobbcéli optimalizdlas koérében, hanem
helyette efficiens megolddst mondunk.

Az olvaséban bizonydra felmeriilhet, hogy két lehetséges megolddst tobb célfiiggvény
szerint masképpen is ssze lehetett volna hasonlitani, azaz mas hatékonysdgi sorrend is ér-
telmezhet6. Elfogadhaté az a definicié is két megoldds 6sszehasonlitdsdra, amely az el6zohoz
képest gyengébb feltételt szab, nevezetesen nem azt koveteli meg, hogy minden célfiiggvény
szerint hatarozottan jobb legyen az egyik megoldéds a mésiknél, hanem csak azt, hogy leg-
alabb egy célfiiggvény szerint legyen hatdrozottan jobb, a tobbi célfiiggvény szerint pedig ne
legyen rosszabb, tehdt egyenl6 is lehet. Ennek matematikai definicidja az aldbbi:

2. definicié:

Az a € S lehetséges megoldds akkor jobb/hatékonyabb a b € S lehetséges megoldédsnal,
ha fi(a) < fi(b) minden i = 1, ..., k indexre, de legaldbb egy iy indexre f; (a) < f;,(b), azaz
egyik célfiiggvény szerint sem rosszabb, de legaldbb egy célfiiggvény szerint hatdrozottan
jobb.

A fenti értelembenvett hatékonysdgi sorrend alapjdn is nyilvdnvaléan az a megoldéds a
legjobb /leghatékonyabb, amelynél nincs jobb. Az ilyen értelemben legjobb megoldast erds
efficiens megoldasnak vagy més széval Pareto-optimadlis megolddasnak nevezziik.

Eros efficiens megoldas vagy Pareto-optimalis megoldas definicigja:
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Az x* € S lehetséges megolddst akkor nevezziik erds efficiens megolddsnak vagy Pareto-
optimalis megolddsnak, ha nincs olyan x € S lehetséges megoldds, amelyre f;(x) < fi(x*)
minden ¢ = 1, ...,k indexre, de legaldbb egy iy indexre f; (x) < fi,(x*), azaz nincs olyan
lehetséges megoldds, amely egyik célfiiggvény szerint sem rosszabb, de valamelyik célfiiggvény
szerint hatdrozottan jobb.

Mids szavakkal megfogalmazva: Az x* € S lehetséges megolddst akkor nevezziik eros ef-
ficiens megolddsnak vagy Pareto-optimadlis megolddsnak, ha egyik célfiiggvény értékét sem
lehet hatarozottan csokkenteni (javitani), hogy valamelyik célfiiggvény értéke ne noveked-
jen (romoljon). A fenti definici6ét Vilfredo Pareto (1848-1923) olasz kozgazddsz, szociol6gus
fogalmazta meg 1896-ban kiadott "Cours d’Economic Politique" munkdjiban a tarsadalmi
jolétet vizsgélva. Pareto szerint az egyes népcsoportok jovedelmét (ezek az egyes célfiigg-
vények a mi jeloléseinkben) csak addig célszerii novelni, amig més népcsoportok jovedelmi
szintjében nem mutatkozik visszaesés. Ha elértiink olyan helyzetet, amikor mar egyik cso-
port jovedelme sem novelheté anélkiil, hogy valamelyik csoport jovedelme ne csokkenjen,
akkor elértiik a tdarsadalmi jolét legjobb dllapotét.

Megjegyezziik, hogy az erds efficiens megoldés egytittal gyenge efficiens megoldds is, hi-
szen ha nincs olyan megoldds, amely legaldbb egy célfiiggvény szerint jobb, a tobbi szerint
nem rosszabb, akkor olyan sincs, amely az ¢sszes célfiiggvény szerint jobb lenne.

Egy tobbcéld programozési feladatot megoldani tehdt annyit jelent, mint meghatarozni
a gyenge vagy az er0s efficiens megoldasokat. A kovetkezokben moédszereket ismertetiink az
efficiens megolddsok meghatdrozaséra.

3. A tobbcéli programozas megoldasi mdédszerei

Ebben a fejezetben a tobbcéli programozdsi feladat megolddsdnak, vagyis a gyenge vagy
erOs efficiens pontok meghatdrozasdanak néhdany alapveté mdédszerét ismertetjiik. Ezeknek a
moédszereknek az a lényege, hogy a tobbcéld programozasi feladatot egyetlen célfiiggvénnyel
rendelkez6 Uin. egycéli optimalizdldsi feladatra vezetjiik vissza. Az egycéli programozési
feladat optimadlis megolddsa bizonyos feltételek fenndlldsa esetén a tobbcéli programozési
feladat fentebb definidlt gyenge vagy erds efficiens megoldaséat szolgiltatja. A moddszereket
és a vonatkoz6 ismereteket tetszoleges célfiiggvényekre kozoljiik, viszont példdkat csak a
linedris programozdsra vezet6 feladatok esetében mutatunk be.

3.1. Linearis kombinaciék mdédszere

Egy tobbcéli programozasi feladatnal dltaldban nem azonos fontossdga van az egyes céloknak
és ezt legegyszeriibben tigy szokds kezelni, hogy az egyes célfiiggvényeket a fontossdguknak
megfelel6 sulyokkal dtlagoljuk. Jelvlje s; az i-edik célfiiggvény fontossdagét kifejezo silysza-
mot és képezziink az aldbbi médon egy F(x) célfiiggvényt:

k

F(x) = Zsifi (x).

i=1
Az egyes célfiiggvények s; silyait (Osszegiik nem feltétleniil egyenld 1-el) szakmai szem-
pontok alapjén dllapitjadk meg. A linedris kombindciéban az egyes célfiiggvények értékeit
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osszeadjuk, ami kiilonb6zé mértékegységek esetén szakmailag elfogadhatatlan, pl. a Ft, éra,
m? mértékegységli mennyiségek osszege értelmezhetetlen. Amennyiben valamennyi célfiigg-
vény hasonlé mérdszami, mondjuk valamilyen pénzegység, de nem azonosak, példdul az
egyik célfiiggvény Ft-ban, a méasik eFt-ban, a harmadik esetleg mds orszdg pénznemében
van megadva, akkor a kozos mértékegységre hozds nem jelent problém&t. Az esetek nagy
részében azonban az egyes célfiiggvények kiilonbozd mértékegységekben vannak megadva,
ekkor az egyes célfiiggvényeket mértékegység nélkiili mennyiségekké kell dtalakitanunk gy,
hogy az eredeti f;(x) célfiiggvények helyett a
fi (%) —m;
9 (x) = M, —m,

célfiiggvényekkel dolgozunk. A képletben szereplé m; érték az f;(x) célfiiggvény minima-
lis értékét, az M; érték pedig az f;(x) célfiiggvény maximadlis értékét jelenti az S feltételi
halmazon. Az m; és az M, értékeket egy-egy minimalizaldsi, ill. maximalizdlési feladat meg-
olddsaként kapjuk. Nyilvanvald, hogy valamennyi ¢;(x) fiiggvény értéke 0 és 1 kozé esik. A
bevezetett g;(x) fiiggvényeket az f;(x) célfiiggvények x € S lehetséges megolddshoz tarto-
z6 megvaldsitasi fokaként is értelmezhetjiik, olyan értelemben, hogy minél kisebb a g;(x)
fiiggvényérték az x pontban, anndl inkdbb kozelebb vagyunk célfiiggvényérték tekintetében
a minimaélis megoldéshoz.

Most tekintsiik a fentiek figyelembevételével megalkotott F'(x) célfiiggvénnyel az aldbbi
egycéli optimalizaldsi feladatot:

xeS

F(x) — min!

ahol
k k

F(x) = Z sifi (x) vagy F(x) = Z $igi ()
i=1 i=1
Az aldbbiakban megmutatjuk a kapcsolatot ezen egycéli optimalizaldsi feladat optimalis
megolddsa és a tobbcéli optimalizdlési feladat efficiens megoldasa kozott.

TETEL:

(i) Ha minden s; > 0, akkor az egycéli optimalizéldsi feladat barmely optimalis megol-
dédsa a tobbcélu optimalizédlési feladat erés efficiens (Pareto-optimélis) megoldésa.

(#i) Ha minden s; = 0, de legalébb egy s; pozitiv, akkor az egycéli optimalizaldsi feladat
barmely optimadlis megolddsa a tobbcéli optimalizdlési feladat gyenge efficiens megoldasa.

Bizonyités:

(i) Legyen x* € S optimdlis megolddsa az egycéli optimalizaldsi feladatnak. Indirekte
tegyiik fel, hogy x* nem Pareto-optimadlis megoldds. Ekkor van olyan x € S, amelyre
fi(x) £ fi(x*) minden ¢ = 1, ..., k indexre, de legalébb egy iy indexre f; (x) < fi,(x*). Ezek
és az s; > 0 alapjan irhaté, hogy

k
F(x) = Z sifi(x) = Z sifi(X) + sig fio (%) = Z sifi(X7) + sio fi (%) <
i=1 iio ii
k
<D sifilX) F siofio(X7) = Y sifi(x) = F(x")

i#ig i=1
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Ez pedig ellentmond azzal, hogy az x* € S minimuma legyen az egycéli feladatnak, igy
mégse létezik a fentiek szerinti x € S megoldds, ami azt jelenti, hogy x* € S Pareto-optimalis
megoldas.

(ii) A gyenge efficiens megolddsra vonatkozo 4llitast hasonlé médon lehet bizonyitani,
ezt az olvaséra bizzuk. Q.e.d.

A bizonyitast csak az f;(x) eredeti célfiiggvényekre végeztiik, de nyilvanvaléan érvényes a
tétel a g;(x) fiiggvények esetében is, hisz a két fiiggvény optimalizéldsi szempontbdél csupan
a sulyokban kiilonbozik egymastol.

1. példa:

Egy tizemben két terméket gydrtanak. A termékek gyartdsa két eréforrast igényel, ame-
lyekbél rendre 150, ill. 100 mennyiség &ll rendelkezésiinkre. A technolégiai adatok alapjén
az elsd termék fajlagos eréforras-sziikséglete az els6 erdforrasbol 1, a méasodik erdforrdsbol
pedig 2, mig a masodik termék erdforras-sziikséglete eréforrdasonként 3, ill. 1 mennyiség. A
termékek eladdsi egységara rendre 7, ill. 3 pénzegység. Az iizem olyan ¢sszetételben szeretne
gyartani, amelynél az drbevétel is és a gyartott dsszmennyiség is minél nagyobb legyen. Az
egyes célokat az tizem 60 %-os, ill. 40 %-os silyardanyokkal kivdnja figyelembe venni.

Megoldas:
Legyen x; az els6 termékbdl, zo a mésodik termékbdl gydrtandé mennyiség. Ekkor a
megoldandé tobbcéli optimalizaldsi feladat az aldbbi alakot olti:

21 + 3wy < 150
211 + a9 <100

X1, T2 Z 0
f1(x) = c1x = Txy + 3r9 — max!
fo(x) =cox= 21+ x5 — max!

Mivel az egyes célfiiggvények kiilonbozéd mértékegységben vannak megadva (pénzegység, da-
rab), ezért az egyes célfiiggvényeket mértékegység nélkiili mennyiségekké alakitjuk at. Az
egyes célfiiggvények legkisebb és legnagyobb értékei: m; = 0, M; = 350, ill. ms =0, My =
70. Az értékek meghatarozdsét (egy-egy linedris programozési feladat megolddsat) gyakor-
lasképpen végezze el az olvasé. Itt a célfiiggvényekre a maximum eldirds van megadva, de
ez kiilonosebb gondot nem jelent, hiszen a g;(x) fiiggvényeket ugyanigy kell meghatérozni
és itt is megvalositasi fokként értelmezhetdk, olyan értelemben, hogy minél nagyobb a g;(x)
fiiggvényérték az x pontban, anndl inkdbb kozelebb vagyunk célfiiggvényérték tekintetében
a maximélis megoldédshoz.

A tobbcéli optimalizédlasi feladathoz tartozd, silyozdssal nyert egycéli optimalizalasi
feladat célfiiggvénye a fentiek alapjan az alabbi:

7l‘1+3$2—0 $1+$2—O

F(x) = 4
() = 60— + 40—

amelyet egyszeriisités utdn az aldbbiak szerint irhatunk:

F(x) = 3121 4+ 1925 — max!
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Az egycéli optimalizdlési feladatot szimplex mddszerrel oldjuk meg, kozolve az indulé és az
optimalis szimplex tablakat:

Tr1 T2 U9 U1
u, [1 3 [150 2o [ -1/5  2/5 | 40
up | 2 1100 x| 3/5 -1/5| 30
31 19| 0 7475 -7/5 | -1690

Az egycéli optimalizdlasi feladat optimdlis megolddsa: z; = 30,25 = 40. A megolddshoz
tartozo6 célfiiggvényértekek: fi(x) = 330, fo(x) = 70. Mivel mindkét sily pozitiv volt, igy ez
a megoldds a TETEL értelmében egyben a tobbeéld optimalizalasi feladat Pareto-optimalis
megolddsa is, ami azt jelenti, hogy a fenti célfiiggvényértékek egyikét sem lehet novelni
anélkiil, hogy a mésik célfiiggvény értéke ne csokkenjen.

3.2. Korlatok mddszere

Tekintsiik a legfontosabb célfiiggvényt, legyen ez az m-edik. Csak eszerint hatdrozzuk meg
az optimalis (minimélis) megoldést, a tobbi célfiiggvény szerint nem minimalizalunk, hanem
megelégsziink azzal, hogy a célfiiggvény érékét egy adott szinten tartsuk vagy az alatt ma-
radjon, azaz a tobbi célfiiggvény értékére egy-egy felsd korlatot (K;) frunk elé. Ezek alapjén
az aldbbi egycéli optimalizalési feladatot kapjuk:

xcS

filx) = Ki  (i#m)

fm(x) — min!

TETEL:
Az egyceéli optimalizalési feladat barmely optimalis megolddsa egytttal a tébbcéld opti-
malizdlési feladat gyenge efficiens megolddsa is.

Bizonyités:

Legyen x* € S optimadlis megolddsa az egycéli optimalizdldsi feladatnak. Tegyiik fel,
hogy x* nem gyenge efficiens megoldds. Ekkor van olyan x € S, amelyre f;(x) < fi(x*)
minden ¢ = 1, ..., k indexre. Mivel a fenti egyenl6tlenség minden i indexre érvényes, igy az
i = m indexre is fenndll, hogy f.(x) < fi,(x*), ami pedig ellentmond azzal, hogy az x* € S
az f(x) célfiiggvény szerint minimélis megoldds, igy mégsem létezik a fentiek szerinti x € S
megoldds, ami azt jelenti, hogy x* € S gyenge efficiens megoldds. Q.e.d.

El6fordulhat, hogy az egycéli optimalizaldsi feladatnak nincs lehetséges megolddsa. Ek-
kor vagy az eredeti S feltételi halmaz iires, vagy pedig til szigori korlatokat szabtunk az
egyes célfiiggvények értékeire, és ezeket egyszerre nem lehet teljesiteni. Ilyenkor a korldtokat
novelni kell. A korlatokat szakmai szempontok alapjén dllapitjdk meg, sok esetben azonban
az egyes célfiiggvények minimuménak bizonyos szdzalékaban fogalmazzak meg a korldatokat.

2. példa:

Tekintsiik az 1. példdban szereplo feladat adatait. Hatarozzuk meg azt a termékosszeté-
telt, amelynél az iizem a legnagyobb arbevételt éri el, a kevésbé fontos médsodik cél esetén
pedig azt koti ki, hogy a gyartott termékek széma az elérhetd maximalis termékmennyiségnek
legaldbb 90%-a legyen.
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Megoldas
Az elérhetd maximalis termékmennyiség 70 darab (az eléz6 példa M, adata), igy az eldirds
szerint az tizemnek legaldbb 63 darab terméket kell gydrtania. Az egycéli optimalizdlasi
feladat az aldbbiak szerint frhato:
x1 + 3z < 150
2$1 + T § 100
T+ ) z 63
1,09 20

Tr; + 31y — max!

A fenti linedris programozési feladat szimplex mdédszerrel torténd megolddsdnak indulé és
optimadlis szimplex tabldja a kovetkezo:

1 I9 v U2 v
wup | 13 0150 u | 2 5| 35
up | 2 1 0 ]100 x| 1 1] 37
wil1 1 -1| 63 2y | -1 2| 26
7 3 00 -4 -11|-337

A korldtok mddszerével kapott egycéli optimalizalédsi feladat optimalis megolddsa: = =
37,19 = 26. Az eredeti tobbcéli optimalizalédsi feladat célfiiggvényeinek ezen megoldashoz
tartozo értékei: fi(x) = 337, fo(x) = 63. A korlatok médszerénél érvényes TETEL értelme-
ben ez a megoldds egyben a tobbcéli optimalizalédsi feladat gyenge efficiens megoldésa is,
ami azt jelenti, hogy nem lehet tovabb novelni egyszerre a fenti célfiiggvényértékeket.

3.3. Kompromisszum programozas

Sok esetben eldirjuk, hogy az egyes célfiiggvények esetében milyen célfiiggvényérték elérése
lenne kivdnatos. Ezeket az eloéirt célfiiggvény értékeket célértékeknek szokds nevezni. A
tovdabbiakban jelolje ezeket a célértékeket rendre vy, vy, ...,vx. Ekkor meg kell oldanunk az
alabbi feladatot:

xeS

Ha a fenti feladatnak van megoldédsa, akkor megkaptuk azt a lehetséges megolddst, amely
az altalunk eloirt célfiiggvény értékeket szolgaltatja. Amennyiben nincs ilyen lehetséges
megoldds, akkor dltaldban olyan lehetséges megolddst keresiink, amelyre az f;(x) —v; (i =
1,..., k) eltéréseknek valamilyen fiiggvény szerint szamitott értéke a lehetd legkisebb. Az
egyes célfiiggvényértékeknek az eloirt célértékektol vals eltérését stlyszamokkal is figyelembe
vehetjiik, a tovdbbiakban a silyokat az s; pozitiv szamok jeloljék. A gyakorlatban legtobbszor
az aldbbi harom eset valamelyikét haszndljuk az eltérések szambavételére.

a) Olyan lehetséges megoldast keresiink, amelynél az f;(x)—wv; eltérések silyozott abszoltit
értékei koziil a legnagyobb is minél kisebb legyen, vagyis az aldbbi egycéli optimalizaldsi
feladatot kell megoldani:

XES

— | f, — v in!
F(x) = max {s;|fi (x) — v;|} —min!
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b) Olyan lehetséges megoldast keresiink, amelynél az f;(x) —v; eltérések abszolit értékei-
nek stlyozott tsszege minimaélis. Ebben az esetben az aldbbi egycélid optimalizédlasi feladatot
kell megoldani:

XeES

k
F(x) = Z si |fi (x) — v;|—min!
i=1

c) Olyan lehetséges megoldést keresiink, amelynél az f;(x) — v; eltérések négyzeteinek
stlyozott Gsszege minimélis, azaz az aldbbi egycéli optimalizdldsi feladatot kell megoldani:

xecS
k
F(x) = Z si (f; (x) — v;)* —min!

Ezeknek az egycéli optimalizaldsi feladatoknak az optimélis megolddsa azonban nem
minden esetben szolgdltatja a tobbcéld optimalizaldsi feladat valamelyik fajta efficiens meg-
olddsdt. Amennyiben a v; célértékekre bizonyos megkotéseket tesziink, akkor mar allithatjuk,
hogy az optimélis megoldés egyben valamelyik efficiens megoldést szolgdltatja.

Legyenek a v; célértékek az i-edik célfiiggvény szerinti legjobb, vagy esetleg anndl is jobb
értékek, azaz

v < min {£: (0}

A fenti v; célértékek hasznalata esetén a kozolt egycéli optimalizalédsi feladatokban az
abszolut érték jele elhagyhato és az abszolit értékes mennyiség helyett a f;(x)—v; nemnegativ
mennyiség frhato.

TETEL:

Ha a célértékekre fenndll, hogy v; < minges {f; (x)} minden ¢ indexre és minden s;
silyérték pozitiv, akkor az egycéli optimalizélasi feladat barmely optimélis megoldédsa

(i) az a) esetben a tobbceélu optimalizaldsi feladat gyenge efficiens megoldésa,

(ii) a b) és c) esetekben pedig Pareto-optimalis (er6s efficiens) megoldésa.

Bizonyités:

a) eset:

Legyen x* € S optimadlis megolddsa az egycéli optimalizaldsi feladatnak. Tegyiik fel,
hogy x* € S nem gyenge efficiens megoldds. Ekkor van olyan x € S, amelyre f;(x) < f;(x*)
minden ¢ = 1, ..., k indexre. Az s; sulyokra és a v; célértékekre fennall6 megkotések miatt

si(fi(x) —vi) < si(fi(x*) —vi)
is fenndll minden 7 indexre, igy az egycéli optimalizédlasi feladat célfiiggvényére irhatd, hogy

F(x) = max {s; (f; (x) —v;)} < max {s; (f; (x*) —v;)} = F(x)

1<i<k 1<i<k

ami pedig ellentmond azzal, hogy az x* € S optimalis (minim4lis) megoldds, igy x* € S
gyenge efficiens megoldas.
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b) eset:
Mivel a célértékekre vonatkozo feltétel miatt frhaté, hogy

k k k k

F(x) = ZSi |fi (%) = vi| = Zé‘i (fi (%) —vi) = Zsifi (x) — Zsivi;

i=1 =1 =1 =1

azaz az egycélu optimalizaldsi feladat célfiiggvénye konstans tagtdl eltekintve nem maés mint a
linedris kombindcioknal latott célfiiggvény. Ekkor pedig a kordbbi bizonyitds alapjan tudjuk,
hogy a tétel igaz.

c) eset:

Legyen x* € S optimadlis megolddsa az egycéli optimalizaldsi feladatnak. Tegyiik fel,
hogy x* nem Pareto-optimalis megoldds. Ekkor van olyan x € S, amelyre f;(x) < fi(x*)
minden i = 1, ..., k indexre, de legaldbb egy iy indexre f; (x) < fi,(x*). Ezen Osszefiiggések,
az s; sulyok pozitivitdsa és a v; célértékekre fenndll6 megkotések miatt frhatd, hogy

k
F(x) =Y si(fi(x) —0:)* =Y si(fi (x) = 0:)* + 550 (fiy (x) = 03)* <
i=1 i#i0
<3 s (i () = vi) + sy (fig (%) = 0iy)” <
ii0
< s (i () = 0)? A+ i (fig (X7) = 0i0)” = ) si (fi (x7) — 03)® = F(x7)
iio i=1

Ebbol pedig lathaté az ellentmondds, tehdt az x* egycélid optimélis megoldés Pareto-optimalis
megoldds. Q.e.d.

Hangsilyozzuk, hogy az egycélu optimalizaldsi feladatnak bérmilyen célérték esetén van
értelmes megolddsa (az eldirt célértékekhez valamilyen fiiggvény szerinti legkdzelebbi megol-
dés), de csak akkor garantdlhaté teljes bizonyossdggal, hogy ez egyben a tébbcéli optimali-
zélasi feladat valamilyen tipusu efficiens megolddsa, ha a célértékekre a v; < minges { fi (x)}
fennall.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogyan kell kezelni a fenti egycéli optimalizalési felada-
tokban az abszolit értékeket. Mindegyik esetben kiilon vizsgéljuk azokat az eseteket, amikor
a célértékekre igaz a v; < mingeg {f; (x)} feltétel, ill. amikor nem. Példdkat mutatunk be
azokra az esetre, amikor a megfeleld egycéli optimalizdlasi feladatok linedris programozési
feladatra vezetnek, vagyis abban az esetben, ha az f;(x) célfiiggvények linedrisak és az S
feltételi halmaz linedris egyenletrendszerrel, ill. egyenldtlenségrendszerrel adott. A kovetke-
zOkben bemutatandé megolddsi médszerek mindegyikében ugyanazt a feladatot hasznaljuk,
legyen ez a tobbcéli optimalizdlasi feladat a kovetkezo:

T+ x4
3[E1+2[E2§9
xlaxQEO

=CciX= 21+ 22y — max!
fo (x) = cox = 621 + 5x9 — max!
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Ahhoz, hogy a fentiekben szerepl célértékekre titmutatdst kapjunk, meg kell oldani az egyes
célfiiggvényekkel egy-egy linedris programozési feladatot. Ezek megolddsa a kovetkezo:

Az fi(x) célfiggvény esetén az optimadlis megoldds: z1 =0, 73 =4, f1(X)max = 8-

Az fy(x) célfiggvény esetén az optimadlis megoldéds: z1 = 1, x93 = 3, fo(X)max = 21.

A a) esetbeli egycéli optimalizilasi feladat vizsgdlata:
Az egycéld optimalizalési feladat:

X€ES
_ (%) — oY —min!
F(x) = max {si]; (x) ~ ]} —min

(al) Tekintsiik elészor azt az esetet, amikor a célértékekre a v; < mingeg { fi(x)} Osszefiiggés
fennall. Vezessiik be a z nemnegativ viltozot a célfiiggvényre, azaz legyen

z = max {s; (f;(x)—v;)}.

1<i<k

Ez azt jelenti, hogy az 1ij z véltozéra az aldbbi egyenlotlenségek dllnak fenn:
S (fz(x)_vl) éz (Zzlaak)

és ezt a z nemnegativ viltozot kell minimalizalni. A fentiek alapjdn tehdt az alabbi progra-
mozési feladathoz jutunk:

xesS
B —22<u (i=1,.k)

Si
2z — min!

Megjegyezés a maximum feladat kezeléséhez. A v; < mingeg {fi(x)} Osszefiiggés helyett
itt a v; = maxyes { fi(x)} Osszefiiggest kell alkalmazni és a bevezetett 1j feltétel a

fi(x) + éz

v
&
—~
~.
Il
—_
Ny
~—

alakra médosul. Ezek ellenérzését az olvaso egyszertien elvégezheti.

3. példa:

Vilasszuk az egyes célfiiggvények célértékeit a maximalis célfiiggvény értékekre, legyen
tehdt v, = 8, vy = 21. Az egyszeriiség kedvéért vilasszuk most a stlyokat 1-nek. Ekkor az
alabbi linedris programozési feladatot kell megoldanunk:

T1,T2,Z2 Z 0
2z — min!
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A linedris programozas megoldési médszereivel kapcsolatos ismereteink szerint minden olyan
LP feladat egyszeriien elindithaté dudl mddszerrel, amelynek feltételei kozott nincs egyen-
16ség és a célfiiggvény-egyiitthatok nemnegativak. A fenti LP feladat is ilyen, igy dual
modszerrel oldhjuk meg. Az aldbbiakban az indulé és az optimalis szimplex tablat kozoljiik:

1 I9 z us U1 Uy
w[1 1 0] 4 w [-1/2° 5/2 1/2 [ 17/2
u |3 2 0] 9 uy | -1/2 -1/2 1/2 | 1/2
us | -1 -2 -1| -8 x| 1/2 0 3/2 -1/2|1/2
ug | -6 -5 -1{-21 Z|-1/2 -7/2 -1/2|1/2

0 0 -1]0 12 -7/2 12 1)2

A linedris programozssi feladat optimalis megolddsa: z; = 0.5,20 = 3.5,z = 0.5. A TE-
TEL értelmében a tobbcéld optimalizdlasi feladat gyenge efficiens megolddsa: x; = 0.5, x5 =
3.5, fi(x) = 7.5, fo(x) = 20.5. Az x = (0.5,3.5) megoldds tehdt egyrészrél olyan, hogy a
hozzatartozé célfiiggvény értékek legfeljebb z = 0.5-el térnek el az eloirt célértékektol, mas-
részrol pedig olyan, hogy nem lehet az elso célfiiggvény értékét 7.5-nél, a masodik célfiiggvény
értékét pedig 20.5-nél nagyobb értékre javitani egyidejiileg.

(a2) Most pedig legyenek a célértékek olyanok, hogy a v; < mingeg {fi(x)} Osszefiig-
gés nem 4&ll fenn. Az elézdekhez hasonlé médon vezessiik be a z nemnegativ viltozét a
célfiiggvényre, ami azt jelenti, hogy az 1j 2z valtozéra az aldbbi egyenlotlenségek dllnak fenn:

S; |fi(X)_Ui‘ é z (Z = 17 7k)

és ezt a z nemnegativ valtozét kell minimalizdlni. A fenti egyenl6tlenségek ekvivalensek az

aldbbiakkal: 1 ]
——z2S filx)—v, S —2z (i=1,...,k)
s,

7 2

»

A megoldandé programozisi feladat a kovetkezo:

xeS
1 )
fi(x)_gzévi (2217'-'7k)
1
z — min!

Maximum feladat esetében is ugyanerre az optimalizalési feladathoz jutunk.

4. példa:
A célértékek legyenek vy = 7,v, = 20, vagyis a maximalis értéktol kisebbek. Az egy-
szerliség kedvéért itt is vdlasszuk a silyokat 1-nek. A fenti levezetésiink alapjén az aldabbi
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linedris programozasi feladatot kell megoldani:

T+ Ta < 4
31‘1+21‘2 é 9
1 +20—25 7
T+ 209 +22>2 T

6$1+5$2—Z§20
621 + dxo + 2 = 20
T1,%9,2 20
2z — min!

Az aldbbiakban az indulé és az optimalis szimplex tablat kozoljiikk. A megoldést szintén dual
modszerrel végezhetjiik.

r1 T2 z Uy Us z
w1l 1 0] 4 w [1/7 -1/7 0] 1/7
wl3 2 0|9 up | -3)7 -4)7T 1| 4/7
Us 1 2 -1 7 Us 1 0 -2 0
Ug -1 /| -7 T 5/7 2 -1 5/7
us | 6 5 -1 20 x| 6/7 -1)7 1 |22/7
ug | -6 -5 -11-20 ug | 0 1 2] 0

0 0 -1]0 0 0 -1, 0

A linedris programozasi feladat optimélis megolddsa: =7 = 5/7, xo0 = 22/7, 2 =0. A z=10
az jelenti, hogy a célfiiggvények mindegyike elérte a megadott célértéket. Mivel a v; célérté-
kekre nem teljesiil a megkotés, igy errél a megoldésrol nem éallithatjuk egyértelmiien, hogy a
tobbcéli optimalizélasi feladat gyenge efficiens megolddsa. Kénnyen meggyézodhetiink arrol,
hogy a fenti megoldés nem lehet gyenge efficiens megoldas, hiszen ha példaul az x = (0.8, 3.2)
lehetséges megolddst tekintjiik, amelyre fi(x) = 7.2, fo(x) = 20.8, vagyis mindegyik célfiigg-

vény értéke javult az x = (5/7,22/7) megoldédshoz tartozé fi(x) = 7, fo(x) = 20 célfiiggvény
értékekhez képest.

A Db) esetbeli egycélu optimalizalasi feladat vizsgdlata:
Az egycéli optimalizalési feladat:

XeES

k
F(x) = Z si |fi (x) — v;|—min!
i=1

(b1) Legyenek a célértékek olyanok, hogy a v; < minges {f; (x)} Osszefiiggés fennall.

Ebben az esetben, mint ahogy a bizonyitdsnal lattuk a linedris kombindciok mddszerére
vezetjiik vissza a feladatot.

5. példa:
Valasszuk az egyes célfiiggvények célértékeit a maximalis célfiiggvény értékekre. Igy a

célértékek vy = 8, vo = 21. Az elsd célfiiggvényt kétszer olyan sillyal vegyiik figyelembe,

mint a masodikat, vagyis legyen s; = 2, s; = 1. Ez esetben az egycéli optimalizdlési feladat
célfiiggvénye:

F(x) =2(8 — x1 — 2x3) + 1(21 — 621 — 5x2) = =81 — 922 + 37 — min!
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Az egycéli feladat tehat az aldbbi linedris programozasi feladatra vezet:

v+ 1254
3.7}1 + 2.132 é 9
1,09 20
8x1 + 9x5 — max!

A linedris programozasi feladat optimélis megoldasa: z; = 0, 2o = 4. A TETEL
értelmében a tobbcélu optimalizéldsi feladat Pareto-optimaélis (erds efficiens) megolddsa:
r1=0, 19 =4, fi(x) =8, fo(x) =20. Az x = (0,4) megoldés tehdt egyrészrol olyan, hogy
az elofrt célértékek és a megolddshoz tartozo célfiiggvény értékek kiilonbségeinek stlyozott
Osszege 1 (és nincs olyan megoldds, amelynél ennél kisebb lenne), mésrészrél pedig olyan,
hogy ha az egyik célfiiggvény értékét novelni akarndnk, akkor a mésik célfiiggvény értéke
biztosan csokken.

(b2) Legyenek most a célértékek olyanok, hogy a v; < mingegs {f; (x)} Osszefiiggés nem
all fenn. Ez sokkal bonyolultabb eset, mivel az egycéli optimalizalési feladat célfiiggvényé-
ben szereplé abszolit érték nem hagyhaté el, vagyis az f;(x) — v; mennyiségek az S feltételi
halmazon pozitivok és negativok is lehetnek. Ezt a kompromisszum programozasi feladatot
csak abban az esetben vizsgéljuk, ha az f;(x) célfiggvények linedrisak, azaz f;(x) = ¢,x és
az S feltételi halmaz konvex poliéder, vagyis linedris egyenletrendszerrel, ill. egyenlotlenség-
rendszerrel adott. A tobbcéli optimalizélasi feladat ekkor az aldbbi alaku:

Ax=Db
x>0

c; X — min! (i=1,..,k)
az ehhez tartozo egycéli optimalizdlési feladat pedig a kovetkezo:

Ax=Db
x>0
k

Z $i |e;x—v;| — min!
i=1

Az egycéli optimalizalasi feladat célfiiggvényében szerepld |c;x—v;| mennyiségekre vezessiink
be egy z; és egy z; nemnegativ viltozét attél fiiggben, hogy az abszoliit értéken beliili ¢;x—v;
mennyiség negativ vagy pozitiv, azaz ¢;x — v; = —z; , ha ¢;x —v; <0, ill. ¢;x —v; = 27, ha
c;ix —v; = 0, ami azt jelenti, hogy vagy a ¢;x —v; + 2; = 0, vagy a ¢;x — v; — 2z = 0 Ossze-
fiiggések érvényesek. Mivel a 2; és a 2" nemnegativ valtozék koziil csak egyik lehet pozitiv,

fgy az utébbi két osszefiiggés helyett a ¢;x — v; + 2; — z;7 = 0 is frhat6, az egycéld feladat

k
célfiiggvénye pedig a > s; (zz-_ + 2 ) alakban irhaté. Az egycélu optimalizalési feladat tehat
i=1
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az aldbbi linedris programozasi feladatra vezet:

Ax=Db
cx+2z —z2 = (i=1,..,k)
z 2 20 i=1,..k

x>0

si (27 + z")—min!

k
=1
A linedris programozési feladat megolddsa sordn olyan eset soha nem fordulhat eld, hogy
valamilyen i-re z; és z; is pozitiv lenne. Ez ugyanis azt jelentené, hogy mindketté bazisba
keriilne, ami lehetetlenség, hisz a feltételeket vizsgdlva ldthats, hogy a z; és z; ismeretlenek
egyiitthatévektorai linedrisan nem fiiggetlenek egymastdl (egyik a masiknak (—1)-szerese),
igy a ketto egyiitt a linedrisan fiiggetlen bézisba nem keriilhet.

Abban az esetben, ha a célértékek egy részére teljesiil a v; < mingegs {c;x} feltétel,
akkor természetesen ezeknél az indexeknél nincs sziikség a z; és 2;7 4] véltozok bevezetésére.
Tegyiik fel, hogy az elst k; darab célértékre nem teljesiil a v; < minges {f; (x)} feltétel, a

tobbire pedig teljesiil. Ekkor az aldbbi linedris programozasi feladatot kell megoldani:

Ax=Db
cix+z, — 2= (i=1,..k)
2,27 20 (i=1,...k)
x>0
k1 k
Z si(z +27) + Z s; (¢;x — v;)— min!
i=1 i=k1+1

Maximum feladatndl nincs valtozas, mivel z; ebben az esetben is azt jelenti, hogy a célftigg-
vényérték kisebb, mint a célérték, z;” pedig értelemszeriien azt, hogy nagyobb.

Megjegyezziik, hogy az abszolitérték kezelésének masik fajta moédszere is ismert. Vezes-
siink be most feltételenként csak egy 1j valtozoét, jelolje ezt a z; nemnegativ valtozd, amely
legyen olyan, hogy

lcix—v;| £ 2

a feltételi halmaz minden pontjéban. A fenti definicié szerint frhaté, hogy

—2 S Cx—v; = z;

k
amely két feltételnek felel meg. Az egycélu feladat célfiiggvénye pedig Y s;z; alakban frhato.
i=1
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Ebben az esetben az aldbbi linedris programozasi feladatot kell megoldani:

Ax=Db
cix — 2z Sy (1=1,...,k)
CiX+ 2z 2 (1=1,..,k)
2 20 (1=1,..,k)

x>0

k
E $;z;— min!
i=1

A két modszer kiilonbsége abban all, hogy az elsénél célfiiggvényenként két 1j valtozéval és
egy 1j feltétellel, mig a mésodikndl egy 1j véltozéval és két 1dj feltétellel boviil a feladat.

6. példa:

A v; célértékeket a maximalis értéktol kisebbre valasztjuk. Legyenek a célértékek: v, =
7.75, vy = 20.75. Az els6 mdédszer szerint az aldbbi linedris programozési feladathoz jutunk:

T1+ T < 4
3I1 + 2$2 é 9
T+ 220 + 27 — 2 = T7.75
621 + 2 + 25 — 2z =20.75

L1, T2, Zl_a Zf_a 22_7 Z;_ Z 0
2 (21 +2) + 25 + 2 — min!
Az aldbbiakban az indulé és az optimalis szimplex tablat kozoljiik. Vegyiik figyelembe, hogy
a z; és a z, valtozék azonnal bazisba hozhatok.

T ®y 2 2y w2y oz 2
up |1 1 0 0 4 x| 2 -1 1 0 ]0.25
us | 3 2 0 0 9 up | -4 1 -1 0 |0.75
2z |1 2 -1 0 | 775 x| -1 1 -1 0 |3.75
2z | 6 5 0 -1]20.75 2z | -7 1 -1 -1/ 05
8 9 4 -21 0 -7 -1 -3 2|05
A linedris programozési feladat optimélis megoldédsa: x; = 0.25,29 = 3.75,25, = 0.5. Az

x = (0.25,3.75) megoldds olyan, hogy az eldirt célértékek és a megoldédshoz tartozé célfiigg-
vény értékek kiilonbségei abszolit értékeinek silyozott 6sszege 0.5. Ez a megoldas van leg-
kozelebb a célértékekhez az eltérések abszolit értékeinek silyozott 6sszegét tekintve. Mivel
a v; célértékekre nem teljesiil a megkotés, igy errdl a megolddsrél nem &llithatjuk egyér-
telmiien, hogy a t6bbcéli optimalizalasi feladat Pareto-optimaélis (erés efficiens) megoldésa,
vagyis elképzelhet6 olyan lehetséges megoldds, amelyre az egyik célfiiggvény értéke javul, a
mésik pedig nem romlik az x = (0.25, 3.75) megoldashoz tartozé fi(x) = 7.75, fo(x) = 20.25
célfiiggvény értékekhez képest.

A c) esetbeli egycélu optimalizdlasi feladat vizsgdlata:
Az egycéli optimalizalési feladat:

XeES
k

F(x) = Z si (fi (x) — v;)* —min!

i=1
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A négyzetre emelés miatt nem kell kétfelé bontani a feladatot, attdl fiiggben, hogy a célérté-
kekre a v; < mingeg { fi (x)} Osszefiiggés fennall vagy sem. A maximum feladat is ugyanmigy
kezelhetd, mint a minimum feladat. Amennyiben az S feltételi halmaz konvex poliéder és a
célfiiggvények linedrisak, akkor kvadratikus programozasi feladatra vezet a probléma, mégpe-
dig az egycéli optimalizdlési feladat célfiiggvénye konvex kvadratikus fiiggvény lesz, amelyet
az aldbbiakban igazolunk.

Legyen a C € R**™ métrix olyan, amelynek sorvektorai az egyes célfiiggvényegyiitthatok,
legyenek a D € R™"™ diagonélis métrix diagondlis elemei az egyes silyok, célértékeket pedig
foglaljuk a v € R™ vektorba, ekkor az egycéli optimalizaldsi feladat célfiiggvénye matrix-
vektor jelolésekkel az aldbbi

K
F(x) = Z si(cx —v;)” = (Cx — v)'D(Cx — v) = x'(CTDC)x — 2(vI'DC)x + v Dv.
=1

A CTDC maétrix pozitiv szemidefinit, ami a konvexitést igazolja. A megoldandé kvadratikus
programozési feladat, kanonikus alakot feltételezve a kovetkezo

Ax=>b
x>0

1
—(vTDC)x+§xT(CTDC)x — min!
7. példa

Legyenek a célértékek a maximadlis értékek, azaz v, = 8, vy = 21 és a silyok s; = 2,
s9 = 1. A példdban a C, D matrix, ill. a v vektor az alabbi:

c-[82) oe[tt) +-[2)

A kvadratikus feladat célfiiggvényében szereplé métrix, ill. vektor a kiovetkezo:

T | 38 32 T -
CDC_{?)Z o7 | vDC =142 137 ].
A megoldandé kvadratikus probléma:
1+ T2 é 4
3.1’1 + 21’2 é 9
L1, T2 2 0

—14221 — 137z + (3822 4 68z125 + 3323) — min!

A feladatot a konvex kvadratikus programozasi feladatra kidolgozott criss-cross mdédszerrel
oldjuk meg. A mdédszerhez tartozé indulé tdblat és az optimélis tabldt az aldbbiakban

kozoljiik:

Yi Y2 T X2 Y1 Y2 T1 X
p[ 0 0 1 1 4 | -F 32 % —% ?
200 0 3 2 9 v2| =3 —3 3 —3|3
Ty | —1 —3 —38 —34| —142 n| -+ 1+ -1 12
Ty | —1 -2 —34 -33|-137 2| 3 -3 3 -3l
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A kvadratikus programozdsi feladat optimaélis megolddsa: z; = % ~ 0.33, 19 = % ~ 3.67. A
TETEL értelmében a tébbcéld optimalizalasi feladat Pareto-optimélis (er6s efficiens) meg-
olddsa: x1 = 3, 12 = &, f1(x) = £ = 7.67, fo(x) = § ~20.33. Az x = (3, &) megoldds
tehat egyrészrol olyan, hogy az eldirt célértékek és a megolddshoz tartozoé célfiiggvény értékek
kiilonbségeinek stlyozott négyzetosszege % (és nincs olyan megoldds, amelynél ennél kisebb
lenne), masrészrol pedig olyan, hogy ha az egyik célfiiggvény értékét novelni akarndnk, akkor

a masik célfiiggvény értéke biztosan csokken.

8. példa

Legyenek a célértékek a maximadlis értéktol kisebbek, vy = 7.75, vy = 20.75 és a stlyok
valtozatlanul s; = 2, s = 1. Ekkor a kvadratikus programozdsi feladat célfiiggvényében
csupdan a linedris tag valtozik, amely a kovetkezo:

v'DC =[ 140.00 134.75 |

A criss-cross médszerhez tartozoé indulé téabla és az optimalis tdbla az aldbbi:

Vi Y2 T ) Vi Y2 T1 T
[0 0 1 TR R A
B0 0 3 2 9 p| -2 b ik
r1| -1 -3 —-38 —-34 —140 T _% % _% % %
Ty | —1 —2 =34 33| —134.75 Lo % —% % —% %

A kvadratikus programozési feladat optimélis megolddsa: z; = % ~ 0.4167 ,zo = % ~
3.5833. Az x = (% ,%) megoldds olyan, hogy az eloirt célértékek és a megoldéshoz
tartozo célfiiggvény értékek kiilonbségeinek silyozott négyzetosszege %. Ez a megoldéds van
legkozelebb a célértékekhez az eltérések négyzetének silyozott tsszegét tekintve. Mivel a v,
célértékekre nem teljesiil a megkotés, igy errdl a megolddsrél nem éallithatjuk egyértelmiien,
hogy a tobbcéli optimalizéldsi feladat Pareto-optimélis (erds efficiens) megolddsa, vagyis
elképzelheto olyan lehetséges megoldds, amelyre az egyik célfiiggvény értéke javul, a masik

pedig nem romlik az x = (322 , 130) megolddshoz tartozé fi(x) = ZP ~ 7.5833, fo(x) =
% ~ 20.4167 célfiiggvény értékekhez képest.

3.4. Egyéb megoldasi mdédszerek

Az aldbbiakban az eddig felsoroltakon kiviil néhdny megolddsi médszert ismertetiink. Ezekre
kiilon nem oldunk meg feladatot, mivel az eléz6ekkel szoros kapcsolatban vannak, igy az el6z6
pontokban ismertetett médszerek megértése utan az olvasé konnytiszerrel kezelni tudja ezeket
a megoldasi médszereket is.

3.4.1. Norma alkalmazasa

A kompromisszum programozdsi médszernél haromféle megoldési médot mutattunk be. Ezek
dltaldnositdsaként az [, normédt a kdvetkezoképpen definidljdk

1
p

P,(x) = (Z si | fi (x) — Uz"p) )
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ahol p = 1. Kénnyen meggy6zddhetiink arrél, hogy az ismertetett a) eset a p = 0o, a b) eset
ap=1¢ésac) eset pedig a p = 2 vilasztdsnak felel meg. Az [, normédt vélasztva az egycélud
optimalizalasi feladat célfiiggvényének, akkor az aldbbi kapcsolat mondhaté ki az egycéli
optimalizalasi feladat és a tobbcéli optimalizaldsi feladatkozott.

TETEL:
Ha a célértékekre fenndll, hogy v; < minges {fi (x)} minden i indexre és minden s;
stlyérték pozitiv, akkor az

reS

1
P

P, (x) = (Z si | fi (x) — Ui|p) — min!

egycéli optimalizaldsi feladat barmely optimélis megoldédsa
(i) a p = oo esetben a tobbcélu optimalizélési feladat gyenge efficiens megoldésa,
(i) p = 1 esetekben pedig Pareto-optimélis (erds efficiens) megolddsa.

3.4.2. Monoton fiiggvény alkalmazasa

Tekintsiink a H (y1,y2, - - ., yx) valos fiiggvényt, amelynek segitségével az aldbbi médon ha-
tarozzuk meg az egycélu optimalizdldsi feladat célfiiggvényét

F(X) = H(fl(x)7f2(x)7 ce ,fk<X)>

TETEL:

(i) Haa H(y1, 9o, - .., yx) fliggvény minden véltozdjaban szigorian monoton novekvé, ak-
kor az egycélu optimalizédlasi feladat barmely optimalis megolddsa a tobbcéli optimalizalasi
feladat Pareto-optimaélis (erds efficiens) megold4sa.

(ii) Ha a H(y1,y2, - .., yx) fiiggvény minden véltozéjdban monoton névekvo, de legalabb
egy véltozéjdban szigorian monoton névekvo, akkor az egycéli optimalizéldsi feladat bar-
mely optimaélis megolddsa a tobbcéld optimalizaldsi feladat gyenge efficiens megolddsa.

A tétel bizonyitdsa hasonléan végezhetd, mint ahogy azt kordbban tettiik. Tulajdonkép-
pen elegend6 lett volna ennek az egy tételnek a bizonyitdsa, mivel az ismertetett médszerek
erre vezethetok vissza.

Ez a H fiiggvény a linedris kombindcick médszerénél H( f1(x), fo(X), ..., fx(X)) =D sifi (x).
A H fiiggvény tehdt egy linedris fiiggvény, amely minden valtozéjaban akkor szigortian mo-
noton névekvo, ha minden s; > 0, igy ott Pareto optimalis megolddst ad az egycéli feladat
optimadlis megolddsa.

A korlatok médszerénél H(f1(x), fo(x),..., fx(X)) = fm (X), azaz csak az m-edik valto-
zéban érvényes a szigori monoton novekedés, igy ott gyenge efficiens megolddst szolgaltat
az egycéli feladat optimadlis megolddsa.

A [, norma alkalmazdsandl pedig akkor beszélhetiink szigori monoton novekedésrdl, ha
v; £ mingegs { fi(x)}, igy ekkor kapunk Pareto optimalis megoldést.
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3.4.3. Legrosszabb célel6iras

Az eléz6 fejezetben megismert kompromisszum programozési médszer alapotletét hasznélva,
ugy is okoskodhatunk, hogy a tobbcéli optimalizaldsi feladat olyan megolddsét keressiik,
amely egy elore megadott vy, vs, ..., v, célfiiggvényértéktol a lehetd legnagyobb mértékben
tér el. Az eltérés mérésére a kompromisszum programozasnédl megismert mértékeket szoktdk
haszndlni. Természetesen itt is haszndlhatunk silyozdst az eltérések figyelembevételénél. Az
egycéli optimalizaldsi feladat:

xeS
® (s; (fi (x) —v;)) — max!

ahol a @ fiiggvény a kompromisszum programozasnél megismert a), b) és c) esetbeli fiiggvé-
nyek valamelyikét jeloli, azzal a kiilonbséggel, hogy a ¢) esetben minimumképzésrol van szo.
Az aldbbiakban bizonyitds nélkiil ismertetjiik a feladatra vonatkozo tételt.

TETEL:

Ha a célértékekre fennall, hogy v; 2 maxyecs {c;x} minden i-re és minden s; silyérték
pozitiv, akkor az egycéli optimalizéldsi feladat barmely optimélis megoldésa

— az a) esetben a tobbcélu optimalizdlési feladat gyenge efficiens megoldasa,

—a b) és c) esetekben pedig Pareto-optimalis (erés efficiens) megoldésa.

3.4.4. Megvalésitasi fok szerinti optimalizalas

Az el6z6 fejezetekben megismert célfiiggvény-megvaldsitési fok segitségével olyan médon is
kereshetjiik a tobbcéli optimalizalési feladat megolddsat, hogy a legrosszabb megvalésitasi
fok is minél jobb legyen, azaz az aldbbi optimalizdlasi feladatot kell megoldanunk:

xeSsS

max {9: (x)} — min!

Az olvas6 kénnyen meggy6zédhet arrdl, hogy ez tulajdonképpen a kompromisszum megolddsi
modszer ¢) esete a v; = m; = mingegs {fi(x)} ésaz s; = M,-imi vélasztas mellett. Igy az el6z6
TETEL értelmében a fenti egycéli optimalizalasi feladat optimalis megolddsa a tobbcéld
optimalizdldsi feladat gyenge efficiens megoldésa.

Maximum feladat esetén a megvalésitasi fok minél kisebb anndl rosszabb, igy a feladat:

xesS

i ) !
élz‘l;k {gi (x)} — max!



