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1. Vektorok
1.1. A vektor fogalma

A vektor legrovidebb megfogalmazasa: a vektor egy rendezett szam n-es. BOvebben
kifejtve a vektor tehat egy olyan matematikai objektum, amely » db valds szdmbol all és
fontos a szamok sorrendje is.

Pé¢ldaul: a=(4, 7, 3); b=(45, -12, 2, -6, 78). A vektor elemeit a vektor komponenseinek,
koordinatainak nevezziik és zarojelbe tessziik. Az a vektor 3 elemili, mas széval 3-
dimenziés, a b vektor pedig 5-dimenzios vektor. A vektor jelolésére a félkovéren irt latin
kisbetiiket hasznaljuk: a, b, ..., X, y,..., stb. A vektor elemeit a vektor jelolésére hasznalt,
nem félkdvéren irt dolt kisbetiivel jeldljiik és alsdindexbe irjuk az elem sorszamat: a=(a;,
a,...,a,). Az n-dimenzids vektorok 0sszességét R"-el jeloljik. Az acR" jeloléssel jelezziik,
hogy az a matematikai objektum n-dimenzios vektor.

A vektor elemeit vagy sorba vagy oszlopba rendezve irjuk fel. Zarojelként hasznalhatunk
kerek vagy szogletes zardjelet is. Példaul sorvektorként az a=(a,, a»,...,a,) vagy az a=[a,,
a,...,a,] vagy oszlopvektorként az

al al

a2 a2
a=| . vagy az a=

an an

jelolés is hasznalhat6. Nyilvanvald, hogy a sorvektorként vagy oszlopvektorként valo felirds
ugyanazokat az informaciokat tartalmazzak, hiszen a szdmok €s azok sorrendje megegyezik
mindkét jelolésnél. A matrixok ismertetésénél fogjuk majd megérteni a két jelolés kozotti
kiilonséget. Ott majd latjuk, hogy meg is kiilonboztetjiik 6ket egy jeloléssel.

A vektorok kozott harom specidlis vektort ismertetiink. Mindegyik dimenzidban

értelmezziik ezeket a specidlis vektorokat.

Zérusvektor: 0=(0, 0, 0, ..., 0). A zérusvektor minden eleme zérus.

(")sszegz(ivektor: 1=(1, 1, 1, ..., 1). Az 6sszegzdvektor minden eleme 1.

Egységvektor: Az n-dimenzios vektorok kozott n darab egységvektor van. Az elsd
egységvektorndl az 1. elem az 1-es, a masodiknal a 2. elem az 1-es stb.
¢és a tobbi elem zérus, azaz

e =(1,0,0,..,0,0),
e=(0,1,0,..,0,0),

e,=(0,0,0,..,0, 1)

Maga a vektor elnevezés geometriai értelmezésbdl szarmazik. A szam 2-eseket és a szam 3-
asokat a sikon ill. a térben irdnyitott egyenes szakaszként abrazolhatjuk. Ha a sik egy A
pontjabol a B pontjaba elmozdulunk, akkor ezt egy vektorral (szdm 2-essel) leirhatjuk. A
vektor elsd eleme a vizszinte tengely irdnyaba, a masodik eleme pedig a fiiggdleges tengely
iranyaba torténd elmozdulast jelenti. A 3-dimenzids vektorok is hasonloan értelmezhetok. A

AN on

vektor sz0 latin eredetli és eredeti jelentései "szallitd", "hordozo", "utas", pontosabban azzal



kapcsolatos, hogy valakit vagy valamit egyik helyr6l a masikba széllitanak. A haromnal
nagyobb dimenzioji vektoroknak mar nem adhatunk geometriai szemléletet, de a
tobbdimenzios esetben is gyakran haszndlunk geometriai fogalmakat, mivel a sikbeli és a
térbeli vektorok sok tulajdonsaga atviheté a magasabb dimenzioba. (Pl. az ortogonalités,
mas szoval merdlegesség).

Az a,beR" vektorokat egyenlének mondjuk (jelben a=b), ha a vektoroknak az azonos
sorszamu komponenseik megegyeznek, azaz a; = b;, minden i=1,2,...,n esetén.
Az a,beR" vektorok ko6zott az a < b nagysagrendi relacié akkor all fenn, ha a vektoroknak
az azonos sorszdmu komponenseire fenndll a < relacio, azaz a; < b;, minden i=1,2,...,n
esetén. Hasonloan értelmezziik az a <b, a > b, a > b nagysagrendi relaciokat.

1.2. Miiveletek vektorokkal

Két olyan miiveletet fogunk értelmezni a vektorokkal, amelyek eredménye is vektor, ezek a
milveletek az dsszeadas ¢€s a skalarral valo szorzas. Késobb olyan miiveletet is definialunk,
amelynek eredménye nem vektor, hanem egy skalar szam lesz. Ezt a fontos miiveletet
skalaris szorzasnak nevezziik.

1.2.1. Osszeadas

Csak azonos dimenzidju vektorok dsszeadasat értelmezziik.
Legyen a=(a,, as,...,a,) és b=(b, ba,...,b,) két vektor.
Az a+b vektor alatt az alabbi vektort értjiik:

a+tb = (a1+b1, a2+b2, cees a,,+b,,).

Az 6sszegvektor elemei tehat az azonos sorszami komponensek Osszege.

Két vektor kiilonbségét az Osszeadas alapjan konnyen értelmezhetjiik. Az a és b vektor
kiilonbségén azt a ¢ vektort értjik, amelyre az a = b+c Osszefiiggés all fenn, a
kolonbségvektort a—b-vel jeloljik. Az a-b vektor elemeit az azonos sorszami
komponensek megfeleld sorrendben vett kiilonbsége adja, képletben

a-b= (LZ]—b], az—bz, cees a,,—b,,).

Példa:
Legyen a=(5, 2) és b=(2, 4), ekkor az dsszegvektor:
atb=(5,2)+(2,4)=(5+2,2+4)=(7, 6),
a kiilonbségvektor:
ab=(52)-2,4)=(52,2-4)=(3, -2).

A két R*-beli vektor Gsszeadasat és kivonasat geometriai ton is tudjuk szemléltetni. Az a
¢s b vektorok altal meghatarozott paralelogramma egyik atloja adja az a+b Osszegvektort,
az a-b kiilonbségvektort pedig a masik 4tlo adja, mégpedig ugy, hogy a kiilonbségvektor a
b vektor végpontjabol az a vektor végpontjaba mutat. Ezt szemlélteti az alabbi abra.



1.2.2. Skalarral valé szorzas
Legyen A egy skalar szam. A La vektor alatt az alabbi vektort értjiik:

7\,21:(7\4(11 . 7\4(12,---, kan)a

tehat skalarral ugy szorzunk egy vektort, hogy minden elemét beszorozzuk a skalarral.

Példa:
Legyen a=(3, 2) és A=2, akkor
Aa=2-(3,2)=(2-3,22)=(6, 4),

ha A= - 0.5, akkor

Aa=-0.5-(3, 2) =(-0.5-3, -0.5-2) = (-1.5, -1).
A skalarral valoé szorzasnak szintén adhatunk geometriai szemléletet. Az eredményvektor
hatasvonala az a vektoréval azonos. Ha A>0, akkor az eredményvektor irdnya a iranyaval
azonos, ha A<0, akkor az eredményvektor iranya a iranyaval ellentétes. Ha |l|>1, akkor

nyQjtasrol, ha O<|l| <1, akkor zsugoritasrol beszéliink. Ezeket mutatja az alabbi abra.
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Példa:
Tekintsiik a kovetkezd egyszerti példat, amelynek megoldasat a fenti vektormiiveletekkel
adhatjuk meg. Egy vallalat 4 alkatrészt gyart. Legyen egy adott év elsd félévében a gyartasi



volumen alkatrészenként rendre 250, 320, 180, 60; a masodik félévben pedig rendre 320,

440, 200, 50 darab.

a) Mennyit termelt a vallalat éves szinten az egyes termékekbd1?

b) A vallalat a kovetkezd év masodik félévében az el6z0 év masodik félévi termelését
mindegyik termékbdl 20 %-kal meg akarja ndvelni. Mennyi lesz a kovetkezd év masodik
félévében a termelés termékenként?

Megoldas:
Foglaljuk a két félév termelését egy a €s egy b vektorba. Az els6 félév termelését igy az

a=(250, 320, 180, 60),
a masodik félévét pedig a

b=(320, 440, 200, 50)
vektorral irhatjuk le. A keresett mennyiségeket a megismert miiveletekkel egyszertien
szamithatjuk:

a)  atb =(250+320, 320+440, 180+200, 60+50)=(570, 760, 380, 110),
b)  1.2b=(1.2:320, 1.2-440, 1.2:200, 1.2-50)=(384, 528, 240, 60).

Példa:
A vektorok Osszeaddsanak és skalarral valo szorzésdnak tulajdonsagai az alabbiak:
Legyenek a, b, ¢ tetszéleges n-dimenzids vektorok; A, u tetszdleges valds szamok. Ekkor

atb=b+a kommutativ
(a+b)+c=a+(b+c) asszociativ
at0=a létezik zéruselem
a+(-a)=0 létezik inverzelem

(A+p)a=Aa+pua  skalar disztributiv
A(a+b)=Aa+Ab vektor disztributiv
Alua)=(An)a skalar asszociativ
la=a létezik skalar egységelem

Megjegyezziik, hogy azokat a matematikai objektumokat, amelyekben az Gsszeadas és a
skalarral valé szorzas a fenti 8 tulajdonsaggal rendelkezik, linearis térnek nevezziik. Mivel a
vektorok ezeket kielégitik, ezért a vektortér elnevezést is szokds haszndlni. Mas
matematikai objektumok is kielégitik ezeket a tulajdonsagokat, tobbek k6zott a matrixok €s
egy adott intervallumban folytonos fiiggvények is.

1.3. Linearis kombinacio

A fentebb definidlt két miivelet segitségével a linearis algebra legfontosabb alapfogalmat a
linearis kombinaciot az alabbiak szerint definialjuk.

Legyenek a,, a,, ..., a, azonos dimenzidju (pl. m-dimenzids) vektorok és legyenek A4, A,, ...,
M. skalarok. A

Aa+ha+...+A, a, vagy rovidebben irva z A a,

i=l1



vektort az a,, a,, ..., a, vektorok A, Ay, ..., A, skalarokkal vett linedris kombinacidjanak
nevezziik.

Példa:
Legyen a;, a,, a;eR’ vektorok. Az aldbbi abra szemlélteti a harom vektor linearis
kombinacigjat. Az eredményvektort a vektorok alkotta sokszog adja.

Asas \

as

Példa:

A vallalat a kovetkezO évi termelését termékenként az elso félévben 10 %-kal, a masodik
félévben pedig (ahogy mar emlitettiik) 20 %-kal kivanja ndvelni. Mennyi lesz a vallalat
kovetkezd évi termelése termékenként?

Vegyiik észre, hogy itt az 1.1a+1.2b vektort kell kiszdmitani, amely az egyes félévek
termelési vektoranak a novekményre vett linedris kombinacioja:

1.1a+1.2b = (275, 352, 198, 66)+ (384, 528, 240, 60)= (659, 880, 438, 126).

1.4. Skalaris szorzas

Csak azonos dimenzidji vektorok skalaris szorzatat értelmezziik. Két vektor skalaris
szorzatan egy skalar szamot kapunk, amelyet az aldbbiakban definidlunk:

n
ab= a1'b1 + az'bz + ...+ an-anZai 'bi .
i=1

Az a‘b skararis szorzatot tehdt ugy kapjuk, hogy az azonos indexli vektorelemeket
Osszeszorozzuk €s a szorzatokat dsszeadjuk.

Az a és b vektorok merdlegesek egymasra (ortogonalisak), ha a skaléris szorzatuk zérus,
azaz a-b=0. Javasoljuk az olvasonak, hogy ellendrizze ezt az allitast két R*-beli vektor
esetében.

Példa:
Az el6z6 példa 4 termékének eladési arai legyenek rendre 2, 3, 4, 5. Mennyi a véllalat elsé
félévi arbevétele, ha a megtermelt termékeket a fenti egységaron el is adta?



Jelolje p vektor az egységar vektort: p=(2, 3, 4, 5). Ekkor az arbevételt egy skalaris
szorzassal hatdrozhatjuk meg:

p-a=2-250 + 3-320 + 4-180 + 5-60 = 2480.

A vektorok skalaris szorzasanak tulajdonsagai:
a-b=b-a kommutativ
(at+b)-c=a-ctb-c disztributiv
(Aa)-b=A(a-b) skalar asszociativ

a-a>0 = (egyenld) akkor és csak akkor, ha a=0



2. Matrixok

2.1. A matrix fogalma

A matrix legrovidebb megfogalmazasa: a matrix egy szam mxn-es. BOvebben kifejtve a
matrix egy olyan matematikai objektum, melyben a valds szamok m szami sorban €s n
szamu oszlopban vannak elrendezve.

A matrix a latin matricula sz6bol szdrmazik, amely anyakonyvet jelent. Az elnevezés arra
utal, hogy az anyakonyvbeli adatokhoz hasonloan a matrixndl is a szdmok sorokban és
oszlopokban vannak elrendezve.

A matrix jelolésére a félkovéren irt latin nagybetiiket hasznaljuk: A, B, ..., stb. A matrix
elemeit a vektor jelolésére hasznalt, nem félkdvéren irt dolt kisbetlivel jeloljik és
alsoindexbe irjuk az elem helyét meghatarozo sor- €s oszlopszdmot. Az a;; elem az A matrix
i-edik soranak j-edik elemét jelenti. Tehat az elsé helyen 4ll6 index a sorindex, a masodik
az oszlopindex. Az AcR"™ jeloléssel jelezziik, hogy az A matematikai objektum mxn
méretli matrix. Szokasos szohasznalat a méretre, hogy az A matrix rendje mxn.

A konnyebb t4jékozodas miatt célszerli az alabbiakban a kovetkezd megallapodassal €lni: A
matrix sorainak szamat m, az oszlopainak szamat n, az elem sorindexét i, az oszlopindexét
pedig j jeloli. Etté] természetesen eltérhetiink.

Egy m sorbol és n oszlopbol allo A matrix elemeit kerek vagy szogletes zardjelbe szoktuk
irni az aldbbi moédon

al] a]2 aln al] a]2 aln
a a a a a a
21 22 2 21 22 2
A= : Ul vagy A= ; 2n
aml am2 amn aml am2 amn

A matrixot - féleg a miiveletek elvégzésének megkonnyitése érdekében - az alabbi sémaval
szoktuk abrazolni, vagyis egy téglalapba irjuk az elemeket, de ekkor nem irjuk elé¢je az A=
jelet, legfeljebb egy nyillal jeloljiik, hogy melyik matrix séméajardl van szo.

ai [23¥) LZ]j A,
ail apn a;; Ain | < A
aml am2 Apj Amn

A matrix felfoghato Ggy is, mint m darab egymas ala irt n-dimenzios vektor Osszessége, de
ugy is felfoghatd, mint » darab egymas mellé irt m-dimenzids vektor Osszessége. A sorba irt
vektorokat a matrix sorvektorainak, az oszlopba irt vektorokat pedig a matrix
oszlopvektorainak nevezziik. Az i-edik sorvektort a”, a j-edik oszlopvektort pedig a
szimb6lummal jeloljiik, ezt mutatja az alabbi séma:



Tehat az A matrixot felirhatjuk az aldbbi két modon is:

a(l)

a®
A=| | vagy A:[a] a, ... an]

a™m

Sémaval torténo abrazolas esetén:

ah

a®

vagy a a ... a,

a™

Egy A matrix sorainak ¢€s oszlopainak felcserélésével kapott matrixot az A matrix
transzponaltjanak neveziink és A’-vel jeloljiik.

A sorok ¢€s oszlopok szdmara nincs megkotés, csak véges természetes szdmok legyenek.

Ha m=1, azaz a matrix egyetlen sorbdl all, akkor a matrixot sorvektornak tekinthetjiik.

Ha n=1, azaz a matrix egyetlen oszlopbol all, akkor a matrixot oszlopvektornak
tekinthetjiik. Itt tapasztalhatjuk a sorvektor és az oszlopvektor megkiilonboztetést.

2.2. Miiveletek matrixokkal

A vektorokra megismert Osszeadas és skaldrral valod szorzas hasonld a matrixok esetében is.
Ahogy a vektoroknal mar lattuk, a matrixok esetében is nagyon fontos jelentdésége van a
miiveletben szerepld objektumok méretének.

2.2.1. Osszeadas

Csak akkor értelmezziikk, ha a két matrix azonos rendii (méretll), azaz sor- és
oszlopméretiik azonos. Az A+B matrix szamitasanal a megfeleld indexii elemeket Ossze
kell adni.

2.2.2. Skalarral valo szorzas

A AA matrix szamitdsanal a matrix minden egyes elemét meg kell szorozni A-val.
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Konnyti belatni, hogy a matrixokra vonatkozé 6sszeadas €s a skalarral vald szorzas miivelet
kielégiti a vektoroknal ismertetett 8 tulajdonsagot, igy az azonos rendii (méretii) matrixok is
linearis teret (vektorteret) alkotnak.

2.2.3. Matrixok szorzasa

Az A matrix és a B matrix A‘B szorzatmatrixdn azt a C matrixot értjiik, amely i-edik
soranak j-edik elemét az alabbi moédon szadmitjuk ki:

_ ol
c;=a -bj

azaz az A matrix i-edik sorvektorat (a” vektort) skalarisan megszorozzuk a B matrix j-
edik oszlopvektoraval (b; vektorral), akkor az eredménymatrix i-edik sordnak j-edik elemét
kapjuk.

A matrixszorzas csak akkor végezhetd el, ha a definicioban szerepld skalaris szorzas
elvégezhetd, ez pedig azt koveteli meg, hogy a matrixszorzas (A-B) miiveletében az elsd
helyen szerepld A matrix oszlopainak a szama megegyezzen a masodik helyen szereplo B
matrix sorainak szamaval. Ezt az egyezdséget gy szoktdk mondani, hogy az A ¢és B
matrixok konformabilisak. Az eredménymatrix sormérete az A matrix sorméretével, az
oszlopmérete pedig a B matrix oszlopméretével egyezik meg.

A matrixszorzas tulajdonsagai:

AB = BA nem kommutativ
(AB)C=A(BC) asszociativ
AB+C)=AB+AC disztributiv
(B+C)A=BA+CA disztributiv
(AA)B = A(AB) skalar asszociativ
AE=EA =E

A matrixszorzas azért sem lehet altaldban kommutativ, mert a méretek nem megfeleloek, pl.
AcR’™ BeR’™. Ha esetleg el is végezheté a BA forditott sorrendbeli szorzas (pl. AcR’™,
BeR"™), akkor nem biztos, hogy az eredménymatrix (ABeR’*) azonos rendii az BA
matrix-szal (BAcR’™). Két nxn-es matrix (pl. A,BeR’*) esetén nincs probléma sem az
elvégezhetdséggel sem a méretekkel, de a két matrix elemei altaldban nem azonosak.

A matrixszorzas asszociativitasa lehetove teszi a tetszdleges zarojelezhetoséget.
Megjegyezziik, hogy masféle matrixszorzas is elképzelhetd, példaul a Hadamard szorzas,
amelynél c¢; = a;b;. Hasonloan az dsszeadashoz, ekkor a két matrixnak azonos méretiinek
kell lenni és a kommutativitas is érvényes.

Példa:

Legyen adott két matrix, az AeR’™ és a BeR*** matrixok. Hatarozzuk meg a C = A‘B
szorzatmatrixot!
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1
2 2
3
4
0 2
1 -1
A miivelet elvégezhetd, mivel az A matrix oszlopmérete megegyezik a B matrix
sorméretével, azaz a két matrix konformabilis, amit az alabbiak szerint szemléltetiink:

(3x4)(4x2)—dm (3% 2)
——
Szamitsuk ki az eredménymatrix c;; elemét: az A matrix masodik soraban lévo sorvektort
kell megszorozni skaldrisan a B matrix els6 oszlopaban 1€vé oszlopvektorral. Ezt az
alabbiakban szemléltetjiik. Az egyszeris€g miatt csak a c¢;; elem szdmitasahoz sziikséges
szamokat tilintettiik fel, félkovéren szedve. A skalaris szorzas eredménye, azaz c;; = 3-1 +
1'3+(-1)4+2:1=3+3-4+2=4

C=A-B=3 1 -1 2|

— R )

Az eredménymatrix tobbi elemét is hasonld modon szamitjuk ki, amelyet az olvasé is
ellendrizhet.

1
2 2 4 0 3 24 12
C=AB=|3 1 -1 2| 4 =4 5
02 1 -1 9 6
I -1

Képzeljiik el, hogy nagyobb méretlick a matrixok, ekkor a skalaris szorzasban szerepld
elemek ,,0sszepdrositdsa” nem olyan egyszerti. Célszerli ezért a matrixszorzast az alabbi
sémaban felrajzolni és ekkor vilagosan latszanak a méretviszonyok €s a miivelet is sokkal
szemléletesebben végezhetd el. Legyen az A matrix m x k méretli, a B matrix & x n méretii.
Készitsiink a miivelet elvégzéséhez olyan sémat, amelyben a B matrix sémdjat ne az A
matrix sémdja mellé, hanem felcsisztatva irjuk fel. Szemléletesen latszik, hogy a
matrixszorzas muvelete csak akkor végezheto el, ha az A matrix felett €s a B matrix melletti
teriilet négyzet (k x k) alaki. Az A matrix mellett és a B matrix alatti teriilet pontosan a C
szorzatmatrix helyét (m x n) jeloli ki. Ezt a sémat, amelyet Falk-sémanak neveziink, az
alabbi dbra mutatja.

A — a’ ci «— C=AB
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Az A matrix i-edik sorvektorat (a”) igy konnyebben 6ssze lehet szorozni skalarisan a B
matrix j-edik oszlopvektoraval (b)), a skalaris szorzas eredményét (c;) pedig az i-edik sor és
a j-edik oszlop metszéspontjaba kell irni.

Végezziik el a fenti példdban szerepld matrixszorzast a Falk-séma segitségével. Az alabbi
abréban c;; elem szamitasat szeml€ltettiik.

¢ — — — — — «— |1 2
T+
) . — — — «— «—| 3 2
) T+ —B
) ) . — «— «—| 4 1
R S S
t1 t el
N S S
2 2 4 0 24 12
A— |3 1 -1 2 4 5 — C=AB
0 2 1 -1 9 6

A szamitas menete a kovetkez6: ¢;; =21 +23+44+0-1=2+6+16+0=24.

Példa:
Az el6z8 példaban szerepld AcR’™ és BeR?™? matrixokkal végezziik el a BA szorzast!

Koénnyen meggydzddhetiink rola, hogy a miivelet nem végezhetd el, mert a két matrix nem
konformabilis, ugyanis (4x2)(3x4). Elvégezhetd viszont a B'A” szorzas, hiszen
—_—

#

eredmény

(2x4)(4x3)———>(2x3).

A szorzas eredménye:

BTAT:1341-
2 21 -1

3
12| [24 49
1 1] |12 5 6]

2 -1

S DD

Amennyiben konnyebbnek érzi az olvasd a Falk-sémaval valdé szamitast, javasoljuk, hogy
végezze el a miiveletet annak segitségével is.

Ne lepddjiink meg a miivelet eredményén, igaz ugyanis a kovetkezo:
(AB)" =B’A’,

azaz egy szorzatmatrix transzpondltja megegyezik a tényez0 matrixok transzponaltjainak
szorzataval, de forditott sorrendben.
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2.2.3. Specialis matrixszorzasok

Ebben a pontban kiilon targyaljuk a fontossdguk miatt azokat az eseteket, amikor a
szorzasban szerepld matrixok egyetlen sorral €s/vagy egyetlen oszloppal rendelkeznek.

2.2.3.1. Sorvektor és oszlopvektor szorzasa (skaldris szorzas)

Legyen az AB matrixszorzasban az elsé helyen 1év6 matrix olyan, amelynek egyetlen sora
van. Mint emlitettiik ezt sorvektornak tekinthetjiik. Legyen tovabba a masodik helyen 1¢vo
matrix olyan, amelynek egyetlen oszlopa van. Ezt pedig oszlopvektornak tekinthetjiik.
Ebben a szorzasban egy sorvektort és egy oszlopvektort kell skalarisan 0sszeszorozni a
megfeleld sorrendben. A miivelet akkor végezhetd el, ha a két vektor azonos méretii, azaz

eredmény

(Ixn)(nx])———="—(1x1)
——

Az eredmény egy 1x1-es matrix, amely valojaban egyetlen szam. Ha jobban megfigyeljiik,
akkor azt tapasztaljuk, hogy ez a szorzas a vektorok kérében megismert skalaris szorzédsnak
felel meg. A vektorok targyalasanal nem tettiink kolonbséget a sorvektor €s az oszlopvektor
kozott. Itt azonban kiilonbséget kell tenniink. Altalaban egy vektoron mindig oszlopvektort
értiink, ha ugy tetszik egyetlen oszlopbdl all6 matrixot értiink. A sorvektort pedig egyetlen
sorbol all6 matrixnak tekintjiik. A sorvektort tehat az oszlopvektor transzponaltjaként
tekintjiik. Az a oszlopvektornak megfelelé sorvektort igy a’ jeloléssel illetjiik. Eszerint két
vektor skalaris szorzatat matrixszorzatos felirasban az a’b modon jeloljiik. A jelolésekre
keésdbb visszatériink.

Példa:
Legyenek adottak az a, beR’ vektorok. Szamitsuk ki az ab vagy matrixszorzatos jeloléssel
az a'b skaléris szorzatot!

3 5
a=|2|, b=|1]|
4 2
A miivelet elvégezhetd, mivel a két vektor azonos méretii. Az eredmény:
5
ab=a’b=[3, 2, 4]1|=3-5+2-1+4-2=25.
2

A miivelet attekinthetObben is elvégezhetd, ha mindegyik vektort oszlopként abrazoljuk,
mert igy az azonos sorszamu elemeket konnyebben megtalaljuk.

2.2.3.2. Oszlopvektor és sorvektor szorzdasa (diadikus szorzds)

Legyen az AB matrixszorzasban az elsé helyen 1évé matrix olyan, amelynek egyetlen
oszlopa van. Legyen tovabba a masodik helyen 1év0 matrix olyan, amelynek egyetlen sora
van. Ebben a szorzasban egy oszlopvektort és egy sorvektort kell 6sszeszorozni a megfeleld
sorrendben. A mivelet elvégezhetdségének nincs méretbeli korlatja. Az m dimenzids
oszlopvektor és az n-dimenzids sorvektor szorzata egy m xn méretli matrix lesz, azaz
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(mx1)(1x n) —=8 5 (% )
——
A miivelet jelolése pedig ab’. Az eredménymétrix elemei: ¢; =a; b;. A vektoroknak ezt a
fajta szorzasat diadikus szorzasnak nevezziik. Sok szerz6 nem haszndlja transzponalas jelét,
0k a diadikus szorzasra kiilon jelet hasznalnak, nevezeten az acb jelolést. A jelolésekre
keésdbb visszatériink.

Példa:

Legyenek adottak az acR’, beR’ vektorok. Szamitsuk ki az acb vagy matrixszorzatos
jeloléssel az ab” diadikus szorzatot!

a=|3]|, b=

Az ab” miivelet a vektorok méretétd] fiiggetleniil minden esetben elvégezhetd, az eredmény
egy matrix, amely 3 X4 méretli. Az eredmény:

4 8 —4 12 16
aocb=ab’ =|3|[2 -1 3 4]=|6 -3 9 12|
2 4 -2 6 8

Ugy gondoljuk, hogy ezt a miiveletet célszeriibb a Falk-séma segitségével elvégezni. {gy
konnyebben ellendrizhetd az is, hogyan szamithatok az eredménymatrix sorvektorai, ill.
oszlopvektorai.

|2 -1 3 4] <n

4 8 -4 12 16
a—|3 9 12 | <« ab”
2 4 2 6 8

(@)
1
(98]

Az ab’ diadikus szorzat elemenkénti szamitasa helyett célszerli soronként vagy
oszloponként szdmolni. Kdnnyen ellendrizhetd, hogy az eredménymatrix i-edik sorvektora
a b vektor a; szammal valdé szorzasaként, j-edik oszlopvektora pedig az a vektor b;
szammal vald szorzasaként adodnak.

2.2.3.3. Matrix és oszlopvektor szorzdsa (vektorral valo jobbrol szorzds)

Legyen az AB matrixszorzadsban a masodik helyen 1€vé matrix olyan, amelynek egyetlen
oszlopa van. Jelolje az oszlopvektort az x vektor.

A matrixok szorzasadnak definiciojabol kovetkezik, hogy az Ax miivelet csak akkor
értelmezett, ha az A matrix oszlopmérete €s az x vektor mérete megegyezik, az
eredményvektor mérete pedig az A matrix sorméretével azonos. Legyen AeR"™, ekkor
sziikségszerlien xeR", azaz

(mxnl(gxl)m—)(mxl)
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cypey

amelynek elemeit az A matrix egyes sorvektorainak ¢és az x vektornak a skaldris
szorzataként nyerjiik, azaz
M

a(m)x

Vizsgaljuk meg részletesebben az Ax szorzas eredményeként adodo vektort, a kovetkezot
tapasztaljuk.

- _
S,
JJ
ax =

Az utolsé képletben szerepld szummaban az A matrix j-edik oszlopvektora szerepel, ebbol
pedig azt olvashatjuk ki, hogy az Ax vektor nem mas, mint az A matrix oszlopvektorainak
az x vektor elemeire vett linedris kombinacioja, azaz

Ax=xa +x,a,+...+x,a .

A matrix és a vektor szorzisanak a linedris kombinacioval valé meghatdrozasat nagyon
sokszor hasznaljuk a gyakorlatban.

Osszefoglalva tehat egy matrixnak egy vektorral vald jobbrél szorzasaként (Ax) olyan
vektort kapunk, amely az alabbi két médon is szamithato:
- az eredményvektor a matrix oszlopvektorainak a vektor elemeire vett linearis
kombinacidja,
- az eredményvektor elemei a matrix sorvektorainak ¢és a vektornak a skalaris
Szorzata.

Példa:
Legyen adott az AcR’* matrix és az xeR’ vektor. Szamitsuk ki az Ax vektort!

31
A=|1 5 2 -1]|, X =
2 40 3

Az Ax milvelet elvégezhetd a méretek miatt, az eredményvektor 3 dimenzios lesz.
2
2 4 27
-1 =|-1].

3
Ax=|1 2 3
2 0 3 12
4

A o =
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A fenti miivelet Falk-sémaval egyszeriibben elvégezhetd, igy is elvégezziik a miiveletet.
2
-1 | «x
3
4

—_—
\S)

27
-1 | «— Ax
12

A—| 1
2 4

(el \)
1
—_

Matrix-vektor szorzasi miivelet elvégzésénél a Falk-sématol eltérd sémaval is dolgozhatunk.
Ekkor a vektort a matrix folé rajzoljuk fel az alabbi modon.

x—> |2 -1 3 4|

1 2 4 27
A— |1 -1 | «— Ax
2 4 0 3 12

\O]
1
—

Ebben a sémaban még szemléletesebb a miiveletvégzes.

Az elemenkénti szdmolasnal a matrix sorvektorait kell a felette 1évé vektorral skalarisan
szorozni, igy az 6sszeszorzando tényezok konnyebben megtalalhatok.

A lineédris kombindcioval torténd szamolas is szemléletesebb, mert az oszlopvektorok
linearis kombinaciojat kell venni és a linearis kombindcidban szerepld szdmok az
oszlopvektor f616tt vannak.

3 1 2 4 6 -1 6 16 27
AX=2-|1 [+ (=1):|5[+3-|2|+4:| -1 |=|2|+|-5|+|6|+]|-4|=|-1].
2 4 0 3 4 -4 0 12 12

2.2.3.4. Sorvektor és matrix szorzdasa (vektorral valo balrol szorzds)

Legyen az AB matrixszorzasban az elsé helyen 1év6 matrix olyan, amelynek egyetlen sora
van. Jelolje a sorvektort az y vektor.
A matrixok szorzasadnak definiciojabol kovetkezik, hogy az yA mivelet csak akkor
értelmezett, ha az A matrix sormérete €és az y vektor mérete megegyezik, az
eredményvektor mérete pedig az A matrix oszlopméretével azonos. Legyen AeR"™", ekkor
sziikségszerlien yeR", azaz

(Ix m)(m x n) —=20_5(1x p)

——

A matrixszorzas definiciojabol adddik, hogy az yA miivelet eredménye olyan vektor,
amelynek elemeit az A matrix egyes oszlopvektorainak és az y vektornak a skalaris
szorzataként nyerjiik, azaz
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yA=[ya, ya, .. yal

Vizsgaljuk meg részletesebben az yA szorzas eredményeként adodo vektort, a kovetkezot
tapasztaljuk.

yA:|:zyiail zyiaiZ zyiain:|:zyi[ail ayp ... ain]'
il i1 = P

Az utolso képletben szerepld szummaban az A matrix i-edik sorvektora szerepel, ebbdl
pedig azt olvashatjuk ki, hogy az yA vektor nem mas, mint az A matrix sorvektorainak az y
vektor elemeire vett linedris kombinacidja, azaz

yA=ya” +ya® +. . +y a™.

A vektor és a matrix szorzasdnak a linearis kombindcioval valé meghatarozasat szintén
nagyon sokszor hasznaljuk gyakorlatban.

Osszefoglalva tehdt egy matrixnak egy vektorral vald balrél szorzisaként (yA) olyan
vektort kapunk, amely az alabbi két mddon is szamithato:
- az eredményvektor a matrix sorvektorainak a vektor elemeire vett linearis
kombinacidja,
- az eredményvektor elemei a matrix oszlopvektorainak és a vektornak a skalaris
Szorzata.

Példa:
Legyenek adott az AcR’** matrix és az yeR’ vektor. Szamitsuk ki az yA vektort!
31 2 4 4

5 2 -1|, y=|-2|

A=|1
2 40 3 1

Az yA miivelet elvégezhetd a méretek miatt, az eredményvektor 3 dimenzios lesz.

31 2 4
yA=[4 -2 1|1 5 2 -1|=[12 -2 4 21].
2 40 3

A fenti miivelet Falk-sémaval egyszeriibben elvégezhetd, igy is elvégezziik a miiveletet.

3 I 2
1 2 -1 |« A
2 4 0

yo |4 2 1|12 2 4 21]<—yA

Vektor-matrix szorzasi miivelet elvégzésénél a Falk-sématol eltérd sémaval is dolgozhatunk.
Ekkor a vektort a matrix bal oldalara rajzoljuk fel az alabbi modon.
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\S)

y— | -2 1 1 ]—A

1 2 4 0

(12 2 4 21]|«yA

VA=4-3 1 2 4)+(2)-(1 5 2 -1)+1-3 4 0 3)=
=(16 4 8 16)+(-2 -10 -4 2)+(2 4 0 3)=(12 -2 4 21)

A miiveletvégzés itt is szemléletesebb.

Az elemenkénti szamolasnal a matrix oszlopvektorait kell a mellette 1évé vektorral
skalarisan szorozni, igy az 0sszeszorzando tényezok konnyebben megtalalhatok.

A linearis kombinacioval torténd szamolas is szemléletesebb, mert a sorvektorok linearis
kombinacigjat kell venni és a linearis kombinicidban szerepld szamok a sorvektor elott
vannak.

Megjegvyzés:
A matrix-vektor ill. a vektor-matrix szorzas, mint emlitettiik, sokszor elofordul a
gyakorlatban, ezért k6zoljiik a miiveletek fobb tulajdonségait:

Ax+y) = Ax+Ay | (y+z2) A= yA+zA
A(Mx) = MAX) (AY)A = MyA)
y(Ax) = (yA)x
Ezek a tulajdonsagok egyszertien kiolvashatok a matrixszorzas tulajdonsagaibol. Az utolso

tulajdonsag miatt a zarojelezés el is hagyhatd, az eredmény egy skalar szam, ami irhato
egyszerlien az yAx alakban is.

Példa:
Legyen adott az el6z6 két példa matrixa és két vektora. Szdmitsuk ki az yAx szamértéket!

Célszerli a szamitashoz az alabbi sémat hasznalni, amely a miivelet elvégezhetOségét is
szemléletesen mutatja.

|2 -1 3 4]<x

4 31 2
y— | -2 2 | —A
1 2 4 0

[E—

A szamitast 0gy végezziikk, hogy végigmegylink a matrix elemein ¢és az elemeket
megszorozzuk a sorban, illetve az oszlopban 1év6 vektorelemekkel, azaz

m

YAX=D D yax;.

i=1 j=1
A szamitas eredménye: yAx =4-3-2 + 4-1-(-1) +...+ 1-3-4 = 122.
Javasoljuk az olvasdnak a miivelet elvégzését az (yA)x és az y(Ax), azaz két vektor skalaris
szorzatanak alakjaban is.
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Megallapodas:
A sorvektor €s az oszlopvektor szorzasat bemutato részben irtunk el6szor a sorvektor és az

oszlopvektor megkiilonboztetésérdl. A sorvektort transzponalassal jeloltiik. Két vektor
skalaris szorzatara bevezettiik az a’b matrixszorzatos jelolést, ennek ellenére hasznaltuk az
ab jelolést is. Az oszlopvektor és a sorvektor szorzasit bemutatd részben, a diadikus
szorzasnal az ab’ matrixszorzatos jelolést hasznaltuk, ennek ellenére az ab jelolést is
hasznaltuk. SOt a sorvektor €s matrix szorzasat bemutatd részben sz6 volt sorvektorrol (y),
de nem hasznaltuk a transzponalas jelét.

Olyan szorzasi miiveletekben, ahol csak két vektor, ill. csak egy vektor €s egy matrix
szerepel, elhagyhatd a transzponalas jele, de ezt a megallapodast illik ko6zolni. Ezek a
miveletek fordulnak elé ugyanis a leggyakrabban kiilonb6zé gyakorlati problémak
targyalasdban. Mi is kozoljiik a jelolésbeli megallapodast, tehat:
- két vektor skalaris szorzasat az ab vektorszorzatos szimbolummal jel6ljiik az a’b
matrixszorzatos felirds helyett,
- egy matrix és egy vektor szorzasanal
- a matrixnak a vektorral balrél valdo szorzdsat az yA vektorszorzatos
szimbolummal jeldljiik az y'A métrixszorzatos feliras helyett,
- a matrixnak a vektorral jobbrol valé szorzdsit az Ax vektorszorzatos
szimbolummmal jeloljiik, ami azonos Ax matrixszorzatos felirassal,
- az yAx vektorszorzatos jelolést hasznaljuk az y'(Ax) és az azonos eredményt ado
(yA)'x matrixszorzatos feliras helyett.

A alabbiakban megprobalom megvilagitani a vektorszorzatos jel6lésmod problematikajat.
Az Ax vektor €s az y vektor skalaris szorzasat kétféleképpen is irhatjuk:

- vektorszorzatos irdsmod: (AX)y vagy y(Ax), a kommutativitds miatt,

- matrixszorzatos irasmod: (Ax)'y vagy y'(Ax), szintén a kommutativitas miatt.

A (Ax)y tipusu vektorszorzatos irdsmodnal vigyazni kell az asszociativitas hasznalatara, itt
a zarojelezés nem hasznalhat6. Nem irhato, hogy A(xy). Az (Ax)'y matrixszorzatos
frasmodnal fel sem meriilhet a masfajta zardjelezés. Irhaté azonban, hogy (x’A")y. Itt mar
zardjelezhetiink.

Tehat bonyolultabb matrix-vektoros miiveleteknél nem lehet eltérni a matrixszorzatos
jeloléstdl. Mi sem tériink el ettol.

Miért haszndljuk mégis a vektorszorzatos irdsmodot néhany specialis esetben? Ezek a
specidlis esetek a kovetkezOk: két vektor skalaris szorzata (Xy), matrix és vektor jobbrol ill.
balr6l szorzéasa (Ax, yA), matrix €és vektor szorzasa balrol és jobbrol (yAx). Ennek egyik
okarol (gyakori el6fordulas) mar irtunk, a masik ok a kdvetkezd:

A tapasztalat szerint nagyon sok (féleg kdzgazdasagtani) konyvben megtalalhat6 a fent leirt
jelolésmod. Kevesebben hasznaljak viszont két vektor diadikus szorzasanal az achb
szimbolumot az ab’ matrixszorzatos feliras helyett. Ezt mi sem hasznaljuk, a diadikus
szorzasnal megmaradunk a matrixszorzatos irasmod mellett.

Mivel e segédletet foleg kdzgazdasz hallgatok haszndljak, ezért tartottam célszerlinek az
eltérést a matrixszorzatos irasmodtol, helyette a vektorszorzatos format hasznalom.

Még néhany szo6t szolnunk kell arrdl, hogy a matrixok sorvektorainak jel6lésére miért nem
hasznaljuk a transzponalas jelét. Az i-edik sorvektor jelolésére mi az a® szimbolumot
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hasznaljuk. Ha az a] jelolést hasznalnank, akkor ez nem lenne egyértelmii, hiszen

gondolhatnank az a; oszlopvektor transzponaltjara is, ezért szokasos az a' jelolés. A
megallapodasunkat tehat kiegészitjiik azzal, hogy a matrix sorvektorait az a szimbolummal
jeloljiik, itt sem hasznéaljuk a transzponalast, a kihangsulyozas miatt hasznaljuk a felsd
indexben a zarojelet.

A matrixmiiveletek gyakorlasara oldjuk meg az alabbi példat. A példa arra is szolgal, hogy
bonyolult képlettel leirt miiveletnél mindenképpen a matrixszorzatos felirast kell hasznélni.

Példa:
Legyen adott az AcR’™ és a BeR"*? matrix, valamint az acR’ és beR’ vektor. Hatarozzuk
meg az AA'ab’B miivelet eredményét!

2

1
A=|1 3|, B= , a=|0| b=
2

2
1
3 .
3
0
1

—_— N O =
N = = W

A miivelet elvégezhetd, mert a sziikséges csatlakozdsok érvényesek, ugyanis
(3x2)(2x3)Bx1)(1x4)(4x2)—=dméy_5 (3% D).
- = =
Mivel a matrixszorzads mivelete asszociativ, igy barhogyan zardjelezhetd a kiszdmitandod
kifejezés. A miivelet eredménye az alabbi. A szadmitast lépésekben, balrdl jobbra haladassal
végeztiik. El6szor az AA”, majd az (AA")a, stb. miiveleteket végeztiik el.

13
1 2 2 108 144

. 112 0 1
AATab'B=|1 3| 0-0-[2131]-2 L= |44 192}
2 0 [ | L7129

A miiveletvégzést Falk-sémaval sokkal egyszeriibb elvégezni, kisebb a tévesztési lehetdség
¢s sokkal kevesebbet kell irni.

1 3

2 0 1

1 1 2 0 2 1

0 12 1 3 1| 1 2
1 2 5 7 2 12 24 12 36 12 108 144
1 3 7 10 2 16 32 16 48 16 144 192
2 0 2 2 4 8 16 8 24 8 7296

A séma jobb alsé sarkabol olvashato ki az AA’ab’B miivelet eredményét add matrix.
Javasoljuk az olvasénak, hogy végezze el az (AA")(ab")B és az A(A"a)(b'B) formaban is a
milveletet.
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2.2.4. A matrixszorzas tovabbi szamitasi modszerei

Legyenek adottak az AcR"™™* és a BeR"" matrixok.

Legyenek az A matrix oszlopvektorai a,, a,, ---, a, ; sorvektorai a’, a®?,..., a",
Legyenek a B matrix oszlopvektorai b,, b, ---, b_; sorvektorai b"’, b ..., b® .
Legyenek a C=AB szorzatmatrix elemei c;;, az oszlopvektorai ¢,, ¢,,---, ¢,; sorvektorai
¢V, ¢® e ¢t

Az aladbbiakban tUjra elemezziikk a matrixszorzast, az itt levezetésre keriild szamitasi
moddszerek is gyakran eldfordulnak a gyakorlati feladatokban..
Osszefoglalva megmutatjuk a tovabbi szamitdsi modszereket, mindegyik szamitdsi mod

cyey

mélyebb atgondolasat. Célszerti a Falk-sémat is hasznalni.

2.2.4.1. A szorzatmadtrix egy-egy elemének meghatdarozasa (ez a definicio)

Az AB matrixszorzas definicioja szerint az eredménymatrix egy-egy elemét egy-egy skalaris
szorzassal szamitjuk ki, képletben

k
NG
c;=a’b, = Zaz-pbpj’
p=l1

megismételve, tehat az elsé helyen all6 matrix sorvektorat skalarisan szorozzuk a masodik
helyen 4ll6 matrix oszlopvektoraval.

2.2.4.2. A szorzatmadtrix egy-egy oszlopvektoranak meghatdarozasa

Az AB szorzatmatrix egy adott oszlopanak elemeit (pl. a j-edik oszlopot) ugy hatarozzuk
meg, hogy az A matrix sorvektorait skaldrisan rendre megszorozzuk a B matrix j-edik
oszlopvektoraval. Ez, a val6jaban mar megismert, matrix és oszlopvektor szorzdsnak felel
meg, igy ¢; = Ab,, az eredménymatrix maga pedig az alabbiak szerint irhato:

C=AB=[Ab, Ab, --- Ab,].

A matrix €és vektor szorzéasanak linearis kombinacioval valdé megfogalmazasabdl az is
megallapithato, hogy a szorzatmatrix j-edik oszlopvektora az A matrix oszlopvektorainak
a b; oszlopvektor elemeire vett linearis kombinacioja, azaz

¢, =b,a +ba,+...+h,a,.

2.2.4.3. A szorzatmadtrix egy-egy sorvektoranak meghatdarozasa

Az AB szorzatmatrix egy adott sordnak elemeit (pl. az i-edik sort) Ggy hatdrozzuk meg,
hogy az A matrix i-edik sorvektorat skalarisan rendre megszorozzuk a B matrix
oszlopvektoraival. Ez, a val6jdban mar megismert, sorvektor €s matrix szorzasnak felel

meg, igy ¢’ =a"’B, az eredménymatrix maga pedig az aldbbiak szerint irhato:
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a’B
©)
a”’B
C=AB=| .
a(m)B
A vektor és matrix szorzdsanak linearis kombinacioval vald6 megfogalmazasabol az is

megallapithato, hogy a szorzatmatrix i-edik sorvektora a B matrix sorvektorainak az a"
sorvektor elemeire vett linedris kombinacioja, azaz

¢ =ab”+a,b?+...+a,b".

2.2.4.4. A szorzatmadtrix meghatdarozasa diadikus szorzatok osszegeként

crer

egy elemét egy-egy skalaris szorzassal szamitjuk ki, képletben

pp

k
_ o) _
c; =a"b, —Za.b
p=l1

Ismert, hogy ha az A matrix p-edik oszlopvektorat diadikusan megszorozzuk az B matrix
p-edik sorvektoraval, akkor olyan matrixot kapunk, amelynek ij eleme az alabbi

ab?”) =ab
(a,p)

i ippi*
Ezt behelyettesitve a fenti c; képletbe, kapjuk, hogy

¢, =2 (),

k
=1

P

amelybdl a C eredménymatrix azonnal adodik:
k
C=AB=)ab",
p=1

vagyis a C eredménymatrix a A matrix indexben azonos oszlopvektoranak ¢s a B matrix
indexben azonos sorvektoranak diadikus szorzatabol adddd matrixok Osszege. Az
Osszefliggésekben a diadikus szorzést az apb(”) szimb6lummal jeloltiik, nem hasznaltuk, sem
a matrixszorzatos, sem a vektorszorzatos jeldlést, mivel matrixnak a vektorair6l volt szo6 és
azok indexelésébdl lathatd, hogy oszlopvektort szorzunk sorvektorral.

2.2.5. Matrix hatvanyozasa

Ha egy A matrix sorainak és oszlopainak szdma megegyezik (négyzetes matrix), akkor
elvégezhetd az AA miivelet, amelyet a matrix négyzetének neveziink és A’-el jeldliink.
Hasonl6an értelmezhetd az A®, A?, stb. hatvany is, altalanosan

A"=AA-A (A n-szer ismétlddik tényezoként).

Az AA--A hatvanymiivelet a matrixszorzas asszociativitdsa miatt barhogyan zarojelezhetd.
Igaz példaul, hogy A’ = A*A° = A’A’A*,
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Példa:
Legyen adott az Ac R’ matrix. Szamitsuk ki az A* hatvanyt!

31 2

A=|1 0 2|

210
Az A* miivelet elvégezheté a méretek miatt, az eredménymatrix rendje 3 lesz. A miiveletet
1épésekben végezziik el, elészor az A> = AA, majd az A’ = A’A, végiil pedig az A* = A’A
szamitasa kovetkezik.

31 243 1 23 1 23 1 2 287 101 170
A*=AAAA=|1 0 2|1 0 2|1 0 2|1 0 2(=|133 48 74|
2 1 0f2 1 0f|2 1 0|2 1 O 154 53 96

A fenti miivelet a Falk-sémaval egyszeriibben elvégezhetd, igy is elvégezziik a miiveletet.

31 2 31 2 3 1 2
1 2 1 2 1 2
2 1 0 2 1 0 2 1 0
1 2 14 5 8 63 22 38 287 101 170
1 0 2 7 3 2 286 9 20 133 48 74 | — A*
2 1 0 7 2 6 35 13 18 154 53 96

A Falk-sémanak megfeleld modon leirjuk kétszer az A matrixot, felkésziilve az AA
szorzasra. Ennek elvégzése utan felirjuk az A matrixot, felkésziilve az A’A szorzésra,
Hasonloan végezziik az A’A szorzast is. Igy az also részen a masodik matrix az A®, a
harmadik métrix az A’, az utolsd6 matrix pedig a keresett A* matrix. A Falk-séma
segitségével sokkal kevesebb irdssal végezhetd el a miivelet.

Az asszociativ tulajdonsagot felhasznalva, az A* = A’A’> miiveletvégzéssel hamarabb
eredményhez jutunk, ezt mutatja az alabbi szamolas.

14 5 8
7 3 2
7 2 6
14 5 8 287 101 170
7 3 2 133 48 74 — A*
7 2 6 154 53 96

2.3. Specialis matrixok

2.3.1. Négyzetes matrix

Az A matrix négyzetes vagy mas szoval kvadratikus, ha sorainak és oszlopainak szama
megegyezik. Az A n x n-es négyzetes matrix rendje n. Egy négyzetes matrix a;; €s a,y
elemeit 6sszekotd ,,vonalat” a matrix féatlojanak nevezziik. A foatlobeli elemeket tehat
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azok a matrixelemek alkotjak, amelyeknek sor- €s oszlopindexe azonos. Az a;, €s a,;
elemeit 0sszekotd ,,vonalat” pedig a matrix mellékatlojanak nevezziik.

2.3.2. Szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrix

Egy négyzetes matrix szimmetrikus, ha a; = a;, azaz a f64atlora szimmetrikusan
elhelyezkedd elemek azonosak.
Egy négyzetes matrix ferdén szimmetrikus, ha a; = - a;, azaz a foatlora szimmetrikusan

elhelyezkedd elemek ellenkezd eldjeliiek, de abszolut értékiik azonos.
Matrixjeloléssel megfogalmazva a fentieket: az AcR"™" matrix szimmetrikus, ha A=A",
ferdén szimmetrikus, ha A= -A”.

2.3.3. Egységmatrix

Az egységmatrix olyan négyzetes matrix, amelynek a fo4tlojaban 1-es, a tobbi helyen pedig
zérus all. Az egységmatrix sorai €s oszlopai is egységvektorok ugy, hogy az 1. sorvektor €s
az 1. oszlopvektor az elsd egységvektor, a 2. sorvektor €s a 2. oszlopvektor a masodik
egységvektor, stb. Jele: E vagy 1.

Példa:
Egy 4x4-es egységmatrix az alabbi:

S O O =
S O = O
S = O O
- o O O

2.3.4. Inverzmatrix

Az egységmatrixhoz kapcsolodoan definialjuk az inverz matrixot. Az A négyzetes matrix
inverz matrixan (vagy roviden inverzén) azt az X négyzetes matrixot értjiik, amelyre

AX=XA-=E,

ahol E az egységmatrix. Az A matrix inverzének jelolésére szokas az A jelolést hasznalni.
A matrix inverze a skalar szdm inverzével (reciprokaval) analog modon van definialva,
ugyanis egy a szam inverze az az x szam, amelyre ax=1, tehat x=a"'=1/a. A matrixok
korében azonban az X=E/A nem irhato, mivel az osztas nincs értelmezve.
Részletesebben is megvizsgaljuk az inverzmatrixot.
- Tudjuk, hogy az AX matrix oszloponkénti szadmitdsa az alabbi, ahol x; az
inverzmatrix j-edik oszlopvektora:

AX =[Ax, Ax, - Ax,].

Az E=AX definiciobol irhato, hogy e=Ax;, ami a linearis kombinacioval
megfogalmazva a kovetkezéképpen irhato:

e, =AX; =x,a,+xa,+...+x,a,.
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Ez utobbibol kiolvashatjuk, hogy az inverzmatrix oszlopainak elemei arra adnak
valaszt, hogy az A matrix oszlopvektorainak milyen linearis kombinécioja allitja eld
az egységvektorokat.

- Tudjuk, hogy az XA matrix soronkénti szamitasa az alabbi, ahol x az inverzmatrix
i-edik sorvektora:

xVA

x?A
XA=| ¥

x"A
Az E=XA definiciobol irhatd, hogy e=x”A, ami a linearis kombinacioval
megfogalmazva a kdvetkezo:
e, =x,a”+x,a%+ . +xa".
Ez utébbibdl kiolvashatjuk, hogy az inverzmatrix sorainak elemei arra adnak
valaszt, hogy az A matrix sorvektorainak milyen linedris kombinacidja allitja eld az
egységvektorokat.

Az inverzmatrix meghatarozasat e segédletben nem ismertetjiik, csupan megmutatjuk a
2x2-es matrix inverzének egyszeri meghatarozasat:

a b » 1 d -b
A= S AT =
c d ad —bc|—c a

Az inverzmatrix helyességének megallapitasat az olvasora bizzuk. Ha az inverzmatrixot az

AoV
w2z

formaban keresi €s a definiciot hasznalja az olvaso, akkor megtapasztalhatja, hogy az
inverzmatrix elemeit két darab kétismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldéasa
szolgaltatja.

2.3.5. Permutacio matrix

A permutacid matrix olyan négyzetes matrix, amelynek minden sordban és oszlopaban
pontosan egy darab 1-es all, a tobbi elem zérus. Tehat a sorai és oszlopai is egységvektorok,
de fontos, hogy ezek egymastdl kiilonbozdek, igy minden sorban és minden oszlopban
pontosan egy darab 1-es van.

Példa:
Egy 4x4-es permutacié matrix az alabbi:

P=

S = O O
oS o o =
- o O O
S O = O

26



2.3.6. Diagonalis matrix

A diagonalis matrix olyan négyzetes matrix, amelynek diagonalis (féatloban 1év0) elemein
kiviili elemet zérusok.

Példa:
Egy 4x4-es diagonalis matrix az alabbi:
50 0 O
03 0 O
D=
0 0 -2 0
0 0 0 7

A diagonalis matrixot vektor segitségével is meg lehet adni ugy, hogy a vektor elemei a
diagonalis matrix elemei. A példabeli D matrixot a d=(5, 3, -2, 7) vektorral is megadhatjuk.
A diagonalis matrixot ekkor a <d> szimbolummal jeloljiik, azaz D=<d>.

2.4. Miiveletek specialis vektorokkal és matrixokkal

A kovetkezokben megvizsgaljuk a specidlis elemekkel valé miiveletek eredményét. A
miveletekben szerepld vektorok ¢és matrixok méretét olyannak tekintjiik, amilyen a miivelet
elvégzéséhez sziikséges, azaz konformabilisnek. Az alabbi allitdisok mindegyike a miiveletek
definiciojabol nyilvanvalo.

2.4.1. Egységvektorral valo szorzas

a) Ha egy vektort skalarisan az i-edik egységvektorral szorozzuk, akkor a vektor i-edik
koordinatajat kapjuk, azaz ae;= e;a= a;.

b) Ha egy matrixot a j-edik egységvektorral jobbrél szorzunk, akkor a matrix j-edik
oszlopvektorat kapjuk, azaz Ae;= a,. Az Ae; vektor az A matrix oszlopvektorainak
az e; egységvektorral vett linedris kombinacioja, a linearis kombinacidoban pedig csak a
j-edik tag nem zérus.

c) Ha egy matrixot az i-edik egységvektorral balrél szorzunk, akkor a matrix i-edik
sorvektorat kapjuk, azaz e,A = a”. Az e;A vektor az A matrix sorvektorainak az e;
egységvektorral vett linearis kombinacidja, a linearis kombinacidoban pedig csak az i-
edik tag nem zérus.

d) Ha egy matrixot az i-edik egységvektorral balrdl és j-edik egységvektorral jobbrdl

szorzunk, akkor a matrix a; elemét kapjuk, azaz e;Ae;= a;;.

2.4.2. Osszegzovektorral valo szorzas

a) Ha egy vektort skaldrisan az &sszegzdvektorral szorzunk (x1=1x), akkor a vektor
elemeinek Osszegét kapjuk.

b) Ha egy matrixot az 6sszegzdvektorral jobbrdl szorzunk (A1), akkor a matrix minden
sordra a sorban 1évo elemek Gsszegét kapjuk. Az Al vektor elemei a sorvektorok
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osszegzOvektorral vald skalaris szorzatai, igy Al vektor elemei a sorvektorok
elemeinek Osszege.

c) Ha egy matrixot az 6sszegzdvektorral balrél szorzunk (1A), akkor a matrix minden
oszlopara az oszlopban Iévé elemek Osszegét kapjuk. Az 1A vektor elemei az
oszlopvektorok Osszegzdvektorral valo skalaris szorzatai, igy 1A vektor elemei a
oszlopvektorok elemeinek Gsszege.

d) Ha egy matrixot az dsszegzOvektorral balrdl is és jobbrdl is szorzunk (1A1), akkor a
matrix elemeinek osszegét kapjuk.

2.4.3. Egységmatrix-szal valo szorzas

Ha egy vektort ill. egy matrixot az egységmatrix-szal szorzunk, akér jobbrol, akér
balrol, az eredeti vektort ill. matrixot kapjuk, azaz Ex=x, yE=y, AE=A, EB=B.

2.4.4. Permutacio matrix-szal valo szorzas

a) Ha egy vektort a permutdci6 matrix-szal szorzunk yP alakban, akkor a szorzas az y
vektor elemeinek sorrendjét cseréli fel. Az elemek 0j helyét a permuticid méatrix
oszlopvektorainak, mint egységvektoroknak a sorrendje hatarozza meg. Az yP
vektor j-edik eleme yp,. Ha p=e;, akkor a j-edik elem yp~=ye;=yx.

Pé¢ldaul a fenti P permutacio matrix esetén yP = (33, y1, va, 12).

b) Ha egy vektort a permutacié matrix-szal szorzunk Px alakban, akkor a szorzés az x
vektor elemeinek sorrendjét cseréli fel. Az elemek 0j helyét a permuticid matrix
sorvektorainak, mint egységvektoroknak a sorrendje hatarozza meg. A Px vektor i-
edik eleme p”x. Ha p“=e;, akkor p”x=e,x=x;.

Pé¢ldaul a fenti P permutacio matrix esetén Px = (x;, x4, X1, X3).

c) Ha egy matrixot a permutacidé matrix-szal szorzunk AP alakban, akkor a szorzas az A
matrix oszlopvektorainak sorrendjét cseréli fel. Az oszlopvektorok 1j helyét a
permutaci6 matrix oszlopvektorainak, mint egységvektoroknak a sorrendje
hatarozza meg. Az AP matrix j-edik oszlopvektora Ap;. Ha p=e;, akkor a j-edik
oszlopvektor Ap~=Ae;=ay.

P¢ldaul a fenti P permutdcid6 matrix esetén az AP olyan matrix, amelynek elsd
oszlopvektora az eredeti 3., 2. oszlopvektora az eredeti 1., 3. oszlopvektora az
eredeti 4., 4. oszlopvektora pedig az eredeti 2. oszlopvektor.

d) Ha egy matrixot a permutacidé matrix-szal szorzunk PA alakban, akkor a szorzas az A
matrix sorvektorainak sorrendjét cseréli fel. A sorvektorok 0j helyét a permutacio
matrix sorvektorainak, mint egységvektoroknak a sorrendje hatdrozza meg. A PA
métrix i-edik sorvektora p”A. Ha p”'=e;, akkor az i-edik sorvektor p”’ A=e,A=a™.
P¢ldaul a fenti P permutdcidé matrix esetén a PA olyan matrix, amelynek elso
sorvektora az eredeti 2., 2. sorvektora az eredeti 4., 3. sorvektora az eredeti 1., 4.
sorvektora pedig az eredeti 3. sorvektor.
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2.4.5. Diagonalis matrix-szal valo szorzas

a) Ha egy vektort a diagondlis matrix-szal szorzunk akar jobbrol akar balrol (Dx vagy
yD), akkor a szorzas a vektor i-edik elemét megszorozza a diagonalis matrix i-edik
diagonal elemével, azaz d;;-vel vagy D=<d> jel6lés esetén a d; vektorelemmel.

Pé¢ldaul a fenti D diagonalis matrix esetén Dx = xD = (5x1, 3x2, (-2)x3, 7x4).

b) Ha egy matrixot a diagonalis matrix-szal szorzunk AD alakban, akkor a szorzés a
matrix megfeleld oszlopvektorait megszorozza a diagondlis matrix megfeleld
diagondlis elemeivel, azaz a j-edik oszlopvektort a j-edik diagonal elemmel dj-vel,
vagy D=<d> jelolés esetén a d; vektorelemmel. Az AD matrix j-edik oszlopvektora
Ad;. Mivel d=dje;, igy Ad; = d;Ae= dja;.

P¢ldaul a fenti D diagonalis matrix esetén AD olyan matrix, amelynek elsd
oszlopvektora az eredeti 5-szOrose, 2. oszlopvektora az eredeti 3-szorosa, 3.
oszlopvektora az eredeti (-2)-szerese, 4. oszlopvektora az eredeti 7-szerese lesz.

c) Ha egy matrixot a diagonalis matrix-szal szorzunk DA alakban, akkor a szorzas a
matrix megfeleld sorvektorait megszorozza a diagonalis matrix megfelelé diagonalis
elemeivel, azaz az i-edik sorvektort az i-edik diagonal elemmel d;-vel vagy D=<d>
jelolés esetén a d; vektorelemmel. A DA matrix i-edik sorvektora d”A. Mivel
d"=d;e;, igy d”A= d,e,A= d;a".

P¢ldaul a fenti D diagonalis matrix esetén DA olyan matrix, amelynek elsd sorvektora
az eredeti 5-szOr0se, 2. sorvektora az eredeti 3-szorosa, 3. sorvektora az eredeti (-2)-
szerese, 4. sorvektora az eredeti 7-szerese lesz.

d) Ha egy diagondlis matrixot a k-adik hatvanyra emeliink, akkor szintén diagonalis
matrixot kapunk, amelyben a diagonalis elemek az eredeti diagonalis elem k-adik
hatvanyai lesznek.

Osszefoglalva megéllapithatd, hogy egy matrix sorvektorainak cseréjét vagy szammal vald
szorzasat balrél vald szorzassal, egy matrix oszlopvektorainak cseréjét vagy szammal vald
szorzasat jobbrol vald szorzéssal lehet megvaldsitani. Cserénél permutacié matrixot,
szammal valo6 szorzasnal diagonalis matrixot hasznalunk.
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3. Vektor- és matrixmiiveletek gyakorlasa szoveges példakkal

Az el6z6ekben olyan példakat ismertettiink, amelyeknek az volt a célja, hogy begyakoroljuk
a matrix és vektor miiveleteket. Tehat megadtuk a matrixokat, vektorokat €s ki kellett
szémitani a kijelolt miiveleteket. Megmutattuk a matrixmuveletek kiszamitasat segité sémak
alkalmazéasat is. A kovetkezdkben olyan példdkat vesziink sorra, amelyben adott egy
probléma és annak megoldasat matrixmiiveletekkel kell megadnunk. Ez sokkal nehezebb
feladat lesz, itt kristalytisztan kell ismerni a miiveleteket, hiszen nekiink kell megtalalni a
sokfajta matrixmiivelet koziil a helyeset. Altalanossagban elmondhaté, hogy azokat a
feladatokat, amelyekben konkrét szdmadatok vannak, sokkal konnyebb megoldani. Ezért az
ismeretek mélyebb elsajatitisa miatt megoldunk olyan feladatokat is, amelyekben nem
szerepelnek szamadatok.

Példa:
Egy vallalat 4 terméket (T) gyart és mindegyiket ugyanabbol a 3-féle alkatrészbol (A)
szereli O0ssze csak mas-mas mennyis€gben. Egy darab termék eldallitdsdhoz sziikséges
alkatrészek szamat az alabbi tablazat tartalmazza. Az egyes termékekbdl megrendelt
mennyiség rendre 50, 70, 40, 30 darab. Az alkatrészek egységarai rendre 3, 1, 2
pénzegység.

T, T, Ty T4

A, 5 2 4 3
A, 1 2 1 3
As | 2 1 2 1

Adja meg a valaszt az alabbi kérdésekre matrixmiiveletek segitségevel!

a) Az egyes alkatrészekbdl hany darab sziikséges a megrendelés teljesitéséhez?
b) Mennyi az egyes termékek anyagkoltsége?

¢) Mennyi a megrendeléshez sziikséges anyagkoltség?

d) Az egyes termékekbe Osszesen hany darab alkatrészt kell beszerelni?

Megoldas:
A megrendelt mennyiségeket és az arakat rendezziik vektorokba, az x vektor legyen a

megrendelés vektora, a p pedig az arvektor, azaz q = (50, 70, 40, 30), p = (3, 1, 2). Az
alkatrészsziikségletet tartalmazo tablazatbol pedig készitsiik el az A alkatrészsziikséglet
matrixot, amely az alabbi:

5
A=|1
2

— NN
NS

3
3.
1

Viélasz az a) kérdésre:
Az egyes alkatrészekbol hany darab sziikséges a megrendelés teljesitéséhez?

Az els6 termék egy darabja eldallitasanak alkatrészsziikségletét alkatrészenként az a,
oszlopvektor adja. Ha az elsé termékbdl 50 darabot kell eldallitani, akkor ennek
alkatrészsziikséglete 50a;. Mind a négy terméknél hasonléan hatdrozhaté meg az
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alkatrészsziikséglet. A megrendeléshez sziikséges alkatrészsziikségletet ezek Gsszege adja,
azaz:

50 a1+70 a2+40 a3+30 a4.

Ez pedig az A matrix oszlopvektorainak linearis kombinacidja, amibdl kovetkezik, hogy az
alkatrészsziikségletet az Aq matrix-vektor miivelettel irhatjuk le.

Okoskodhatunk az aldbbiak szerint is: Az elsd alkatrészbél a teljes megrendeléshez
sziikséges mennyiséget ugy kapjuk, hogy mind a 4 termék esetén kiszamitjuk az elsd
alkatrészbdl sziikséges mennyiséget €s ezeket 0sszeadjuk, azaz

5-50 +2-70 + 4-40 + 3-30,

ez pedig vektormiiveletekkel az a"’q skalaris szorzat alakban irhat6. Hasonl6an szamithato
a 2. és a 3. alkatrészbdl sziikséges mennyiség, amelyek a®q és a®q. Ha ezeket a
mennyiségeket az

alq

a%q

a®¥q
vektorba foglaljuk, azonnal lathatdé a matrixszorzas definicidjabol, hogy itt egy matrix-
vektor szorzasrdl (jobbrol szorzas) van sz6, azaz a keresett miivelet az Aq.

A matrixmiiveletes megoldas:

50

52 43 640
70

Aq=l1 2 1 3 =(320|
40

21 2 1 280
30

Mint korabban lattuk, célszeri a szamitast egy sémdban végezni. Erdemes a sémaba nem
csak a szdmadatokat beirni, hanem a matrix soraira ill. oszlopaira jellemz6 informaciokat is.
Ez sokkal jobban megkonnyiti a miivelet megallapitasat is ezért célszerli a feladatmegoldas
elso lépéseként felrajzolni a sémat.

A szamolas sémdja:

q— 50 70 40 30 |
T, T, T; T,
Als 2 4 3 640
A> Al 1 2 1 3 320 |« Aq
Al 2 1 2 1 280

Vilasz a b) kérdésre:
Mennyi az egyes termékek anyagkoltsége?

Az elsé alkatrészbél az alkatrészsziikségletet termékenként az a sorvektor adja. Ha az

elsd alkatrész ara 3 pénzegység, akkor a termékenkénti alkatrészsziikséglet pénzben
kifejezve, azaz az anyagkoltség 3-a'"). Mind a harom alkatrésznél hasonléan hatarozhato
meg a anyagkoltség. A termékenkénti anyagkoltség tehat
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3.2+ 1-a® + 2.2,

Ez pedig az A matrix sorvektorainak linedris kombinacidja, amibdl kovetkezik, hogy a
termékenkénti anyagkoltséget a pA vektor-matrix mivelettel irhatjuk le.

Okoskodhatunk az aldbbiak szerint is: Az els6 termékhez az anyagkoltséget ugy kapjuk,
hogy mind a 3 alkatrész esetén kiszamitjuk az anyagkoltséget és ezeket 6sszeadjuk, azaz

3.5+1-1+22,

ez pedig vektormiiveletekkel pa, skaldris szorzat alakban irhat6. Hasonloan szamithato6 a 2.,
3. és a 4. termék anyagkoltsége. Ha ezeket a mennyiségeket a

[pa, pa, pa, pa,]
vektorba foglaljuk, azonnal lathatd a matrixszorzas definiciojabol, hogy itt egy vektor-

matrix szorzasrol (balroél szorzas) van sz0, azaz a keresett miivelet az pA.

A matrixmiiveletes megoldas:
5

2 4 3
pA=[3 1 21 2 1 3|=[20 10 17 14]
21 21

A szamitasokat az alabbi sémaban is elvégezziik.

T, T, T; T,
3 | A 5 2 4 3
p—| 1 | A 1 2 1 3 — A
2 | Ay | 2 1 2 1

20 10 17 14 | —pA

Viélasz a c) kérdésre:
Mennyi a megrendeléshez sziikséges anyagkoltség?

Az el6z0 szamitasbol ismert, hogy a megrendelés teljesitéséhez alkatrészenként mennyi
alkatrész sziikséges (Aq). Az alkatrészmennyiségeket rendre meg kell szorozni az
alkatrészarakkal €s a szorzatokat Ossze kell adni, hogy megkapjuk a megrendeléshez
sziikséges anyagkoltséget. Ez egy skaldris szorzassal, mégpedig a p(Aq) skalaris szorzattal
adhat6o meg.

Az eredmény: p(Aq) = 3-:640+1-320+2-280=2800.

Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az egyes termékek anyagkoltségét (pA
vektor elemeit) rendre megszorozzuk a megrendelésekkel €s ezeket Osszegezziik, azaz
ekkor a (pA)q skalaris szorzattal szamolhatjuk ki az anyagkdltséget.

Az eredmény: (pA)q=20-50+10-70+17-40+14-30=2800.

Mint tudjuk altalanosan is igaz, hogy p(Aq)=(pA)q, ezért ezt szokds pAq alakban is irni.
Ennek szamitasat az alabbi sémaban végezziik el:
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150 70 40 30 |—q

T, T, T3 T,
A | S 2 4 3

p—| 1| A 1 2 1 3 | «—A
Ay | 2 1 2 1

Az eredmény: pAq = 3-5-50 + 3-2-70 + 3-4.40 +...+ 2-1-30=2800. Javasoljuk az olvasonak,
hogy értelmezze az anyagkoltség pAq alakban torténd szamitasat.

Vilasz a d) kérdésre:
Az egyes termékekbe Osszesen hany darab alkatrészt kell beszerelni?

Az egyes termékekbe beszerelendd alkatrészek szamanak meghatdrozasahoz az A matrix
egyes oszlopaiban 1év0 alkatrész darabszamokat kell Osszeadni. Ezt pedig az
OsszegzOdvektorral vald szorzassal valdsithatjuk meg. Mivel oszlopdsszegekrdl van sz, igy
a balrol szorzast kell alkalmazni, azaz a megoldast a matrixmiiveletekkel az 1A formulaval
fogalmazhatjuk meg, amelynek eredménye: 1A=(8, 5, 7, 7), ahol 1=(1, 1, 1).

Példa:
Legyen 3 féle gylimoleslé (G), amelyeknek elegyitésébdl 4 fele gylimdleskoktélt
(tovabbiakban koktélt) (K) készitliink. A felhasznalt gyiimdlcslevekben 5 féle vitamin (V)
van. Az alabbi tablazatok a kovetkez6 adatokat tartalmazzak:

- akoktélok eldallitasdhoz sziikséges gylimolcslé mennyiséget (G-K tablazat),

- a gyimdlcslevek egységnyi mennyiségében taldlhaté vitamin mennyiséget (G-V

tablazat),

- agyumolcslevek egysagarat (e.ar),

- a gylimdleslevekbdl vasarolt mennyiséget (v.m.),

- a koktélokbol eldallitott mennyiséget (ea.m.),

- az egyes vitaminokbol eléirt mennyiséget (ei.m.).

K1 Kz K3 K4 e.ar V.. V] Vz V3 V4 V5

G|1 2 2 2 5 50 G2 1 0 3 1
G0 3 0 1 2 30 Gl1 1 1 0 2

G| 2 0 1 1 4 20 Gyl1 2 2 1 1

ea.m. 30 20 40 10 elv.| 5 6 3 5 7

Miel6tt a kérdéseket feltennénk, a tablazatban szerepld adatokbdl definidljuk a matrixokat
¢s a vektorokat. Két matrixot adunk meg, az A ¢s B matrixot.

Az A matrix a; eleme jelolje azt, hogy az j-edik koktél el6allitdsdhoz az i-edik
gyiimoleslébél mennyit hasznalunk fel. Az A matrix a® sorvektora az i-edik gyiiméleslébsl
az egyes koktélokhoz sziikséges mennyiséget, az a; oszlopvektora a j-edik koktélhoz
sziikséges gyiimiilcslé mennyiséget mutatja.

A B matrix b; eleme jelentse azt, hogy az i-edik gytimdleslé egységnyi mennyiségében
mennyi vitamin van a j-edik fajta vitaminb6l. A B matrix b"” sorvektora az i-edik
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gyiimoOleslé vitamintartalma az egyes vitaminokbol, a b; oszlopvektora az egyes
gylimolcslevek vitamintartalma a j-edik vitaminbol.

A p vektor p; eleme jeldlje az i-edik gyiimdlcslé egységarat.

A q vektor g; eleme jelolje az i-edik gyiimolcslébdl vasarolt mennyiséget.
A v vektor v; eleme jelolje az i-edik koktélbol eldallitott mennyiséget.

A d vektor d; eleme jelolje az i-edik vitaminbol eléirt mennyiséget.

A példabeli matrixok és vektorok a kovetkezdk:

5
30

1222 210 3 1 5 50 20 6

A=[0 3 0 I} B=1 1 102} p=2} q=30} v=| | d=|3|

2.0 1 1 1221 1 4 20 5

10 ;

Adja meg a valaszt az alabbi kérdésekre matrixmiiveletek segitségével!

1. Mennyi az elkészitett koktélok egységara? Az arndl csak a gyiimdlcslevek arat
vegyiik figyelembe!

2. A gyiimolcslé osszekeverésével keletkezd egyes koktélokban az egyes vitaminokbol
mekkora mennyiségii vitamin van?

3. Mennyi pénzbdl tudjuk eldallitani a v vektornak megfeleld mennyiségben késziilt
koktélokat? Az arnal csak a gyliimdlcslevek arat vegytik figyelembe!

4. Van-e a K; koktélban a d vektor 4ltal eldirt mennyiség?

5. Mennyi koktél allithato el6 a q mennyiségben vasarolt gylimolcslevekbdl?

Vilasz az 1. kérdésre:

Mennyi az elkészitett koktélok egységara? Az arnal csak a gyiimélcslevek arat vegyiik
figyelembe!

Az egyes koktélok el8allitasahoz az i-edik gyiimoleslébél sziikséges mennyiséget az a“
sorvektor adja, ha ezt megszorozzuk a G; gyiimdlcslé araval, p;-vel, akkor a pénzben
kifejezett G; gyiimolcslé mennyiséget kapjuk, a

-2 + pra® + pra®

adja a harom gylimoélcslé elegyitésével kapott koktélok egységarat, amely a sorvektorok
linearis kombinacidja, ezt pedig a pA matrixszorzasnak felel meg.

Masképpen gondolkodva: A j-edik koktél gyiimoleslé tartalmat az a; oszlopvektor mutatja,
ha ennek elemeit az egyes gyiimdlcslé arakkal beszorozzuk és a szorzatokat osszeadjuk,
akkor a K; koktél gytimélcslé tartalmat kapjuk pénzben kifejezve, amely képletben pa;. Az
Osszes koktélra pedig a p vektor és az oszlopvektorok skalaris szorzata, azaz a pA
matrixszorzas adja az eredményt.

1
pA=[5 2 4]0
2

S W N
—_ O N

2
1|=[13 16 14 16]
1
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A megoldas séma segitségével:

Ki K; K3 Ky
slGg[1 2 2 2

p— |21 G |0 3 0 1|«<A
4G |2 0 1 1

|13 16 14 16|« pA

Vilasz a 2. kérdésre:
A gyiimolcslé osszekeverésével keletkezé egyes koktélokban az egyes vitaminokbdl
mekkora mennyiségii vitamin van?

Azt a tablazatot keressiik, amely az egyes koktélokban Iév6 vitaminok tartalmat mutatja,
matrixos megfogalmazassal, pedig azt a C matrixot keressilk, amelynek c; eleme
megmutatja, hogy a j-edik koktél (K;) mennyi vitamint tartalmaz az i-edik vitaminbdl (V).
Hatarozzuk meg a c¢,; elemet. Hogy jobban tudjuk kdvetni a megoldashoz vezetd utat,
javasoljuk az A és B matrixokat ill. azok sémajat (szegélyekkel) felrajzolni.

Ki KK Ky Ky Vi V, V3 V4 Vs
G| 1 2 2 2 G|2 1 0 3 1
G| O 3 0 1 G|1 1 1 0 2
Gs| 2 0 1 1 G|l 2 2 1 1

A K; koktél a G, gyiimdlcslébdl 2 (a;3) mennyiséget tartalmaz, egységnyi G, gytimolcslében
1 (b12) V, vitamin van, igy a K; koktél V, vitamintartalma 2-1 (aj3- by), ezt a
vitamintartalmat G, gytimoélcslé adja.

A G, gylimdlcslé is adhat V, vitamint a K; koktélnak, ez a kovetkezoképpen szamolhato. A
K; koktél a G, gylimolcslébdl 0 (az3) mennyiséget tartalmaz, egységnyi G, gyiimdlcslében 1
(b22) V, vitamin van, igy a K5 koktél V, vitamintartalma 0-1 (a»3-b2,), ezt a vitamintartalmat
a G, gyiimdlcslé adja, valdjaban a példaban nem ad.

A Gj gyiimdleslé is ad V, vitamint a K; koktélnak, ez a kovetkezoképpen szamolhatd. A K;
koktél a G; gyiimdlcslébdl 1 (as;) mennyiséget tartalmaz, egységnyi G; gylimdlcslében 2
(b32) V, vitamin van, igy a K5 koktél V, vitamintartalma 1-2 (as3-bs3,), ezt a vitamintartalmat
a G; gyiimdlcslé adja.

A harom gylimolcslé elegyitésével nyert K; koktél 6sszes V, vitamintartalma: 2-1 + 0-1 +
1-2 =4, képlettel felirva:

C3 = a13°b1a + ax3-bay + azy-bs,.

Vegyiik jobban szemiigyre az utobbi képletet, azt tapasztaljuk, hogy a C matrix c,; elemét
ugy kapjuk, hogy az A matrix 3. oszlopvektorat kell megszorozni skaldrisan a B matrix 2.
oszlopvektoraval. Az XY matrixszorzas miivelet definicidja szerint az eredménymatrix ij
elemét ugy kapjuk, hogy az elsé helyen all6 matrix (X) i-edik sorvektorat skalarisan
szorozzuk a masodik helyen all6 matrix (Y) j-edik oszlopvektoraval. Azt latjuk, hogy a mi
esetiinkben is két vektor (két oszlopvektor) skalaris szorzata adja az eredménymatrix
elemeit, tehat két matrix szorzatarol van sz6 esetilinkben is. Azt kell megtalalni, hogy melyik
két matrix szorzata kell és azokat milyen sorrendben kell 6sszeszorozni.
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Két lehetdség van:

Ha a B matrixot transzponaljuk, akkor a B” matrix 2. sorvektorat kell szorozni az A matrix
3. oszlopvektoraval, tehat a keresett matrixmiivelet BA.

Ha az A matrixot transzponaljuk, akkor a A" matrix 3. sorvektorat kell szorozni az B
métrix 2. oszlopvektoraval, tehat a keresett matrixmiivelet A'B.

Mindkét esetben megkapjuk a koktélok vitamintartalmat. Azonban csak a C = B'A
megoldas a helyes, mert azt a C matrixot kerestiik, amelynek oszlopai a koktélokat, sorai
pedig a vitaminokat reprezeltaljak.

A keresett matrix:

2 11 4 7 5 6
I 1 21 2 2 2 5 5 45
C=B’A=|0 1 2|0 3 0 1|={4 3 2 3
30 12 0 1 1 5 6 77
I 21 3 8 3 5

Az A"B matrixmiivelet esetén az eredménymatrix oszlopai a vitaminokat, sorai pedig a
koktélokat reprezeltaljadk. Konnyen ellendrizhetd, hogy a kétféle modon kapott matrix
egymasnak transzponaltjai.

A megoldast célszeri az alabbi sémaban szemléltetni. A miivelet megéllapitasa is
szemléletesebbé valik.

Ki K Ky Ky

G | 1 2 2
G | 0 3 0 1 — A
Gy | 2 0 1
G G Gy
VvV, | 2 1 1 4 7 5 6
Vo, | 1 1 2 5 5 4 5
B'— V| 0 1 2 4 3 2 3 | < C=B'A
Vs | 3 0 1 5 6 7 7
Vs | 1 2 1 3 8 3 5

A fenti eredményhez az alabbi két modszerrel is eljuthatunk.

Jelolje a keresett C matrix j-edik oszlopvektorat c;, amely a K; koktél vitamintartalmat
mutatja. A G; gyiiméleslé vitamintartalmat a B matrix b" sorvektora mutatja. A K;
koktélhoz a G; gylimdleslébdl a;; mennyiség kell, igy a K; vitamintartalma a G;
gyiimdleslébdl a;-b". A K; koktélnak a mésik két gyiimdleslébdl adodo vitamintartalma is
hasonldan szamithato. A K vitamintartalmat tehat az

(l]j'b(l) + (lzj'b(z) + a3j-b(3)

Osszefliggés adja, amely nem mas, mint a B matrix sorvektorainak az A matrix j-edik
oszlopvektorbeli elemeire vett linedris kombinacidja. [smeretes, hogy az XY matrixszorzas
eredményének j-edik oszlopvektora az X matrix oszlopvektorainak az Y matrix j-edik
oszlopvektorbeli elemeire vett linedris kombinacidja. Esetiinkben is linearis kombinaciorol
van sz0, csak azt kell megallapitani, hogy mi az X, Y matrix. Esetiinkben a linearis
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kombinacié vektorai a B matrix sorvektorai, ezek szerint X=B’. A linearis kombinécid
szamai az A matrix j-edik oszlopvektorbeli elemei, ezért Y=A. A keresett ¢; oszlopvektor a
B'A szorzatmatrix oszlopvektora, tehat a keresett megoldas C=B’A.

A masik modszernél jelolie a keresett C matrix i-edik sorvektorat ¢, amely az egyes
koktéloknak a V; tipust vitamintartalmat mutatja. A G; gylimolcslébdl az egyes
koktélokhoz sziikséges mennyiséget az A matrix a'” sorvektora adja. A G, gyiimdleslében
b;; mennyiségli V; tipusu vitamin van, igy a koktélokban a G; gyiimdlcslébdl szarmazod V;
tipust vitamintartalom b,;-a'”. Hasonloan szamithat6 a koktéloknak a mésik két gyiimoleslé
altal atadott V; tipust vitamintartalma. A koktélokban az 6sszes gytimolcslé altal attadott V;
tipusu vitamintartalmat a

bli'a(l) + b2i'a(2) + b3i-a(3)

Osszefliggés adja, amely nem mas, mint az A matrix sorvektorainak a B matrix i-edik
oszlopvektorbeli elemeire vett linedris kombinacidja. [smeretes, hogy az XY matrixszorzas
eredményének i-edik sorvektora az Y matrix sorvektorainak az X matrix i-edik
sorvektorbeli elemeire vett linearis kombindcidja. Esetiinkben is linearis kombinaciorol van
sz0, csak azt kell megallapitani, hogy mi az X, Y matrix. Esetiinkben a linearis kombinacio
vektorai az A matrix sorvektorai, ezek szerint Y=A. A linearis kombinaci6 szamai a B
matrix i-edik oszlopvektorbeli elemei, ezért X=B’. A keresett ¢ sorvektor a B’A
szorzatmatrix sorvektora, tehat a keresett megoldas C=B’A.

A haromf¢le megoldasi mod koziil az olvasonak kell megitélnie, hogy melyik all kozelebb a
gondolkodasmodjahoz. A matrixmiiveletek biztos ismerete nélkiil azonban nem Ilehet
megtalalni a helyes megoldast.

Vilasz a 3. kérdésre:
Mennyi pénzbdl tudjuk eléallitani a v vektornak megfelelé mennyiségben késziilt
koktélokat? Az arnal csak a gyiimolcslevek arat vegyiik figyelembe!

Az 1. kérdésben megadtuk a valaszt arra, hogy egységnyi mennyiségli koktéloknak mennyi
az ara, ezt a pA=(13, 16, 14, 16) mivelet adta. A v=(30, 20, 40, 10) vektornak megfeleld
mennyis€gli koktélok arat egyszerti szamolassal kapjuk:
vi-13 + vy 16 + V3'14 +v4016 = 1430,

amely a v(pA) vagy (pA)v skalaris szorzassal adhaté meg.
Ha azt akarjuk megtudni, hogy koktélonként mennyibe keriilt az eldallitds, akkor a
megoldas (pA)V vagy (pA)<v>, ahol V a v vektorbodl alkotott diagonalis matrix.

(PA)<v>=[13 16 14 16]<30 20 40 10>=[390 320 560 160].

Vilasz a 4. kérdésre:

Van-e a K, koktélban a d vektor altal eldirt vitamin mennyiség?

A 2. kérdésnél meghataroztuk, hogy az egyes koktélok az egyes vitaminokbdl mennyit
tartalmaznak. A K, koktél vitamintartamat a B’A matrix 2. oszlopvektora mutatja, amely
matrixmiivelettel leirva (B'A)e,. Azt kell tehat ellendrizni, hogy fennall-e a (B'A)e, > d
egyenldtlenség. Mivel (BTA)ez =(7,5,3,6,8)¢ésd = (5,6, 3,5, 7) ebbdl lathatd, hogy a 2.
vektorelemekre nem all fenn az eldiras, igy a koktél nem elfogadhatdo a vitamintartalom
szempontjabol.
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Vilasz az 5. kérdésre:
Mennyi koktél allithaté el6 a ¢ mennyiségben vasarolt gyiimolcslevekbol?

Jelolje x; a j-edik koktélbdl eldallitott mennyiséget, foglaljuk ezeket az x vektorba.

A j-edik koktél egységnyi mennyiségéhez az egyes gyiimodlcslevekbdl sziikséges
mennyiséget az A matrix a; oszlopvektora adja, ha ezt megszorozzuk x;-vel, akkor szintén a
j-edik koktélhoz sziikséges gyiimdlcslé mennyiségeket kapjuk, csak nem egységnyi, hanem
x; mennyiséghez. Hasonloan kapjuk a tobbi koktél esetében is a mennyiségeket. A négy
koktélhoz sziikséges mennyiséget a gyiimolcslevekbdl az

Xr'a; +xa; T x37a3 + X424

adja, amely az oszlopvektorok linearis kombinacidja, ez pedig az Ax matrixszorzasnak felel
meg.

Masképpen gondolkodva: Az egyes koktélok egységnyi mennyiségli eldallitasahoz
szitkséges G; gylimdleslé tartalmat az a” sorvektor mutatja, ha ennek elemeit rendre az
egyes koktélok mennyiségével beszorozzuk ¢€s a szorzatokat Osszeadjuk, akkor a G;
gyiimoleslébdl sziikséges mennyiséget kapjuk meg, amely képletben a”x skalaris szorzat. A
tobbi gyiimoleslére is hasonld a szamitds, azaz az a” sorvektorok és az x vektor skalaris
szorzatat kell venni, ez pedig az Ax matrixszorzasnak felel meg.

Tehat az Ax mennyiségnek kell egyenlonek lenni az eldirt q mennyiséggel, azaz

Ax=q,
részletezve
X
1 2 2 2 50
x2
0 3 0 1 =130
X3
2 0 1 1 20
x4

Ez a x ismeretlen vektorrra nézve egy linearis egyenletrendszer matrixos felirasban, ennek
megoldasa adja, hogy mennyi koktélt tudunk eldallitani a megvasarolt gyiimodlcslevekbdl.

A lineéris egyenletredszer vektoros felirasat a linearis kombinacio adja, azaz

1 2 2 2 50
X|0{+x,| 3| +x5/0|+x,/1]|=|30].
2 0 1 1 20

A linedris egyenletrendszer skalaris felirasat a skalarszorzatok adjak, azaz
Lx, +2x, +2x; +2x, =50

0x, +3x, +0x; +1x, =30 .
2x, +0x, +1x; +1x, =20
A megoldas sémaja:

| X1 X2 X3 X4 | «— X

Ki Ky K3 Ky
50/ G [1 2 2 2

q— |30/ G, |0 3 0 1] <A
200 Gs |2 0 1 1
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A lineéris egyenletrendszer megoldasaval itt nem foglalkozunk. A megoldasi modszerekrdl a
késObbiekben fogunk irni, de csak érintélegesen, hiszen e segédletnek ez nem volt célja.
Annyit megjegyziink, hogy ez rdadasul kiilonleges linedris egyenletrendszer, mivel az
ismeretlenek szama nem azonos az egyenletek szamaval. Altalaban végtelen sok megoldasa
van egy ilyen linedris egyenletrendszernek.

Tegylik fel, hogy a koktélok eladasi ara rendre 60, 40, 50, 30; foglaljuk ezeket a ¢=(60, 40,
50, 30) arvektorba. Ha minden eldallitott koktélt el tudjuk adni a fentebbi drakon, akkor az
arbevételt a cx skalaris szorzat adja. Erdekességként felvetjiik azt a problémat is, hogy a
végtelen sok megoldas koziil valasszuk ki azt, amelynél a koktélok eladasabol adddo
arbevétel a legnagyobb. Ezt az alabbi formdban fogalmazhatjuk meg:
Keresstik azt az x vektort, amelyre teljesiilnek az

Ax=q

x>0
feltételek és
cx — max!

Ez egy optimalizalasi feladat, azon beliill egy linearis programozési feladat, amelynek
megoldasara itt szintén nem tudunk kitérni.

Példa:

Egy lizem 3 féle termé¢k (T) eldallitasaval foglalkozik. A termékeket 3 féle alkatrészbdl (A)
szerelik Ossze. Az alabbi baloldali tablazat mutatja, hogy az egyes termekeket hany
alkatrészbdl szerelik 0ssze. Az alkatrészek megmunkélasat 3 féle megmunkalogépen (G)
végzik. Az alabbi jobboldali tablazat mutatja, hogy az egyes alkatrészeket mennyi id6 (6ra)
alatt munkaljak meg az egyes gépeken. Szintén az alabbi tablazatokban van megadva, hogy
az egyes termékekbdl mennyit gyartunk (megrendelés) (gy.m.) egy adott iddszakban,
mennyi az egyes termékek szerelési koltsége (sz.k.), mennyi az egyes alkatrészek ara (a.ar),
illetve mennyi az egyes gépek egy 6rai mikodési koltsége (m.k.).

T1 T2 T3 a.ar A1 A2 A3 m.k.
Al 3 0 5 G|1 0 4710
Al 0 1 1 2 G2 1 0] 30
As| 2 2 3 3 Gs|4 3 2120
gym.| 10 20 40
szk.|] 6 5 3

Matrixalgebrai jelolésekkel fogalmazza meg az alabbi kérdéseket!

1. Mekkora az egyes termékek alkatrész koltsége?

2. Az egyes alkatrészekbdl mennyit hasznalunk fel a megrendelés teljesitéséhez?

3. Mennyi az egyes alkatrészek megmunkalasi koltsége?

4. Az egyes megmunkalogépeken hany orat kell dolgozni egy-egy termékhez
sziikséges alkatrészek legyartasdhoz?

5. Az egyes megmunkalogépeknek hany orat kell dolgozniuk a megrendelés
teljesitéséhez?

6. Egy-egy termékhez sziikséges alkatrészek legyartasdhoz mennyi a megmunkald-
gépek mitkddési koltsége?
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7. A megrendelés teljesitésének mekkora az 6sszes koltsége?

A kérdések megvalaszolasdhoz eldszor meg kell adni a feladatban hasznalt matrixokat és
vektorokat.

Jelolje a;; azt, hogy a j-edik termék Osszeszereléséhez az i-edik alkatrészbOl hany darabra
van sziikség. Ezeket az adatokat az A matrixba foglaljuk. Az A matrix a” sorvektora az i-
edik alkatrészb6l az egyes termékek szereléséhez sziikséges mennyiséget, az a;
oszlopvektora pedig a j-edik termék szereléséhez sziikséges egyes alkatrészek mennyiségét
mutatja.

A bj; jelentse azt, hogy a j-edik alkatrész i-edik gépen torténd megmunkaldsdhoz mennyi
idére (6ra) van sziikség. Ezeket az adatokat a B matrixba foglaljuk. A B matrix b®
sorvektora az i-edik gépnek az egyes alkatrészek megmunkalasahoz sziikséges gépidejét, b,
oszlopvektora a j-edik alkatrész az egyes gépeken torténd megmunkaldsanak
1ddsziikségletét mutatja.

Jelolje ¢; az i-edik termékbdl gyartandd mennyiséget (megrendelés) (gy.m.), amelyeket a q
vektorba foglalunk.

A k; jelentse az i-edik megmunkalogép egy orai mikodési koltségét (m.k.) , amelyeket a k
vektorba foglalunk.

Az s; jelentse az i-edik termék Osszeszerelési koltségét (sz.k.), amelyeket az s vektorba
foglalunk.

A p; jelentse az i-edik alkatrész egységarat (a.ar), amelyeket a p vektorba foglalunk.

A példabeli matrixok és vektorok a kdvetkezok:

1 3 0 1 0 4 10 10 6 5
A=|0 1 1| B=[2 1 0|, q=[20|, k=|30| s=[5|, p=|2
2 2 3 4 3 2 40 20 3

1. Mekkora az egyes termékek alkatrész koltsége?
Az A matrix a” sorvektora az egyes termékek szereléséhez sziikséges mennyiséget adja az
i-edik alkatrészbSl. Az i-edik alkatrész ara p;, igy a pra® az egyes termékek szereléséhez
sziikséges A, alkatrész koltsége. Ezeket mindharom alkatrészre 6sszeadva a

D -a" +p, -a® +p; -a®
Osszefliggés adja az egyes termékekhez sziikséges alkatrészek koltségét. Ez az A matrix
sorvektorainak linedris kombinacioja, amirdl tudjuk, hogy a pA vektor-matrix balrol
szorzasnak felel meg.
Masik elgondolas szerint:
Az A matrix a; oszlopvektora a T, termékhez sziikséges alkatrészmennyiségeket adja, ha e
vektor elemeit rendre megszorozzuk az alkatrész éarakkal és a szorzatokat Osszeadjuk,
akkor a T; termékhez sziikséges alkatrészek koltségét kapjuk. Ez a pa; skalaris szorzasnak
felel meg. A tobbi termék alkatrészkoltségét is hasonloan szamitjuk, igy a keresett
matrixmiivelet a pA.
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A megoldas matrixmiiveletek segitségével:

1 30
pA=[5 2 3]0 1 1|=[11 23 11]
2 23
Séma segitségével vald szamolas:
T, T, T;
51 A 1 3 0
p— |3 A0 1 1|<A
2| As 2 2 3

| 11 23 11 |<—pA

2. Az egyes alkatrészekbol mennyit hasznalunk fel a megrendelés teljesitéséhez?

A T, termék egységéhez sziikséges alkatrészmennyiséget alkatrészenként az A matrix j-edik
oszlopvektora (a;) mutatja, g; mennyiségii T; termékhez pedig az alkatrészsziikséglet g;-a;. A
harom termékre vonatkozdan az alkatrészenkénti alkatrészsziikséglet

q,°4,+q,-a,+q;-a,.

Ez az A matrix oszlopvektorainak a megrendelés vektor (q) elemeire vett linedris
kombinacio, ami az Aq matrixmiiveletnek felel meg.

Masik elgondolas szerint:

Az A; alkatrészbdl egységnyi mennyiségii termékekhez a felhasznalast az a” sorvektor
mutatja. A q-a” skaldris szorzat pedig a q vektornak megfeleld mennyiségii termékhez
mutatja az A; alkatrészbdl a felhasznalast. A tobbi alkatrészre is hasonl6 a felhasznalas, igy
az egyes alkatrészekbdl a felhasznalast az Aq miivelet eredménye adja.

A megoldas matrixmiiveletek segitségével:
1 3 010 70

Aq=|0 1 1[20|=]60 |
2 2 3| 40| [180

Séma segitségével vald szamolas:

q— |10 20 40 |
T, T, T;
Al 3 0 70
A—> A, O 1 1 60 | — Aq
As| 2 2 3 180

3. Mennyi az egyes alkatrészek megmunkalasi koltsége

A B mitrix b” sorvektora az egyes alkatrészeknek az i-edik gépen torténd
megmunkalasanak idejét mutatja. Az i-edik gép 6rankénti mitkodési koltsége k;, igy a ki-b"
az egyes alkatrészek megmunkalasi koltsége a G; gépen. Ezeket mindharom gépre
Osszeadva a
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kb +k, - b® +k, -b®
Osszefliggés adja az egyes alkatrészek megmunkalasi koltségét. Ez a B  matrix
sorvektorainak linedris kombinacioja, amirdl tudjuk, hogy a kB vektor-matrix balrol
szorzasnak felel meg.
Masik elgondolas szerint:
A B matrix b, oszlopvektora az A; alkatrész gépenkénti megmunkalasi idejét mutatja. Ha e
vektor elemeit rendre megszorozzuk a gépek Orankénti miikddési koltségével és a
szorzatokat Osszeadjuk, akkor az A; alkatrész megmunkalasi koltségét kapjuk. Ez a kb,
skalaris szorzasnak felel meg. A tobbi alkatrész megmunkalasi koltségét is hasonloan
szamitjuk, igy a keresett matrixmiivelet a kB.

A megoldas matrixmiiveletek segitségével:

1 0 4
kB=[10 30 20]2 1 0[=[150 90 80]
4 3 2

Séma segitségével vald szamolas:

10| Gy 1 4
k— [30] (& 2 1 0 —B
20 Gz 4 2

| 150 90 80 | kB

4. Az egyes megmunkalogépeken hany orat kell dolgozni egy-egy termékhez sziikséges
osszes alkatrész legyartasahoz?

Azt a tablazatot keressiik, amely azt mutatja, hogy az egyes termékekhez sziikséges
alkatrészek legyartasdhoz mennyi ideig kell milkddtetni az egyes gépeket. Matrixos
megfogalmazassal, azt a C matrixot keressiik, amelynek ¢; eleme megmutatja, hogy a j-
edik termékhez (T)) sziikséges alkatrészek megmunkalasahoz az i-edik gépen (G;) mennyi
1d6 kell. A C matrix c; elemének meghatarozasa a kovetkezoképpen torténhet:

A T, termékhez az A, alkatrészekbdl a;; mennyiség kell, egy A, alkatrész megmunkalasa a
G; gépen b;; 1deig tart, akkor a;; mennyiség megmunkalasa a,;-b;; ideig tart. A T, termékhez
az A, alkatrészekbdl a,; mennyiség kell, egy A, alkatrész megmunkalasa a G; gépen b, ideig
tart, akkor a,; mennyiség megmunkalasa a,;b;, ideig tart. Hasonloan adhaté meg az A;
alkatrész megmunkalasahoz sziikséges 1d0 is. Eszerint a T, termékhez sziikséges alkatrészek
megmunkaldsa a G; gépen

aybin + ayrbip + asbi

ideig tart. Konnyen kiolvashato, hogy ez a mennyiség a B matrix i-edik sorvektoranak
(b"”) és az A matrix j-edik oszlopvektoranak (a;) a skalaris szorzata. A matrixszorzas
miiveletének definicidojabol azonnal adodik, hogy a C matrix a B és az A matrix szorzata,

képletben:
C=BA.
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A megoldas matrixmiiveletek segitségével:

1 0 4|1 3 0| |9 11 12
C=BA=|2 1 0|0 1 1|=|2 7 1
4 3 212 2 3 8 19 9
Séma segitségével vald szamolas:
T T, T4
A 1 3
A, 0 1 1 — A
As 2 2
A A A;
G 1 0 4 9 11 12
B— G 2 1 0 2 7 1
G; 4 3 2 8 19 9 | «<BA

Ugyanehhez az eredményhez mas uton is eljuthatunk.

Jelolje a keresett C matrix j-edik oszlopvektorat ¢, amely a T, termékhez felhasznalando
alkatrészek megmunkaldsahoz sziikséges gépidot mutatja gépenként. Az A, alkatrész
gépenkénti megmunkalasi idejét a B matrix b, oszlopvektora mutatja. Az A, alkatrészbdl a
T, termékhez a;; mennyiség kell, igy a T, termékhez sziikséges A, alkatrész gépenkénti
megmunkalasi idejét az a;b, mennyiség adja. Hasonloan szdmithaté a masik két alkatrészre
vonatkozoan is a T, termékhez sziikséges gépenkénti gépidd. A harom alkatrészt egyiittesen
nézve a T, termékhez sziikséges gépenkénti gépidot az

aiby + aybs + azrbs

Osszefliggés adja, amely nem mas, mint a B matrix oszlopvektorainak az A matrix j-edik
oszlopvektorbeli elemeire vett linearis kombindcidja. Ismeretes, hogy az XY matrixszorzas
eredményének j-edik oszlopvektora az X matrix oszlopvektorainak az Y matrix j-edik
oszlopvektorbeli elemeire vett linedris kombinacidja. Esetiinkben a linearis kombinacio
vektorai a B matrix oszlopvektorai, ezek szerint X=B. A linedris kombindci6é szamai az A
matrix j-edik oszlopvektorbeli elemei, ezért Y=A. A keresett ¢; oszlopvektor a BA
szorzatmatrix oszlopvektora, tehat a keresett megoldas: C=BA.

A masik modszernél jelolie a keresett C matrix i-edik sorvektorat ¢, amely az egyes
termékekhez sziikséges alkatrészeknek a G, gépen torténd megmunkalasi idejét adja. Az A,
alkatrészbol az egyes termékekhez sziikséges mennyiséget az A matrix a sorvektora adja.
Az A, alkatrészt a G; gépen by, id6 alatt lehet megmunkalni. A b;;-a"”) mennyiség az egyes
termékekhez sziikséges A; alkatrész G; gépen torténd megmunkalasi idejét adja. Hasonloan
szamithatd a masik két alkatrész G; gépen torténd megmunkalasi ideje is. Az egyes
termékekhez sziikséges harom alkatrésznek a G; gépen torténd megmunkalasi idejét a
biy-a® + bya® + bya®

0sszeg adja, amely nem mds, mint az A matrix sorvektorainak a B matrix i-edik
sorvektorbeli elemeire vett linearis kombindcidja. Ismeretes, hogy az XY matrixszorzas

eredményének i-edik sorvektora az Y matrix sorvektorainak az X matrix i-edik
sorvektorbeli clemeire vett linedris kombindcidja. Esetiinkben a linearis kombinacio
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vektorai az A matrix sorvektorai, ezek szerint Y=A. A linearis kombinaci6 szamai a B
matrix i-edik sorvektorbeli elemei, ezért X=B. A keresett ¢ sorvektor a BA szorzatmatrix
sorvektora, tehat a keresett megoldas: C=BA.

5. Az egyes megmunkalogépeknek hany orat kell dolgozniuk a megrendelés
teljesitéséhez?
A C=BA mitrix c¢; oszlopvektora a T, termékhez felhaszniland6 alkatrészek
megmunkalasahoz sziikséges gépidot mutatja gépenként. A T; termékbdl g, mennyiséget
gyartunk, igy az ehhez sziikséges alkatrészek megmunkalasi ideje gépenként g;-c;. A tobbi
termékre vonatkoz6an hasonldan irhaté a megmunkalési id6, ezért a
q,°C T4, €, +q;°C

mennyis€ég a megrendelés teljesitéséhez sziikséges gépenkénti gépora. Ez a C matrix
oszlopvektorainak a megrendelés vektor (q) elemeire vett linearis kombinacidja, ami a Cq
matrixmiiveletnek felel meg. Mas felirdsban (BA)q.

A megoldas matrixmiiveletek segitségével:
9 11 1210 790

Cq=(BA)q=|2 7 1[20|=|200]|.
8 19 9|40| |820

Séma segitségével vald szamolas:

q— | 10 20 40
T, T, T;
G| 9 11 12 790
C=BA—> G,| 2 7 1 200 | « Cq=(BA)q
G| 8 19 9 820

A matrixszorzas associativ tulajdonsaga miatt B(Aq) is ugyanezt az eredményt szolgaltatja.
Természetesen ez is értelmezhetd, az Aq mennyis€g mar ismert is az eldz0 kérdésbol.
Javasoljuk az olvasonak, hogy az Aq ismeretében is vezesse le a B(Aq) megoldast.

Séma segitségével vald szamolas:

Aq— | 70 60 180
T1 T2 T3
G| 1 0 4 790
B— G| 2 1 0 200 | < B(Aq)
G| 4 3 2 820

6. Egy-egy termékhez sziikséges alkatrészek legyartasahoz mennyi a
megmunkalogépek miitkodési koltsége?

A C=BA miatrix ¢ sorvektora a G; gép megmunkalasi idejét mutatja termékenként. A G;

gép mitkodési koltsége k;, igy a k-¢” a G; gép mitkodési koltségét fejezi ki termékenként.

Ha mindharom gépet figyelembe vessziik, akkor a
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ke +k, ¢ +k e
0sszeg fejezi ki, hogy az egyes termékekhez sziikséges alkatrészek legyartasdhoz mennyi a
gépek mitkddési kotsége. Ez a C matrix sorvektorainak a miikodési koltség vektor (k)

elemeire vett linearis kombinacidja, ami a kC matrixmiiveletnek felel meg. Mas felirdsban
k(BA).

A megoldas matrixmiiveletek segitségével:

9 11 12
kC=k(BA)=[10 30 202 7 1 |=[310 700 330].
8 19 9
Séma segitségével vald szamolas:
T, T, Ts
10 | G 9 11 12
k— 30 G, 2 7 1 — BA
20 | Gs 8 19 9
| 310 700 330 | «— Kk(BA)

A matrixszorzas associativ tulajdonsaga miatt (kB)A is ugyanezt az eredményt szolgaltatja.
A kB is konnyen -értelmezhetd, mégpedig a gépek mikodési koltségét fejezi ki
alkatrészenként. Javasoljuk az olvasonak, hogy a kB ismeretében is vezesse le a (kB)A
megoldast.

Séma segitségével vald szamolas:

T, T, T,
150 | G 1 3 0
kB— | 9 | G, 0 1 1 —A
80 | Gs 2 2 3
| 310 700 330 | < (kB)A

7. A megrendelés teljesitésének mekkora az dsszes koltsége?

Legyen a kC vektor j-edik eleme (kC), amely a T; termékhez sziikséges alkatrészek
legyartasahoz a gépek miikodési koltségét fejezi ki. A T; termékbdl a megrendelés g;, ehhez
¢ (kC); mikodési koltség tartozik. Ezeket termékenként Osszeadva, megkapjuk a
megrendelés teljesitéséhez a gépek miikodési koltségét, amelyet a kC és a q vektor skalaris
szorzata ad meg, tehat képletben (kC)q vagy (k(BA))q. A formula atrendezheté a
(kB)(Aq) skalaris szorzat formara is. A k(BA)q formara vald atrendezés is helyes.
Javasoljuk az olvasonak a fenti felirasok szerinti értelmezést.

Ne feledkezziink meg, hogy nemcsak gépi megmunkalasi koltségek vannak, hanem
alkatrészkoltségek is. Az Aq vektor i-edik eleme (Aq), amely az A; alkatrészbdl a
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megrendeléshez sziikséges mennyiség. Az A; alkatrész ara p;, igy p;i(Aq); a megrendelés A;
alkatrész koltsége. Az Osszes alkatrész koltség

P (AQ), +p, - (AQ), + p;- (AQ);.
Ez a p vektor és az Aq vektor skalaris szorzata, képletben

p(AQ),
amely felirhatd (pA)q, sot pAq formaban is.

Ezeken a koltségeken feliil még a termékek szerelési koltségét is figyelembe kell venni. Ezt
az

S gy 8,4, + 534,
skalaris szorzas adja, amely vektoros felirasban sq vagy gs.

Osszefoglalva, a hirom kéltséget az alabbi formula adja:
(k(BA))q +p(Aq) +sq.
A q vektor kiemelésével a fenti formula az alabbi skalaris szorzat formajaban irhato.

(kBA +pA+s)q.

Ennek értelmezése az eldzdek alapjan egyszer. A kBA vektor elemei az egyes
termékekhez sziikséges alkatrészek megmunkalasi koltségét, a pA vektor elemei az egyes
termékekhez sziikséges alkatrészek koltségét, az s vektor elemei az egyes termékek
szerelési koltségét adjadk. Ha ezeket rendre a termékekbdl eldallitott mennyiségekkel
szorozzuk ¢és a szorzatokat 6sszeadjuk, akkor a megrendelés 6sszes koltségét kapjuk.

E fenti értelmezés alapjan a megoldés az aldbbi:

A harom koltségvektor:

310] [117 [6] [327
KBA +pA +s =700 |+| 23 |+|5|=|728]
330| [11] |3]| |344

Ezt szorozva skalarisan a q vektorral kapjuk a megrendelés teljes koltségét, amely 31 590.

Mivel a fenti formula viszonylag bonyolult, ezért felirjuk matrixszorzatos irdasmod szerint is
k'BAq+p Aq+sq,
vagy
(k"'BA+p"A+s')q.
Példa:
Legyen adott az AeR™™ matrix. Jeloljiik ki a matrix egy nemzérus elemét, az a,, elemet.
Nevezziik ezt pivot elemnek. A matrix r-edik sorat pivotsornak, az s-edik oszlopat pedig
pivotoszlopnak.

1. A matrixmiiveletek segitségével hatarozzuk meg azt a BeR"™" matrixot, amelyben a
pivotsor és a pivotoszlop minden eleme zérus. A pivotsoron kiviili sorokat pedig
ugy szamoljuk, hogy az adott sorbol kivonjuk a pivotsor valahdnyszorosat. Azt,
hogy héanyszorosat kell kivonni, a pivotoszlop két elemének hanyadosa adja a
kovetkezd képlet segitségével

. . a. .
b(l) = a“) ——”a(’) 1L*Tr.
a

rs
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2. Modositsuk a B matrixot egy CeR™" matrixra Ugy, hogy a pivotsor ne nullazédjon
ki, hanem az eredeti A matrix pivotsora legyen elosztva a pivotelemmel. A C matrix
meghatdrozasat szintén matrixmiveletek segitségével végezziik.

Megoldas:
1. A B matrix a diadikus szorzas hasznalataval egyszeriien eldallithatd, mégpedig a

pivotoszlop €s a pivotsor diadikus szorzata segitségével az alabbiak szerint

B= A—Lasa(’) :
a

rs

amely elemenkénti felirasban a kdvetkezd

1
b, =a; ——aya

is rj *
rs

Ezt egyszeriien belathatjuk, ha

- ha i = r (pivotsor), akkor: b.=a, —La a.=0,

7 7 sy

a

rs

. 1
- ha j = s (pivotoszlop), akkor: b, =a, ——a,a, =0,

TS
rs

1 a,
4 1 . — — is
- ha i # r (nem pivotsor), akkor: b, =a, ——a,a, = a, - a,,

rs rs

o _ G a®
a

rs

megfogalmazottal azonos eredményt ad.

amely vektoros formaban b"”) = a i # r, ez pedig a feladatban

2. A C matrixot ugy kapjuk, hogy a B matrixhoz hozza kell adni egy olyan métrixot,

amelynek r-edik sora a pivotsor — -szorosa, a tobbi sor pedig zérus. Ezt egy
a

rs

diagonalis matrix-szal valo balrél szorzassal lehet elvégezni, legyen ez a DeR™™

matrix, amelynél d :L, a tobbi foatlobeli elem pedig zérus. A hozzdadando

matrix, igy DA. A C matrix pedig
C=DA+B=DA+A —iasa“) =(D+E)A —iasa“) ,

rs rs

ahol EeR"™" egységmatrix, a D+E matrix pedig olyan diagonalis matrix, amelynek

) ) ) ) 1
féatlobeli elemei 1, kivéve az r-ediket, amely 1+—.

a
[usztralas szampéldaval:
51 6 4
A=l1 4 2 =3 r=2, s=3.
2 4 -4 3

A pivotelem: a,3= 2, pivotsor: 2. sor, pivotoszlop: 3. oszlop.

Matrixmiiveletek nélkiili megoldas:

. 6 . . . -4 . . .
Az 1. sorbol a pivotsor 5 -szeresét, a 3. sorbol a pivotsor 7-szereset kell kivonni.
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51 6 4 2 —-11 0 13 2 —-11 0 13
A:14[2]—3—>B:0000,C:%2 1—%.
2 4 -4 3 4 12 0 -3 4 12 0 =3
Matrixmiiveletek segitségével torténé megoldas:
1 0 O 6
D+E=|0 1+% 0|, a®=[1 4 2 -3] a,=| 2
0 0 1 -4
A B ¢s C matrixok szamitasdhoz kijelolt miiveletek elvégzése:
51 6 4 6 6 24 12 -18
(D+E)A:% 6 3 —%, aa®?= 21 4 2 =3]=|2 8 4 -6|
2 4 —4 3 -4 -4 -16 -8 12

A keresett B és C matrix:

| 51 6 4 3 12 6 -9] [2 -11 0 13
B:A—§a3a(2): 1 4 2 -3|-|1 4 2 =3|={0 0 0 O]
2 4 -4 3| |-2 -8 -4 6| |4 12 0 -3
51 6 4 3 12 6 -9] |2 —-11 0 13
1
C=(D+E)A-1aa® =2 6 S ] M K S e 4
2 2 2 2 2
2 4 -4 3| [-2 -8 -4 6 4 12 0 -3

Példa:

Legyen adott az AeR™™ matrix. Modositsuk az A matrixot a kovetkezOképpen: a k-adik
oszlopabdl vonjuk ki az s-edik (s#k) oszlopanak A-szorosat, a tobbi oszlopot hagyjuk
valtozatlanul. Irjuk fel az igy keletkez6 B matrixot a matrixmiiveletek segitségével!

Megoldas:
Készitsiink egy matrixot, amelyet majd megszorzunk az A matrix-szal megkapjuk a B

matrixot. Jeloljiik ezt az nxn-es matrixot G-vel. A G matrix megkonstrudlasdhoz induljunk
ki az n-ed rendi egységmatrixbol. Az egységmatrix k-adik oszlopaban az s-edik elemet
(z€rust) valtoztassuk meg, legyen gy = - A. Tehat a G matrix k-adik oszlopaban a k-adik
elem 1, az s-edik elem —A, a tobbi elem pedig zérus. Megmutatjuk, hogy a keresett B matrix
a B=AG miivelettel szamithato ki, tehat jobbrol kell szorozni a G matrix-szal.

A B matrix oszlopszerinti felirdsa

B=AG=[Ag, Ag, - Ag]

A g; oszlopvektorok a k-adik kivételével egységvektorok, igy j#k esetén b=Ag—= Ae=a,
tehat a k-adik oszlop kivételével a tobbi oszlop nem valtozik. A b;=Ag; oszlopvektor a
linearis kombinacioval felirva az alabbi
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b, =Ag,=1-a,+(-4)-a,

ez pedig pontosan annak felel meg, hogy a k-adik oszlopbdl kivonjuk az s-edik oszlop A-
SZorosat.

Példa:

Legyen adott az AeR™™ matrix. Modositsuk az A matrixot a kdvetkezOképpen: a k-adik
sorabol vonjuk ki az r-edik (r#k) soranak A-szorosat, a tobbi sort hagyjuk valtozatlanul.
frjuk fel az igy keletkez8 B matrixot a matrixmiiveletek segitségével!

Megoldas:
Készitslink egy matrixot, amelyet majd megszorzunk az A matrix-szal megkapjuk a B

matrixot. Jeloljik ezt az mxm-es matrixot G-vel. A G matrix megkonstrualasdhoz
induljunk ki az m-ed rendii egységmatrixbol. Az egységmatrix k-adik soraban az r-edik
elemet (zérust) valtoztassuk meg, legyen g, = - A. Tehat a G matrix k-adik soraban a k-
adik elem 1, az r-edik elem —A, a tobbi elem pedig zérus. Megmutatjuk, hogy a keresett B
matrix a B=GA mivelettel szamithato ki, tehat balrél kell szorozni a G matrix-szal.

A B matrix sorszerinti felirasa

g(l)A
B g(2)A

(m)
g A
A g sorvektorok a k-adik kivételével egységvektorok, igy i#k esetén b” = g”A= e,A= a
tehat a k-adik sor kivételével a tobbi sor nem valtozik. A b® = g®A sorvektor a lineéris
kombinacioval felirva az alabbi

b® = g®A =1.2% 1 (=1)-a",

®

ez pedig pontosan annak felel meg, hogy a k-adik sorbol kivonjuk az r-edik sor A-szorosat.

Példa:

Legyen adott az AcR"™" matrix. Az el6z6 példahoz hasonléan modositsuk az A matrixot a
kovetkezOképpen: a k-adik sorabol vonjuk ki az r-edik soranak (r#k) A-szorosat, a tobbi
sort hagyjuk valtozatlanul. Most azonban megmondjuk, hogy az r-edik sor hanyszorosat
vonjuk ki, annyiszorosat vonjuk ki, hogy a k-adik sor s-edik eleme zérus legyen. Irjuk fel az
igy keletkez6 B matrixot a matrixmiiveletek segitségével!

Megoldas:
Az el6z6 példa megoldasabol lattuk, hogy a sorkivonasi feladat megoldasit a B=GA

mivelet adja. Olyan A szamot kell valasztanunk, hogy b,=0 legyen. A by, elem pedig a
b® =g®A=1.a" +(-21)-a"”

kifejezésbdl egyszeriien meghatdrozhatd, hiszen by= ai - A a,,. =0, akkor ha a A = ay, / a,s.
Tehat A-t az A matrix s-edik oszlopbeli két elemének hdnyadosara kell valasztani tigy, hogy
a szamlalo a k-adik sorbol, a nevezd pedig az r-edik sorbol valo.
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Példa:

Legyen adott az AcR"™" matrix. Az el6z6 példahoz hasonldan modositsuk az A matrixot a
kovetkezOképpen: a k-adik sorabél vonjuk ki az r-edik (r#k) sordnak A.-szorosat, de a
tobbi sort (i#k) ne hagyjuk valtozatlanul, hanem azokban a sorokban is végezziik el ezt a
kivonast, tehat minden sorbol (i#r) vonjuk ki az r-edik sor A;-szeresét. Olyanok legyenek a
kivonasok, hogy minden sor (i#r) s-edik eleme zérus legyen. Ez azt jelenti, hogy az s-edik
oszlop egy elem (r-edik) kivételével kinullazodik. Az r-edik sort eddig nem valtoztattuk,
most valtoztassuk meg azt is, mégpedig ugy, hogy minden elemét osszuk el az a,; elemmel.

Megoldas:
Az el6z6 példa megoldasabol lattuk, hogy a sorkivonasi feladat megoldasit a B=GA

milvelet adja. Olyan A; szamokat kell valasztanunk, hogy ;=0 legyen. Azt is lattuk, hogyan
kell megvalasztani a A; szamokat, mégpedig a A; = a;/a,, valasztassal. Ezenfeliil, még az r-
edik sor minden elemét el kell osztani az a,, elemmel. Ezt egy diagonalis matrix-szal valo
balrél szorzassal lehet megvalositani, ahol az r-edik diagonalis elem 1/a,,, a tobbi diagondlis
elem z€rus. A fenti két feladat mindegyikét balrél szorzéassal lehet megvalositani.

Végezetiil felijuk a GeR™™ matrix sémajat, a keresett B matrix a B=GA miivelettel
hatarozhaté meg.

r. 0szlop
als
1 0 0 0 0
ars
a2s
0 1 0 0 0
ars
1
7. sor 0 0 0 — 0 0
ars
am—] K
0 0 0 : 1 0
0 0 0 - 0 1
ars

[Mlusztralas szampéldéaval, hasznaljuk az el6z6 példa adatait:

51 6 4
A=|1 4 2 =-3| r=2, s=3.
2 4 -4 3
A G matrix el6allitasa:

)

2
G=|0 l 0]

2
0o -
L 2 |
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A keresett B matrix:

6
1 —= 0
2 51 6 4 2 -11 0 13
1 1 3
B=GA=|0 = O0l/l1 4 2 -=-3|=[— 2 1 -=
2 2 2
(—4) 2 4 -4 3 4 12 0 -3
0—71

Megjegvzések az el6zo két példahoz:
1. Ugyanaz az eredmény adodott, holott kétféle 6sszefliggést hasznaltunk:

(D+E)A —Lasa“) ill. GA

rs

2. A késObbi tanulmanyok soran az olvas6 taldlkozni fog a pivotaldas miveletével és
bizonyara ra fog ismerni, hogy az ott megfogalmazott miiveletek a fenti példakban
bemutatott médon, azaz matrixmuveletekkel is leirhatok.

Javasoljuk az olvasonak a fentiek gyakorlasat tovabbi szampéldakkal is, mivel ezek a
milveletek nagyon sok feladat megoldasaban keriilnek felhasznalasra, tobbek kozott a
linearis egyenletrendszer megoldasanal, az inverzmatrix meghatarozasanal, stb.

A gyakorlast ugy célszeri végezni, hogy felvesziink egy tetszéleges matrixot, azon
elvégezziik a sor kivonasat az oszlop kinulldzasaval (vagy anélkiil) és utana eldallitjuk a G
matrixot és azzal is elvégezziik a kijelolt miiveletet.

Elézetesen, izelitoiil néhany szot szolunk — nem torekedve a teljességre — a lineéris
egyenletrendszer megoldasdnak két moddszerérdl. A linearis egyenletrendszer matrixos
megfogalmazasa Ax=b, ahol az x vektort kell meghatarozni.

Gauss-eliminacios modszer:

Az A matrixot tobb 1épésben modositjuk a sorkivonas modszerével.

Az 1. 1épésben a 2. sortdl kezdve az Osszes sorbol ugy vonjuk ki az 1. sort, hogy az 1.
oszlopot kinullazzuk (eliminaljuk),

a 2. 1épésben a 3. sortdl kezdve az Gsszes sorbol ugy vonjuk ki az aj 2. sort, hogy a 2.
oszlopot kinullazzuk,

a 3. 1épésben a 4. sortdl kezdve az Osszes sorbol ugy vonjuk ki az aj 3. sort, hogy a 3.
oszlopot kinullazzuk, ¢és igy folytatjuk a megoldast.

Az 1. sort nem moddositjuk, az Gjonnan szémitott 2. sort sem modositjuk, az Ujonnan
szamitott 3. sort sem modositjuk, stb. Ha a fenti miiveleteket a b vektoron is elvégezziik,
akkor az igy keletkez6 matrixb6l egyszeri mddon meghatirozhatjuk a linearis
egyenletrendszer megoldasat. A gyakorlati szdmoldsnal a b vektort az A matrix mell¢ irjuk,
igy a kibdvitett [A,b] matrixon végezziik el a miiveletet.

Gauss-Jordan médszer:

Az A matrixot ennél a mddszernél is tobb I€pésben modositjuk a sorkivonas modszerével,
de eltéréen a Gauss-eliminacios modszertdl, itt az 1. Iépésben az 1. sort elosztjuk az a;,
elemmel, a 2. 1épésben az Ujonnan szamitott 2. sort elosztjuk az j a,, elemmel, a 3.
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lépésben az Gjonnan szamitott 3. sort elosztjuk az 0j az; elemmel, stb. Ezen feliil még van
mas valtozas is. Mig a Gauss-elimindcios modszernél csak az adott sortdl lefelé tortént a sor
kivonasa az oszlop kinulldzasaval, a Gauss-Jordan modszernél minden sorban (kivéve az
aktudlisat, mert abban az el6zdek szerint osztast végziink) elvégezziik az oszlop
kinullazasat. Ha a kibOvitett [A,b] matrixon végezziik el a miiveletet, akkor az A matrix
helyén egységmatrixot kapunk, a b vektor helyén pedig az egyenletrendszer megoldédsat
olvashatjuk ki.

Példa:

Egy vallalat m féle terméket allit eld n f€le alkatrész dsszeszerelésével. Jelolje a;; azt, hogy
az i-edik termék Osszeszereléséhez a j-edik alkatrészbdl hany darabra van sziikség. A b;;
jelentse azt, hogy egy adott év i-edik honapjaban a j-edik termékbdl hany darabot allitanak
elé. Jelolje p; az i-edik alkatrész egységarat. A v; pedig jelentse az i-edik termék egy
darabjanak szerelési koltségeét.

Az alabbiakban 24 kérdést tesziink fel, amelyekre a vélaszt matrixmiiveletek segitségével
kell megfogalmaznunk.

Elészor fogalmazzuk meg a feladatban szerepld adatokat matrix, ill. vektoros formaban.
Legyen A matrix a termékek Osszeszerelésének alkatrész-sziikséglet matrixa. Az A matrix
a” sorvektora az egyes termékek Osszeszereléséhez sziikséges i-edik alkatrész szamat
mutatja, az a; oszlopvektora a j-edik termékhez sziikséges alkatrészek darabszamat mutatja.
Legyen B matrix a havonkénti termékeldallitis matrixa. A B matrix b"” sorvektora
megmutatja, hogy az i-edik honapban az egyes termékekbdl mennyit szerelnek Ossze, a b;
oszlopvektor pedig azt mutatja, hogy a j-edik termékbdl az egyes honaapokban mennyit
szerelnek Ossze.

Legyen p vektor az alkatrészek arvektora.

Legyen v vektor termékek szerelési koltségvektora.

A megoldasoknal hasznaljuk még az 6sszegzdvektort (1) €s az egységvektorokat (e;).

Célszerli a szamitashoz sziikséges adatokat (matrixokat, vektorokat) egy sémaban
felrajzolni, igy konnyebbé é€s attekinthetobbé valik a miiveletek megértése. A sémaban
sorokhoz ¢és oszlopokhoz a példdban szerepld megnevezéseket is javasoljuk feltiintetni,
ekkor sokkal egyszeriibbé tehetjiik a megoldasok megkeresését.

| v

p
A .. A . A T, ... T, ... T,
T1 Hl
T; A H; B
Tm H12
A kérdesek a kovetkezdk:
1. Mennyi az egyes honapokban termelt termékek szama?
A vélasz: B1

A B matrix sorvektorai mutatjak a havi termelést a termékekbdl, igy minden soraban 6ssze
kell adni a szdmokat, ezt a B matrix €s az 6sszegzdvektor jobbrol valo szorzasa adja.
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2. Mennyi az év soran az egyes termékekbdl termelt mennyiség?
A viélasz: 1B
A B matrix oszlopvektorai mutatjak a termékekbdl havonta termelt mennyiséget, igy a B
matrix minden oszlopaban 6ssze kell adni a szdmokat, ezt a B matrix és az dsszegzdvektor
balrél val6 szorzésa adja.

3. Havonként atlagosan hany terméket allitanak el6?
A valasz: (1/12)1B1
Az éves szinten termelt termékek szamat tobbféleképpen megkaphatjuk:
- a B matrix minden elemét 6ssze kell adni, ezt az 1B1 mivelet adja,
- az egyes honapokban termelt termékek szamat (B1) dssze kell adni, ezt az 1(B1)
vagy a (B1)1 skalaris szorzas adja,
- az egyes termékekbdl az év sordn termelt termékek szamat (1B) Ossze kell adni,
1(1B) vagy a (1B)1) skalaris szorzas adja.
Mindharom esetben a vektorszorzatos felirast hasznaltuk!
Ha elosztjuk az éves szinten termelt termékszdmot a honapok szdmaval, azaz 12-vel, akkor
a havi atlagot kapjuk.

4. Az r-edik hénapban hany terméket allitottak el6?
A vélasz: e,(B1) vagy (Bl)e, vagy e,B1
A havonkénti termelés vektoranak az r-edik eleme adja meg a valaszt, amelyet
egységvektorral vald skaldris szorzas ad.

5. Mennyi az s-edik termékbdél az r-edik honapban gyartott mennyiség?
A viélasz: e,Be;
A B matrix b, eleme a kérdés, amelyet egységvektorral valo balrdl és jobbrol szorzas ad.

6. Mennyi az s-edik termékbdol az év soran termelt mennyiség?
A viélasz: (1B)e, vagy e,(1B) vagy 1Be;
A termékekbdl az év soran termelt mennyiséget az 1B vektor adja, amelynek s-edik eleme a
kérdés, ezt pedig az egységvektorral valo skalaris szorzas adja.

7. Mennyi az egyes honapokban a szerelési koltség?
A vélasz: Bv

| v

T, .. T, .. T,
H,

H, B

H12

Mint ismeretes a B matrix j-edik oszlopvektora (b)) a j-edik termékbdl az egyes
honapokban eldéllitott mennyiséget jelenti. A j-edik termék minden egyes darabjat v;
koltséggel szerelik 0ssze, igy a j-edik termék szerelési koltségét havonta a vb; vektor adja.
A tobbi termék szerelési koltségét hasonloan kapjuk meg, igy az 6sszes termék havonkénti
szerelési koltsége

V1b1 + Vzbz + ...+ Vmbm,
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amely a B matrix oszlopvektorainak a v vektor elemeire vett linearis kombinacioja, ezt
pedig a Bv miivelet adja.

Masik megoldasi mod: a H; honapban a termelés mennyiségét termékekenként a B matrix i-
edik sorvektora b adja. Ennek elemeit a termékek szerelési koltségeivel szorozva és a
szorzatokat Osszeadva, kapjuk az i-edik honapban a szerelési koltséget, amely a b‘v
skalaris szorzatnak felel meg. A tobbi honapban is egy-egy skaléris szorzat adja a koltséget,
ezt pedig a Bv miivelet irja le.

8. Mennyi az éves szinten a szerelési koltség?
A viélasz: 1(Bv) vagy (Bv)1 vagy 1Bv
A havi szerelési koltségeket (Bv) add vektor elemeit Ossze kell adni, ezt egy
0sszegzOvektorral valo skalaris szorzas adja.

9. Mennyi a havonkénti atlagos szerelési koltség?
A viélasz: (1/12)1Bv
Az éves szintli szerelési koltséget osztjuk a 12-vel, akkor havi atlagot kapunk.

10. Mennyi az egyes honapokban a szerelési koltség termékfajtanként

A viélasz: BV vagy B<v>

A B matrix j-edik oszlopa a j-edik termékbdl az egyes honapokban eléallitott mennyiséget
jelenti. A j-edik termék minden egyes darabjat v; koltséggel szerelik Ossze, igy a j-edik
termék szerelési koltségét havonta ugy kapjuk meg, hogy a j-edik oszlop mindegyik elemét
megszorozzuk v-vel. Hasonléan jarunk el a tobbi terméknél is, azaz a matrix tobbi
oszlopanal is. A fenti szamitdst a matrixmiiveletek koziil egy diagonalis matrix-szal vald
jobbrdl szorzasi miivelettel lehet megvalositani. A v vektorbol képeziink egy V diagonalis
matrixot (a diagonalis elemek a vektor elemei) és a BV vagy B<v> szorzast végezziik el.

11. Egy-egy termék osszesen hany darab alkatrészbél all?
A viélasz: Al
Az A matrix sorai mutatjak az egyes termékekhez felhasznalt alkatrészek mennyiségét, igy
az A matrix soraiban 1év0 elemeket kell 6sszeadni, amit az 6sszegzdvektorral valo jobbrol
szorzas ad.

12. Mennyi egy-egy termék alkatrészkoltsége?
A vélasz: Ap

2> [
's

A

Tudjuk, hogy az A matrix i-edik sorvektora (a"”) az egyes alkatrészekbdl az i-edik termék
egy darabjanak eldallitasahoz sziikséges mennyiséget jelenti. A sorvektor elemeit rendre az
alkatrész egységaraval szorozva, majd ezeket Osszegezve kapjuk az i-edik termék
alkatrészkoltségét, amely az a”p skaléris szorzasnak felel meg. A tobbi termékre hasonlé az
alkatrészkoltség szamitdsa. Ez az A matrix és a p vektor Ap szorzasdnak felel meg. Tehat
az Ap szorzat termékegységenként adja meg az alkatrészkoltséget.

54



Masik megoldasi mod: Az A matrix j-edik oszlopvektora (a;) megmutatja, hogy a j-edik
alkatrészbol az egyes termékekhez mennyit hasznalnak fel. A j-edik alkatrész ara p;, ekkor
pra; adja a felhasznalast pénzben kifejezve, mas szoval az alkatrészkoltséget. A tobbi
alkatrészre vonatkozo koltségét hasonldan kapjuk meg, igy a termékenkénti Osszes
alkatrész koltséget a

prratpra+ ... +p,a,

Osszefliggés adja, amely az A matrix oszlopvektorainak a p vektor elemeire vett linearis
kombinacidja, ez pedig az Ap miiveletnek felel meg.

13. Mennyi az r-edik termék alkatrészkoltsége?
A valasz: e (Ap) vagy a”p
Az Ap vektor a termékenkénti alkatrészkoltség vektora, ennek az r-edik elemére vagyunk
kivancsiak, amely egy egységvektorral vald szorzassal kaphato meg.
Masrészt az Ap vektor r-edik eleme az a”p skaléris szorzas.

14. Ha mindegyik termékbol csak egyet gyartana a vallalat, akkor mennyi az Osszes
alkatrészkoltség?
A viélasz: 1(Ap) vagy (Ap)1 vagy 1Ap.
Az Ap vektor adja a termékenként felhasznilt alkatrészek koltségét. Ha ennek elemeit
osszeadjuk, akkor a teljes alkatrészkoltséget kapjuk. A vektor elemeinek Osszeadasat pedig
a vektornak az OsszegzOvektorral vald skalaris szorzata adja, azaz a kérdezett
alkatrészkoltség: 1(Ap) vagy (Ap)l vagy 1Ap. Javasoljuk az olvasonak az 1Ap szorzat
értelmezését.

15. Mennyi a fenti esetben az egy termékre eso atlagos alkatrészkoltség?
A viélasz: (1/m)1Ap
Az 1Ap jelenti az dsszes termékre az alkatrészkoltséget, ha ezt elosztjuk a termékek
szamaval (m), akkor az atlagos (egytermékre jutd) alkatrészkoltséget kapjuk.

16. Mennyi egy-egy darab termékbe beépiilé alkatrészek koltsége alkatrészenként?

A vélasz: AP vagy A<p>

Az A matrix j-edik oszlopvektora a j-edik alkatrészbdl az egyes termékekhez felhasznalt
mennyiséget mutatja. Ha ezt az oszlopvektort megszorozzuk a j-edik alkatrész araval, p;-
vel, akkor az egyes termékekhez sziikséges j-edik alkatrészt kapjuk pénzben kifejezve, azaz
az alkatrészkoltséget. A tobbi alkatrész esetében is az adott oszlopvektort be kell szorozni
az adott alkatrész araval. Az oszlopok szorzéasat egy diagondlis matrix-szal vald jobbrol
szorzasi mivelettel tudjuk megvaldsitani. A p vektorbdl képeziink egy P diagonalis matrixot
(a diagonalis elemek a vektor elemei) és az AP vagy A<p> szorzast végezziik el.

17. A termelés soran honaponként az egyes alkatrészekb6l hany darabot hasznalnak fel?

A vélasz: BA
A megoldashoz valo eljutést segitheti az alabbi séma:
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Al .. A .. A

T, | |
4, A
T | \
T, T,
H,
Hy | 6%  b0a BA
H12
B

Arra a C matrixra vagyunk kivancsiak, amelynek c; eleme megmutatja, hogy az i-edik
honapban a j-edik alkatrészb6l mennyit haszndlnak fel. A i-edik honapban az egyes
termékekbdl gyartott mennyiséget a B matrix i-edik sorvektora (b") adja. A j-edik
alkatrészbdl az egyes termékek Osszeszereléséhez sziikséges alkatrészmennyiséget pedig az
A matrix j-edik oszlopvektora (a;) adja. A T, termékbdl az i-edik honapban b;; mennyiséget
szereltek Ossze és a T, termékhez a j-edik alkatrészbOl a;; mennyiség kell, igy a bj;-ay;
szorzat azt mutatja meg, hogy az i-edik honapban a j-edik alkatrészbdl mennyi lett
felhasznalva, ha csak a T;-et szerelik 0ssze. A tobbi termék Osszeszerelése is igényel A;
alkatrészlet a H; honapban, az dsszes terméket figyelembe véve

biaij+ bipay + ... + biay;

az alkatrészsziikséglet. Ez pedig a b"-a; skalaris szorzat. Ebbé]l mar lathaté, hogy az egyes
hénapokban az egyes alkatrészekbdl felhasznalt mennyiséget a C=BA matrixszorzat
szolgaltatja.

Javasoljuk az olvasénak, hogy ne csak ezen az Un. elemenkénti megoldassal, hanem mas
uton is probaljon eljutni a megoldast adé BA matrixszorzashoz.

18. Mennyi a honaponként felhasznalt alkatrészek koltsége?
A vélasz: (BA)p vagy B(Ap) vagy BAp
A honaponkénti alkatrészigényt a BA matrix irja le. Ennek j-edik oszlopvektora a (BA); az
A; alkatrészbdl a havi felhasznélast, a pr(BA); pedig a pénzben kifejezett felhasznalast
jelenti, mas szoval az alkatrészkoltséget. A

(BA);:p1 + (BA)py + ... + (BA),p,

Osszeg pedig az Osszes alkatrész koltséget adja havonként. Ez a BA matrix
oszlopvektorainak a linearis kombinacidja, ebbdl pedig kovetkezik, hogy a keresett matrix
a (BA)p mivelettel irhato le. A zardjelezhet6ség miatt ugyanez az eredmény adodik a
B(Ap) miivelettel is, amelynek ellendrzését ill. levezetését az olvaséra bizzuk.

19. Mennyi a havi dsszes szerelési- koltség és alkatrész koltség?
A vélasz: Bv+(BA)p vagy B(v+Ap)
Az el6z6 kérdések eredményei alapjan a havi szerelési koltséget a Bv vektor, a havi
alkatrész koltséget a B(Ap) vektor adja, igy az Osszes koltség ezek Osszege, vagyis
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Bv+B(Ap), ami azonos a B(v+Ap) eredménnyel. Javasoljuk az utdbbi szerinti értelmezést
is.

20. Mennyi az évi Osszes szerelési- koltség és alkatrész koltség?
A vélasz: 1(Bv+(BA)p) vagy 1B(v+Ap) vagy 1Bv+1BAp
A havi szerelési koltséget ¢€s alkatrészkoltséget kell Osszeadni, ez pedig az
OsszegzGvektorral — torténé  skalaris  szorzast jelenti. Ertelmezze a  kilonbozé
Osszefliggéseket!

21. Mennyi a havi atlagos 6sszkoltség?
A valasz: (1/12)(1Bv+1BAp) vagy (1/12)1B(v+Ap)
Az 0sszes koltség osztva 12-vel adja meg a havi atlagot. Ertelmezze az utobbi dsszefliggést!

22. Mennyi az egy termékre juto éves atlagos osszkoltség?
A valasz: [1/(1B1)1B(v+Ap)
Az év soran 1B1 mennyiségli terméket szereltek Ossze, ha ezzel osztjuk az éves
Osszkoltséget, akkor a termékre vonatkozé atlagot kapjuk. Ertelmezze az utdbbi
Osszefliggést!

23. Egy adott honapban ¢, ¢>,..., ¢, mennyiségii alkatrészbol termékenként hany darab
allithato el6?
A valasz: XxA=q (x=?), ha létezik A", akkor x=qA™" képlettel is felirhaté a megoldas
Jelolje az egyes termékekbdl eldallithatd mennyiséget x;, Xz, ..., x,; foglaljuk ezeket az x
vektorba. Az i-edik termékhez az alkatrészsziikségletet az A matrix i-edik sorvektora (a"”)
mutatja. Az x; mennyiségli i-edik termékhez az alkatrészsziikséglet x-a”. Az Gsszes
terméket figyelembevéve az alkatrészsziikséglet

xi-aV +xp a®+ L+ x,-2”,

amely az A matrix sorvektorainak az x vektor elemeire vett linearis kombinacioja, ezt az
xA mivelet irja le. Ennek az alkatrészsziikségletnek kell egyenlének lennie az adott
alkatrészmennyiséggel, amit a q vektor jellemez. Osszefoglalva a keresett x vektort az
xA=q linearis egyenletredszer megoldasa adja. Amennyiben létezik az A matrix inverze, Ugy
a megoldas x=qA™' formaban is felirhato.

24. Egy adott honapban qi, ¢3,..., . mennyiségii alkatrész beszerelésének mennyi a
szerelési koltsége és az alkatrészkoltsége?
A viélasz: xv+qp
A q1, q, .., g, mennyiségli alkatrész beszerelésével az el6zd pont szerint kiszamitott x;, x»,
.., X, mennyiségll termék allithato eld, amelyeknek szerelési koltségét az xv skalaris szorzat
adja, ehhez jon még a ¢, ¢, .., ¢, mennyiségl alkatrész ara, amelyet a qp skalaris szorzat
ad.
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4. Leontief-féle input-output modell

Tekintsiink egy gazdasdg termelési modelljét, amelyben kiilonbozéd szektorok
(termeldagazatok) kiilonb6zd termékek eldallitasaval foglalkoznak. Tételezziik fel, hogy a
modellben a termékek és a szektorok (termeldagazatok) kozott kdlcsondsen egyértelmil
megfeleltetés van. Ezt a fajta termelési modellt Leontief-féle input-output modellnek
nevezziik. Tehat minden terméket egyetlenegy szektor allit el és forditva, minden szektor
egyetlenegy terméket termel.

Adott a modellben a kozvetlen raforditasok matrixa, amelyet jeloljon a B matrix. A B
matrix b; eleme azt mutatja, hogy a j-edik szektor (S;) az altala eldallitott termék
egységének eldallitasdhoz az i-edik termékbdl (T,;) mennyit hasznal fel kozvetlentil.

Adott a szektorok termelése (kibocsatasa), jelolje ezt a q vektor, tovabba adott a termékek
egységara (roviden ara), jelolje ezt a p vektor.

Mivel kolcsondsen egyértelmii a kapcsolat a szektorok és a termékek kozott, ezért az
altalanossag megseértése nélkiill mondhatjuk azt, hogy a S; szektor a T;, az S, szektor a T,
termék eldallitasaval, stb. foglalkozik. Innentdl kezdve a szektorokat nem is emlitjiik, hanem
csak a termékeket. Ebben a megfogalmazasban a b;; elem azt mutatja, hogy a j-edik termék
(T)) egységének eloallitasdhoz az i-edik termékbél (T;) mennyi a kozvetlen felhasznalas. A
B matrix i-edik sorvektora (b)) azt mutatja, hogy a termelés soran az i-edik termékbél
kozvetleniil mennyit haszndlnak fel az egyes termékek eldallitaisahoz. A B matrix j-edik
oszlopvektora (b)) pedig azt jelzi, hogy a termelés soran a j-edik termék eloallitdsdhoz az
egyes termé¢kekbdl mennyit hasznalnak fel. A q vektort a termékek bruttd termelésének
nevezziik. A termékek szdma legyen n, igy irhatd, hogy BeR"™, qeR", peR". A matrixot
¢s a vektorokat az alabbi sémaban is ko6zoljiik, amely remélhetdleg majd megkonnyiti a
kovetkezOkben elvégzendd modell-elemzést. Tobb kérdést is felvethetiink, amelyekre a
valaszt matrixmiiveletekkel fogjuk megadni.

T, T, T,
P T, by blj by
Pi Tl‘ bi] blj bin
pol To | b ... by ... b

1. Hatarozzuk meg az anyagkoltség matrixot!

Arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyi a kozvetlen felhasznalas pénzben kifejezve. Ha a B
matrix mindegyik sorvektorat megszorozzuk a megfeleld termék araval, akkor a keletkez6
R miatrix r; eleme azt mutatja, hogy a j-edik termék egységének eldallitasahoz az i-edik
termékbdl hany pénzegység értékii mennyiséget hasznalunk fel kozvetleniil. Ezt az R
matrixot nevezzilk anyagkoltség matrixnak. Ismeretes, hogy egy ilyen miveletet egy
diagonalis matrix-szal valoé balrél szorzéassal lehet eldallitani. A p arvektor elemeibdl
készitsiink egy diagonalis P matrixot (4&rmatrix) és ha ezzel balrél megszorozzuk a B
matrixot, akkor az anyagkoltség matrixot kapjuk, azaz R=PB, vagy vektorosan R=<p>B.
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2. Hatarozzuk meg az anyagkoltség matrix ismeretében a kozvetlen raforditas
matrixot!

Az R=PB 06sszefliggésbdl induljunk ki, szorozzuk meg az egyenletet balrdl a P diagondlis
matrix inverzével, ekkor P'"R=P"'PB, a jobboldalon P"'P=E és EB=B, igy a megoldas B=P"
'R vagy vektorosan B=<p>"R. Megjegyezziik, hogy diagonalis matrix inverzét egyszeriien
lehet képezni, a diagonalis elemek inverzét (reciprokat) kell venni.

3. Hatarozzuk meg a brutto termeléshez tartozo kozvetlen raforditas matrixot!

Ha a B matrix mindegyik oszlopvektorat megszorozzuk a megfeleld bruttd termeléssel,
akkor a keletkez6 C matrix c; eleme azt mutatja, hogy a j-edik termék bruttd termelésének
megfeleld mennyiségli termék eldallitasahoz az i-edik termékbdl mennyit haszndlunk fel
kozvetleniil. Ismeretes, hogy egy ilyen miiveletet egy diagonalis matrix-szal valdé jobbrol
szorzassal lehet eldéllitani. A q bruttd termelés vektor elemeibdl készitsiink egy diagonalis
Q matrixot ¢és ha ezzel jobbrél megszorozzuk a B matrixot, akkor a C matrixot kapjuk,
azaz C=BQ, vagy vektorosan C=B<q>.

4. Hatarozzuk meg a brutt6 termeléshez tartozo netté kibocsatast!

A B kozvetlen raforditas matrix b; oszlopvektora azt mutatja meg, hogy a j-edik termék
egységének eldallitasdhoz az egyes termékekbdl kozvetleniil mennyit hasznalnak fel. Ha a j-
edik termékbdl g; mennyiséget termelnek (allitanak eld), akkor a kozvetlen felhasznalas
vektora gb;. A felhasznalds a tobbi termékre is hasonloan irhatd fel, igy a q brutto
termeléshez a felhasznalds vektora

qb,+q,b,+...+¢g,b

ne

azaz a B matrix oszlopvektorainak linearis kombinéacioja, amely a Bq szorzasnak felel meg.
Ha a q brutt6 termeléshez Bq mennyiséget felhasznalunk, akkor a nettd termelés, vagy
nettd kibocsatas vektora q — Bq. Jelolje a nettd kibocsatast az r vektor, igy

r=q-Bq.
A nettd kibocsatas tehat megmutatja, hogy a termelés soran felhasznalt termékek utan
mennyi marad Un. végso felhasznalasi célokra.

Az r = q — Bq formuldhoz az aladbbi okoskodassal is hozzajuthatunk. Ha az i-edik termék
kozvetlen felhasznalas b"” sorvektorat skalarisan megszorozzuk a q vektorral, akkor ez a
mennyiség megadja, hogy a q termeléshez mennyit hasznalunk fel az i-edik termékbdl. A
b“'q mennyiségek vektorat pedig a Bq szorzéassal kapjuk.

5. Hatarozzuk meg a nett6 kibocsatashoz tartozo brutt6 termelést!

Az r = q — Bq Osszefliggésbdl induljunk ki és ebbdl rendezéssel fejezziik ki a q vektort. A
kovetkezOk adodnak: r = q — Bq = Eq — Bq = (E — B)q. A q vektor ebbdl a

q=(E- B)'lr
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formuldval szamithat6, amennyiben Iétezik az inverzmatrix. Az inverz Iétezésének
vizsgalataval itt nem kivanunk foglalkozni. Az (E — B)" inverzmatrixnak nagy jelentGsége
van a modellben, ezért ezt Leontief-féle inverznek nevezik és T-vel jelolik, ahol tehat

T=(E-B),
igy a brutto termel€s €s a nettod termelés k6zotti kapcsolatot a
q=Tr, il az r=T'q=q-Bq
formulak adjak.

6. Hatarozzuk meg az egyes termékek egységnyi mennyiségii eldallitasa soran
keletkez6 hozzaadott értéket vagy netto értéket!

A B kozvetlen raforditas matrix b sorvektora megmutatja, hogy az i-edik termékbdl
mennyit hasznalnak fel az egyes termékek egységnyi mennyiségének eldallitdsdhoz. Ha az i-
edik termék egységara p;, akkor felhaszndlas pénzbeli értéke pb”. A pénzben kifejezett
felhasznalds a tobbi termékre is hasonloan irhaté fel, igy a p arvektorhoz a pénzbeli
felhasznalas vektora
pb" +pb? +...+pb",

azaz a B matrix sorvektorainak linearis kombinacioja, amely a pB szorzasnak felel meg. A
p arrendszer esetén a pénzben kifejezett felhasznalas tehat pB, a kettd kiilonbsége a
keletkezd hozzaadott érték vagy nettd érték. A hozzaadott érték vektora p — pB. Jelolje a
hozzaadott értéket az m vektor, igy

m=p - pB.

A hozzaadott érték tehat megmutatja, hogy az egyes termékek egységnyi mennyiségi
eléallitdsa soran mennyi a hozzaadott érték.

Az m = p — pB formuldhoz az alabbi okoskodassal is hozzajuthatunk. Ha a p arvektort
skalarisan megszorozzuk a j-edik termék kozvetlen felhasznalds vektoraval, a b;
oszlopvektorral, akkor ez amennyiség megadja, hogy a p arak mellett pénzben kifejezve
mennyit hasznalunk fel az egyes termékekbdl. A pb; mennyiségek vektorat pedig a pB
szorzassal kapjuk.

7. Hatarozzuk meg a hozzaadott értékhez tartozo arvektort!
Az m = p — pB 0Osszefliggésbol induljunk ki €s ebbdl rendezéssel fejezziik ki a p vektort. A
kovetkezOk adodnak: m = p — pB = pE — pB = p(E — B). A p vektor ebbdl a

p=m(E - B)"

formuléval szamithato. Itt lathatjuk az (E — B)"' Leontief-féle inverz jelentségét.
Az arrendszer €s a hozzéaadott érték kozotti kapcsolatot

p =mT, ill. az m=T'p=p-pB
formulak adjak.
8. A kozvetlen raforditasok kiilonb6zo formaja

Az alapértelmezés mellett még harom értelmezést is hasznalhatunk. Mindegyik
értelmezésben a kozvetlen raforditasokat kapjuk.

60



a) Az elsO értelmezést (alapértelmezést) a fejezet elején ismertettiink. A Iényege az,
hogy az egyes termékek egységnyi mennyiségi eléallitasahoz a tobbi termékbdl
hany egységet haszndlunk fel. Tehat ebben az értelmezésben azt adjuk meg, hogy a
természetes egységhez mennyi a kozvetlen felhasznalas természetes egységben
kifejezve. A kozvetlen felhasznalas matrixa B.

b) A kozvetlen raforditast tigy is értelmezhetjiik, hogy természetes egységhez mennyi
a kozvetlen felhasznalds pénzegységben kifejezve. A kozvetlen felhasznalds matrixa
R=PB vagy R=<p>B, amit a 2. kérdésnél mutattunk be, ez az értelmezés is
szokasos, anyagkoltségnek is szokas nevezni.

c) A kozvetlen raforditast ugy is értelmezhetjiik, hogy a pénzegységhez mennyi a
felhasznalas természetes egységben kifejezve. Tekintsiik a j-edik terméket. Egy
természetes egységnyi mennyiség eloallitasahoz a tobbi termékbdl a természetes
egységben kifejezett felhasznalast a b; oszlopvektor mutatja. Ha nem természetes
egységnyi mennyiség eldallitasahoz akarjuk meghatarozni a felhasznalast, hanem

pénzbelihez, akkor a felhasznalast az pibj oszlopvektor mutatja. Tehat a j-edik
J

oszlop minden elemét el kell osztani a j-edik termék araval, vagy mas szoval meg

kell szorozni a j-edik termék aranak reciprokéval. Ezt az miiveletet minden oszlopra

kiterjesztve egy diagonalis matrix-szal valdo jobbrol szorzas adja. Korabbrol pedig

tudjuk, hogy a P"' matrix alkalmas erre. A kdzvetlen felhasznalds matrixa tehat

D=BP"' vagy D=B<p>"".

d) A kozvetlen raforditast ugy 1is értelmezhetjiik, hogy egy pénzegységnyi
mennyiséghez mennyi a felhasznilds pénzegységben kifejezve. A kozvetlen
felhasznalas matrixa A=PBP™', vagy <p>B<p>"', amely azonnal adédik a b) és c)
értelmezésbol.

Osszefoglalva: a B matrix elemeinek mértékegysége t.m./t.m., az R matrix elemeinek
mértékegysége p.m./t.m., a D matrix elemeinek mértékegysége t.m./p.m., az A matrix
elemeinek mértekegysége p.m./p.m., ahol t.m.=természetes mennyis€g ill. p.m.=
pénzmennyis€g. A legritkdbban a ¢) pontbeli értelmezést hasznaljak.

9. A Leontief-féle inverz kiilonb6zo értelmezése
A Leontief-féle inverz: T = (E — B)"', amelynek az aldbbi harom értelmezését adjuk:
a) Induljunk ki a bruttd termelés és a nett6 termelés kozotti kapcesolatot kifejezd
q="Tr

formulabdl. Ha r = e, akkor q = Te; = t;. Ebbdl a kovetkezd olvashato ki: A T
matrix t; oszlopvektora azt a brutté termelést adja, amely ahhoz sziikségeltetik,
hogy a j-edik termékbdl egységnyi a nettd kibocsatas, a tobbi termékbdl pedig zerus.
Tehat a T matrix ezen értelmezése szerint specialis nettd kibocsatasokhoz sziikséges
brutt6 termeléseket mutatja, mégpedig oszloponként.

b) Induljunk ki az arrendszer €s a hozzaadott érték kozotti kapcsolatot kifejezd

p=mT
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formuldb6l. Ha m = e;, akkor p = ¢;T = t*. Ebbdl a kovetkezd olvashato ki: A T
matrix t” sorvektora azt az arrendszer adja, amely esetén az i-edik termékben
egységnyi a hozzdadott érték, a tobbi termékben pedig zérus. Tehat a T matrix ezen
értelmezése szerint specidlis hozzaadott értékekhez adja meg az arrendszert,
mégpedig soronként.

Ennél az értelmezésnél az alabbi okoskodassal éliink.

Ha r mennyiséget termeliink, akkor ehhez Br mennyiséget fel kell hasznalni, amit
meg kell termelni. Viszont a Br termeléséhez B(Br) mennyiséget kell felhasznalni,
amit szintén meg kell termelni. A B(Br) termelés¢hez B(B(Br)) mennyiséget kell
felhasznalni, amit szintén meg kell termelni. A fenti gondolatmenetet folytatva a q
bruttd termelést a

q=r+ Br+ B(Br) + B(B(Br)) + ...
formula irja le, amelyet atrendezve az alabbi hasznalhat6 formulat nyer;jiik:
q=(E+B+B*+B’+...)r.
Ha ezt 6sszevetjiik a q = Tr 6sszefliggéssel, akkor azt kapjuk, hogy
T=E+B+B +B’ + ...

Itt egy pillanatra meg kell allni. Két kérdés is felmeriilhet az olvasdban. A fenti un.
Neumann-féle hatvanysor konvergens-e és ha konvergens, akkor vajon a Leontief-
inverz lesz-e a végtelen hatvanysor Osszege. E helyen ezeknek a feltételeit nem
részletezziik, mivel célunk a matrixmiiveletek gyakorlasa.

Az alabbiakban vizsgédljuk meg a kozvetlen raforditds matrix hatvanyait, elészor a
B’-et vizsgaljuk. A B°=BB szorzatmatrix ij elemét jeloljiik (BB);-vel. A (BB); pedig
az alabbi szerint részletezhetd:

(BB); =b®”b; = b,;'bj; + biyby + bisby + ... + byrby,.

Ezt a szorzatot értelmezziik: Az egységnyi T, termékhez a T, termékbdl b,
mennyiséget hasznalunk fel, viszont az egységnyi T, termékhez a T; termékbdl
b;rmennyiséget hasznalunk fel, ez azt jelenti, hogy az egységnyi T, termékhez a T,
termékbol a felhasznalas b;;-b;; mennyiség. Tehat a T, termékhez a T, termékbdl a T,
terméken keresztiili, nem kozvetlen, attételes felhasznalas b;;-b;;. A fenti képlet
masodik tagja pedig -az elobbiek szerint — azt fejezi ki, hogy a T, termékhez a T,
termékbol a T, terméken keresztiili, attételes felhasznalas b;>'b,. Hasonldan
mindegyik tag a T; termékhez a T; termékbdl torténd felhasznalast fejezi ki mas-mas
attételen keresztiil. Ezek Osszege adja T, termékhez a T, termékbdl az sszes, egy
terméken keresztiili (egy attételes) felhasznalast. Ez a felhasznalast kozvetett
felhasznalasnak nevezziik. A T, termékhez a T; termékbdl a kozvetlen felhasznalas,
mint tudjuk b;. Ha ez zérus, azaz T, és T; kozott nincs kdzvetlen felhasznalas, akkor
még lehet koztiik kozvetett felhasznalas.

Osszefoglalva tehat a B’ matrix is felhasznalast fejez ki, de nem kozvetlen
felhasznalds, hanem egyetlen terméken keresztiili kozvetett felhasznalast.

Az egy terméken keresztiili kozvetett felhasznalast az alabbi abraval szemléltetjiik:
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A B’ métrix elemeinek vizsgalata ennek ismeretében mar egyszerti lesz. A B’ = B’B
szorzatmatrix ij elemét jeloljiik (BZB),,»-Vel, amely a kovetkezOképpen részletezhetd:

(B’B), = (BB)"b, = (BB),by; + (BB)urby + ... +(BB)uby+ ... +(BB)by.

Az 6sszegben mindegyik tag a T; €s T, kozott kozvetett felhasznalast mutatja, de két
attételen keresztil. A (BB)yby tag jelentése: Az egységnyi Trhez a Ti-bol
kozvetleniil b;; mennyiséget haszndlunk fel, viszont az egységnyi Ti,-hoz a T-bdl
(BB);smennyiséget hasznalunk fel, de nem koézvetleniil, hanem egy-egy termék
kozvetitésével, ez azt jelenti, hogy az egységnyi T, termékhez a T, termékbdl a
felhasznalas (BB)i by mennyiség, de ez nem kozvetlen felhasznalds, hanem két
attételen keresztiili kozvetett felhasznalas.

Osszefoglalva tehat a B’ matrix is felhasznalast fejez ki, de nem kozvetlen
felhasznalas, hanem két terméken keresztiili kozvetett felhasznalast.

A két terméken keresztiili kozvetett felhasznalast az alabbi abraval szemléltetjiik:

(BzB)/j:(BB)/1'b1j+. . .+(BB),'k'bkj+. . .+(BB),'n'bnj

Hasonléan értelmezhetd a tobbi hatvany is: A B* matrix a (k-1) terméken keresztiili
kozvetett felhasznalast fejezi ki.
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A T = (E — B)" Leontief-féle inverz tehat a kdzvetlen és a kozvetett kapcsolatok
Osszességet fejezi ki, ezért szokas teljes raforditas matrixnak is nevezni.
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5. Feladatok

Az alabbiakban két feladatot kozliink szamadatok nélkill. Az olvas6 keresse meg a
megoldast. Ellendrzés céljabol megadjuk a megoldast. Javasoljuk, hogy vegyen fel
szdmadatokat ¢s igy a matrixmiiveletek elvégzését is gyakorhatja.

1. Feladat:

Egy véllalat haromféle terméket (T) allit el6 haromféle alkatrész (A) Osszeszerelésével.
Legyen adott az aldbbiakban a termeléssel kapcsolatos A, B matrix és a ¢, d, f vektor.

Az a; azt jelenti, hogy az i-edik alkatrészbdl a j-edik termék Osszeszerelésehez hany darabra
van sziikség.

A b; azt jelenti, hogy az i-edik negyedévben a j-edik termékbdl hany darabot allitanak eld.

A c; a T; termék szerelési koltsége.

A d; az A, alkatrészbdl felhasznalt mennyiséget jelenti egy adott idészakban.

Az f; az i-edik negyedévben felhasznalt alkatrészek 0sszkoltsége.

A matrixmiiveletek segitségével valaszoljon az alabbi kérdésekre!
1. Mennyi a szerelési koltség az egyes negyedévekben?
2. Mennyi az egyes negyedévekben az egyes alkatrészekbdl felhasznalt menyiség?

3. Az egyes termékekbdl mennyit tud eldallitani a vallalat, ha az alkatrészekbdl a d
vektornak megfelelé mennyiséget hasznal fel egy adott id6szakban?

4. Mennyi az egyes alkatrészek ara, ha az egyes negyedévekben az f vektornak
megfeleld volt az alkatrészkoltség?

5. Az egyes termékekben mennyi az alkatrészek koltsége?

2. Feladat:
Egy fuvaroz6 vallalat £ kereskedelmi egységbe (lizletbe, boltba) m féle terméket szallit n
gépkocsival. Az a;; jelentse az i-edik gépkocsival a j-edik termékbdl szallitott mennyiséget
egy-egy fordulo alkalmaval. Az b, jelentse az i-edik gépkocsival a j-edik lizletbe a fordulok
szamat. A p; jelentse az i-edik termék egységarat.
Matrixaritmetikai jelolésekkel valaszoljon az alabbiakra!
1. Mennyi az egyes iizletekbe az egyes termékekbdl szallitott mennyiség?
Mennyi az egyes gépkocsikkal fordulonként szallitott termékek értéke?
Mennyi az egyes lizletekbe a szallitott termékek Osszértéke?
Mennyi az r-edik gépkocsival fordulonként szallitott termékek értéke?
Mennyi az s-edik iizletbe szallitott termékek dsszértéke?
Mennyi a #-edik iizletbe szallitott termékek értéke termékenként?

ANl

1. feladat megoldasa:

1. Be

2. BA"vagyA'B

3. Ax=d, x=?

4. (BA"p=f, p=2 vagy p(A'B)=f, p=?

5. pA, matrixszorzatosan p’A. Inverz segitségével (BA”)'f)"A vagy (f(A'B)")'A
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2. feladat megoldasa:
1. a) A’B, ha az eredménymatrix sorai a termékeket, oszlopai az iizleteket

reprezentaljak
b) B’A, ha az eredménymatrix sorai az iizleteket, oszlopai a termékeket
reprezentaljak
2. Ap
3. a) p(A"B), matrixszorzatosan p (A'B) = p’A’B = (Ap)'B
b) (B’A)p = B'Ap = B'(Ap)
. a”p skalarszorzat, vagy (Ap),= e.(Ap) skalarszorzat, matrixszorzatosan e’ Ap
5. a) (p(A"B)), = (p(A"B))e, skalarszorzat, matrixszorzatosan p’A’Be,
b) (B'A)p); = e,((B"A)p) skalarszorzat, matrixszorzatosan e’ B Ap
6. a) <p> (A'B) métrix t-edik oszlopvektora, azaz (<p> (A"B))e~(<p>A")(Be,)
b) (B'A) <p> matrix t-edik sorvektora, azaz e,((B'A) <p>) skalarszorzat,
métrixszorzatosan e, B'A <p >=(e/B")(A <p >) =(Be,) (A <p >)
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