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El6sz6

Az az igény, hogy egy feladat, algoritmus vagy struktira bonyolultsagat szamszertien mérni
tudjuk, és ennek alapjan e bonyolultsédgra korlatokat és szamszerd Osszefiiggéseket nyer-
jink, egyre tobb tudomanyag teriiletén vetédik fel: a szamitdégéptudoméanyon kiviil a ma-
tematika hagyomanyos agai, a statisztikus fizika, a bioldgia, az orvostudomany, a tarsa-
dalomtudomanyok és a mérnoki tudomanyok is egyre gyakrabban keriilnek szembe ezzel
a kérdéssel. A szamitogéptudomany ezt a probléméat ugy kozeliti meg, hogy egy feladat
elvégzésehez sziikséges szamitastechnikai eréforrasok (ids, tar, program, kommunikacio)
mennyiségével méri a feladat bonyolultsdgit. Ennek az elméletnek az alapjaival foglalko-
zik ez a jegyzet.

A bonyolultsagelmélet alapvetGen harom kiilonbo6zé jellegi részre oszlik. ElGszor is, be
kell vezetni az algoritmus, id6, tar stb. pontos fogalmét. Ehhez a matematikai gép kiilon-
b6z6 modelljeit kell definialni, és az ezeken elvégzett szamitasok tar- és idGigényét tisztazni
(ezt altalaban a bemenet méretének fiiggvényében meérjiik). Az erdforrasok korlatozasaval
a megoldhaté feladatok kore is szikiil; igy jutunk a kiillénb6z6 bonyolultsagi osztalyok-
hoz. A legalapvet&bb bonyolultsagi osztalyok a matematika klasszikus teriiletein felvetsds
problémaknak is fontos, és a gyakorlati és elméleti nehézséget jol tiikrozs osztalyozéasat
adjék. Ide tartozik a kiilonb6z6 modellek egymaéashoz valo viszonyanak vizsgalata is.

Mésodszor, meg kell vizsgalni, hogy a legfontosabb algoritmusok a matematika kiilon-
b6z6 teriiletein milyen eréforras-igénytek, ill. hatékony algoritmusokat kell megadni annak
igazolasara, hogy egyes fontos feladatok milyen bonyolultsagi osztalyokba esnek. Ebben a
jegyzetben a konkrét algoritmusok ill. feladatok vizsgalatdban nem toreksziink teljesség-
re; ez az egyes matematikai targyak (kombinatorika, operaciokutatas, numerikus analizis,
szamelmélet) dolga.

Harmadszor, modszereket kell talalni ,negativ eredmények” bizonyitésara, vagyis an-
nak igazolaséara, hogy egyes feladatok nem is oldhaték meg bizonyos eréforras-korlatozasok
mellett. Ezek a kérdések gyakran ugy is fogalmazhatok, hogy a bevezetett bonyolultsa-
gi osztalyok kiilonbozGek-e ill. nem iiresek-e. Ennek a problémakornek része annak a
vizsgalata, hogy egy feladat megoldhato-e egyéltalan algoritmikusan; ez ma mar klasszi-
kus kérdésnek tekinthets, és sok fontos eredmény van vele kapcsolatban. A gyakorlatban
felvet6ds algoritmikus problémék tobbsége azonban olyan, hogy algoritmikus megoldha-
tosdga dnmagaban nem kérdéses, csak az a kérdés, hogy milyen eréforrasokat kell ehhez
felhasznalni. Az ilyen als6 korlatokra vonatkozo vizsgalatok igen nehezek, és még gyerekci-
pdben jarnak. Ebben a jegyzetben is csak izelit6il tudunk bemutatni néhény ilyen jellegii
eredményt.

Végil érdemes még megjegyezni, hogy ha egy feladatrol kideriil, hogy csak ,nehezen”
oldhatoé meg, ez nem sziikségképpen negativ eredmény. Egyre tobb teriileten (véletlen
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szamok generéalasa, kommunikacios protokollok, titkosirasok, adatvédelem) van sziikség
garantaltan bonyolult problémékra és strukturdkra. Fzek a bonyolultsagelmélet fontos
alkalmazési teriiletei; koziiliik a titkosirasok elméletével, a kriptografidaval foglalkozunk
a[Idl fejezetben.

A jegyzetben felhasznéljuk a szamelmélet, lineéris algebra, grafelmélet és (kisebb mér-
tékben) a valoszintiségelmélet alapfogalmait. Ezek azonban féleg példakban szerepelnek,
az elméleti eredmények — kevés kivétellel — ezek nélkiil is érthetdk.

Koszonettel tartozom BABAI LASZLONAK, ELEKES GYORGYNEK, FRANK
ANDRASNAK, KATONA GYULANAK, KIRALY ZOLTANNAK, RACZ ANDRASNAK
és SIMONOVITS MIKLOSNAK a kézirattal kapcsolatos tanacsaikért, és MIKLOS DE-
ZSONEK a MATEX programcsomag hasznalataban nytjtott segitségéért. GACS PETER
jegyzetemet angolra forditotta, és ek6zben szamos lényeges kiegészitést, javitast tett hozza;
ezekbdl is tobbet felhasznéltam a jelen valtozat elkészitésekor.

Lovéasz Laszlo

A csak angolul meglévs részek magyarra forditasaban, a csak papiron megtalalhato
részek begépelésében, valamint a hibakeresésben a segitségemre voltak: KESZEGH BA-
LAZS, PALVOLGYI DOMOTOR és KIRALY CSABA.

a szerkesztd

Néhany jelolés és definicio

Egy tetszsleges véges halmazt dbécének is neveziink. A Y dbécé elemeibdl alkotott véges
sorozatot X folotti szénak hivjuk. Ezek kozé tartozik az iires sz6 is, melyet () jelol. A szo
hossza a benne szerepld bettik szdma. A 3 abécé folotti n hosszusagi szavak halmazéat 37-
nel, az osszes ¥ folotti szo halmazat Yx-gal jeloljiik. Yx egy részhalmazat (vagyis szavak
egy tetszbleges halmazat) nyelvnek hivjuk.

A ¥ f0lotti szavaknak tobbféle sorbarendezésére is sziikségiink lesz. Feltessziik, hogy a
> elemeinek adott egy sorrendje. A lexikografikus rendezésben egy « sz0 megel6z egy [ szot,
ha vagy kezddszelete (prefixe), vagy az elsé olyan beti, amely nem azonos a két szoban,
az « szoban kisebb (az abécé rendezése szerint). A lexikografikus rendezés nem rendezi
egyetlen sorozatba a szavakat; pl. a {0, 1} abécé {616tt az ,,1” sz6t minden 0-val kezd6d§ szo
megel6zi. Ezért sokszor jobban hasznalhaté a ndvekvd rendezés: ebben minden révidebb
sz0 megel6z minden hosszabb szét, az azonos hosszisagu szavak pedig lexikografikusan
vannak rendezve. Ha a pozitiv egész szamokat névekvé sorrendben, kettes szamrendszerben
irjuk le, majd a kezdd 1-est levagjuk, a {0, 1} novekvs rendezését kapjuk.

A valos szamok halmazéat R, az egész szamokét Z, a racionélis szamokét @ jeloli. A nem-
negativ valos (egész, racionalis) szamok halmazanak jele Ry. (Z4, Q4+.). A logaritmus, ha
alapja nincs kiilon foltiintetve, mindig 2-es alapt logaritmust jelent.

Legyen f és g két, természetes szamokon értelmezett, komplex értékii fiiggvény. Azt
irjuk, hogy

f=0(9),

ha van olyan ¢ > 0 konstans és olyan ng € Z, kiiszob, hogy minden n > ng esetén
[F(n) < clg(m)]. Azt irjuk, hogy
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ha g(n) csak véges sok helyen nulla, és f(n)/g(n) — 0 han — co. A nagy-O jeldlés kevésbé
altalanosan hasznalt megforditasa:
f=2g)
ha g = O(f). Az
f=0()
jelolés azt jelenti, hogy f = O(g) és f = Q(g), vagyis vannak olyan ¢;,ca > 0 konstansok

és olyan ng € Z kiiszob, hogy minden n > ng esetén ci|g(n)| < |f(n)| < ealg(n)|.
Ezeket a jeloléseket formulakon beliil is hasznaljuk. Példéaul

(n+1)*=n2+0(n)

azt jelenti, hogy (n+1)? felirhaté n?+ R(n) alakban, ahol az R(n) fiiggvényre R(n) = O(n)
teljesiil. (Az ilyen formuldkban az egyenléség nem szimmetrikus! Pl O(n) = O(n?), de
nem &ll az, hogy O(n?) = O(n).)



1. fejezet

Szamitasi modellek

Ebben a fejezetben az algoritmus fogalmét targyaljuk. Ez a fogalom téméank szempont-
jabol alapvets, mégsem definidljuk. Inkabb olyan intuitiv fogalomnak tekintjiik, melynek
formalizalasara (és ezzel matematikai szempontbol valo vizsgalhatosagara) kiilonféle lehe-
t6ségek vannak. Az algoritmus olyan matematikai eljarast jelent, mely valamely szamitas
vagy konstrukcié elvégzésére — valamely fliggvény kiszamitasara — szolgél, és melyet
gondolkodéas nélkiil, gépiesen lehet végrehajtani. Ezért az algoritmus fogalma helyett a
matematikai gép kiilonbozo fogalmait vezetjiik be.

Minden matematikai gép valamilyen bemenetbdl valamilyen kimenetet szamit ki. A
bemenet és kimenet lehet pl. egy rogzitett abécé feletti szo (véges sorozat), vagy szamok
egy sorozata. A gép a szamitashoz kiillonbo6zd erdforrasokat (pl. idd, tar, kommunikacio)
vesz igénybe, és a szamitas bonyolultsagat azzal mérjik, hogy az egyes erdforrasokbol
mennyit hasznal fel.

Talan a legegyszertibb gép a véges automata. Ezzel itt nem foglalkozunk, részben mert
kiilon targy foglalkozik ezzel a modellel, részben pedig, mert a bonyolultsagelmélet céljaira
tulsadgosan primitiv: csak nagyon egyszert fliggvények kiszamitasara alkalmas.

A szamitasok legrégibb, legismertebb és matematikai szempontbol ,legtisztabb” modell-
je a Turing-gép. Ezt a fogalmat A. TURING angol matematikus vezette be 1936-ban, tehat
még a programvezérlési szamitogépek megalkotasa el6tt. Lényege egy korlatos (bemenet-
t6l fiiggetlen szerkezetii) kozponti rész, és egy végtelen tar. A Turing-gépeken minden
olyan szamitas elvégezhets, melyet akir elGtte, akar azota barmilyen més matematikai
gép-modellen el tudtak végezni. E gépfogalmat f6leg elméleti vizsgélatokban hasznéljuk.
Konkrét algoritmusok megadasara kevésbé alkalmas, mert leirasa nehézkes, és f6leg, mert
a létezG szamitogépektdl tobb fontos vonatkozasban eltér.

A Turing-gép nehézkes, a valodi szamitogépekétdl eltérs vonasai koziil a leglényegesebb,
hogy memoriajat nem lehet kozvetlentil cimezni, egy ,tavoli” memoria-rekesz kiolvasédsidhoz
minden korabbi rekeszt is el kell olvasni. Ezt hidalja at a RAM (Random Access Machine,
Kozvetlen Elérésti Gép — KEG) fogalma. Ez a gép a memoria tetszbleges rekeszét egy
lépésben el tudja érni. A RAM a valodi szamitogépek egy leegyszertisitett modelljének
tekinthets, azzal az absztrakcioval, hogy a memoridja korlatlan. A RAM-ot tetszéleges
programnyelven programozhatjuk. Algoritmusok leirasara a RAM-ot célszerti hasznalni
(méar amikor az informalis leirds nem elegendd), mert ez all legkdzelebb a valodi prog-
ramirashoz. Latni fogjuk azonban, hogy a Turing-gép és a RAM igen sok szempontbol
egyenértékd; legfontosabb, hogy ugyanazok a fliggvények szamithatok ki Turing-gépen,
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mint RAM-on.

Sajnos a RAM-nak ezért az elényds tulajdonsagaért fizetni kell: ahhoz, hogy kozvet-
leniil el tudjunk érne egy memoriarekeszt, ezt meg kell cimezni. Mivel nem korlatos a
memoriarekeszek szama, a cim sem korlatos, és igy a cimet tartalmazo rekeszben akar-
milyen nagy természetes szamot meg kell engedniink. Ezzel viszont ismét eltavolodunk a
létezd szamitogépektdl; ha nem vigyazunk, a RAM-on a nagy szamokkal végzett miivele-
tekkel visszaélve olyan algoritmusokat programozhatunk be, melyek 1étezs szamitogépeken
csak sokkal nehezebben, lassabban valdsithatok meg.

Harmadikként foglalkozunk még egy szamitési modellel, a logikai hdlozattal. Ez a mo-
dell mar nem ekvivalens a mésik kettével; egy adott logikai halézat csak adott nagysagi
bemenetet enged meg. Igy egy logikai halozat csak véges szamu feladatot tud megolda-
ni; az viszont nyilvanvalo lesz, hogy rogzitett méreti bemenet esetén minden fiiggvény
kiszamithato logikai hélozattal. Azonban ha megszoritast tesziink pl. a kiszamitas idejére,
akkor a logikai halozatra és a Turing-gépre vagy RAM-ra vonatkozd problémak mar nem
kiilonboznek ilyen lényegesen egymastol. Mivel a logikai hélézatok szerkezete, mitikodése a
legattekinthetébb, elméleti vizsgalatokban (f6leg a bonyolultsagra vonatkozo also korlatok
bizonyitasaban) a logikai halozatok igen fontos szerepet jatszanak.

1.1. Véges automata

A véges automata egy nagyon egyszert és altalanos szamitési modell. Minddssze annyit
teszilink fel, hogy ha kap egy bemenetet, akkor megvaltoztatja a belsd allapotat és kiad egy
eredményt. Precizebben fogalmazva, egy véges automata rendelkezik

e cgy bemeneti dbécével, amely egy X véges halmaz,
e cgy kimeneti dbécével, amely egy masik Y véges halmaz, és

e a belsd allapotok ugyancsak véges I' halmazéval.

Hogy teljesen leirjunk egy véges automatat, meg kell hatdroznunk minden s € I" llapot
és a € ¥ bemeneti bet( esetén a (s, a) € ¥/ kimenetet és az a(s,a) € T' 4j allapotot. Hogy
az automata mikddése jol meghatarozott legyen, az egyik éallapotot kinevezziik START
kezdddllapotnak.

A szamitas kezdetén az automata az s = START allapotban van. A szamitas bemenete
egy aias...a, € X* szdval van megadva. A bemenet elsé a; betlje az automatat az
s1 = a(sg,aq) allapotba viszi, a kovetkez6 ag betl az sy = a(sy,az2) allapotba, stb. A
szamitas eredmeénye a biby ... b, sz0, ahol by = [B(sk_1,ax) a k. lépés kimenete.

Igy a véges automata leirhato a (X, %/, T, a, 3, so) hatossal, ahol ¥, ¥/, T" véges halma-
zok, a: I'x X =T és (3: I' x X — Y tetszbleges leképezések, és s € T

Megjegyzések. 1. Sok kiilonboz6 valtozata van ennek a fogalomnak, melyek lényegében
ekvivalensek. Gyakran nincs kimenet, és igy kimeneti dbécé sem. Ebben az esetben az
eredményt abbdl hatarozzuk meg, hogy az automata melyik allapotban van, mikor vége
a szamitasnak. Tehét particionaljuk az automata allapotainak halmazat két részre, EL-
GODADO és ELUTASITO allapotokra. Az automata elfogad egy szot, ha a szamités
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végén ELFOGADO allapotban van. Egy £ nyelvet reguldrisnak neveziink, ha van olyan
véges automata, amely pont az z € £ bemeneteket fogadja el.

Abban az esetben, ha van kimenet, akkor gyakran kényelmes feltételezni, hogy X’
tartalmazza a * tires szimbolumot. Mas szoval megengedjiik az automatanak, hogy bizonyos
lépések soran ne adjon kimenetet.

2. A kedvenc személyi szamitogépilink is modellezhets véges automataval, ahol a beme-
neti abécé tartalmazza az Osszes lehetséges billentytletlitést és a kimeneti abécé pedig az
Osszes szoveget, amit egy billentytiletitést kovetSen ki tud {rni a képernyére a szamitogép
(az egeret, lemezmeghajtot stb. figyelmen kiviil hagyjuk). Figyeljiik meg, hogy az alla-
potok halmaza csillagaszati méretii (egy gigabajt tarhely esetén nagysagrendileg legalabb
210%° allapot van). Ilyen nagy allapothalmazt megengedve szinte barmi modellezhets vé-
ges automatéaval. Minket viszont az olyan automaték érdekelnek, ahol az allapothalmaz
sokkal kisebb, tobbnyire feltessziik hogy ez feliilrsl korlatos, viszont a bemeneti sz6 hossza
altaldban nem korlatozott.

Minden véges automata leirhato egy iranyitott graffal. A graf pontjai I' elemei és
amennyiben 3(s,a) = b és a(s,a) = s', akkor megy egy (a,b)-vel cimkézett iranyitott él
s-b6l s’-be. Egy ajas . ..a, bemenet esetén végzett szamitas megfelel a grafban egy olyan
START-ban kezd&d§ utnak, melyben az élek cimkéinek els§ tagjai sorra ai,as, ..., a,. A
méasodik tagok adjék az eredményt (lasd [Tl abra).

(b.x) (a.x)

(a.y)

START

aabcabc VYXYXYX

1.1. abra. Véges automata

1. Példa. Konstrualjunk olyan automatat, mely kijavitja az idézGjeleket egy szévegben,
azaz beolvas egy szoveget bettinként, és ha talal egy olyat, hogy ”...”, akkor azt kicse-
réli ,,...~-re. Az automatanak minddssze annyit kell megjegyeznie, hogy eddig paros vagy
paratlan darab idéz6jel volt-e. Tehat két allapota lesz, egy START és egy NYITOTT
(ez annak felel meg, hogy éppen egy idézeten beliil vagyunk). A bemeneti abécé tartal-
maz minden karaktert, ami el6fordulhat a szdvegben, igy az ”-et is. A kimeneti abécé
ugyanez, csak 7 helyett most ,, és 7 van. Az automata minden ”-t6l eltérg karakter esetén
ugyanazt adja kimenetnek, mint ami a bemenet volt és marad ugyanabban az allapotban.
Amennyiben ”-et olvas be, akkor ,-t ad ki, ha éppen a START allapotban volt és "-t ha a
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NYITOTT-ban, tovabba allapotot is valt (lasd abra).

¢ .)

2\ (a.a) (0.0)/(z2)
START ) OPEN

1.2. abra. IdézGjeleket kijavité automata

Feladatok.

1. Konstrualjunk egy korlatos szdmu allapottal rendelkez6 véges automatat, melynek meg-
adva két kettes szamrendszerben felirt szamot, kiszamitja az Osszegiiket. Az automata
felvaltva kapja meg a két szam egy-egy bitjét, mindkett&ben jobbrol kezdve. Ha valame-
lyik szam els6 bitjén tuljutunk, akkor a bemenet egy specialis e szimboélum. A bemenet
megall, ha egymésutan két e kovetkezik.

2. Konstrualjunk minél kevesebb allapotti véges automatat, mely egy szam tizes szam-
rendszerbeli szamjegyeit kapja balrol kezdve és az utolsé kimenet legyen IGEN, ha a szam
oszthatd 7-tel és NEM ellenkezd esetben.

3. (a) Rogzitett n pozitiv egész esetén konstrualjunk egy véges automatéat mely beolvas egy
2n hosszu szot és az utolsd kimenete IGEN, ha a sz6 els§ fele és mésodik fele megegyezik
és a kimenete NEM egyéb esetben.

(b) Bizonyitsuk be, hogy egy ilyen automatanak legalabb 2™ allapota kell, hogy legyen.
Az alabbi egyszertd lemma, ill. kiilonb6z6 valtozatai kbzponti szerepet jatszanak a bo-

nyolultsagelméletben. Ha a,b,c € ¥* szavak, akkor ablc jelolje azt a szot, amikor egymas
utan irjuk az a szot, majd i-szer a b szot, végil a ¢ szot.

1.1.1 Lemma [Pumpalasi lemma] Minden reguldris £ nyelvhez létezik olyan pozitiv
egész k szam, hogy minden x € L sz, melyre |x| > k, felirhaté © = abc alakban, ahol
lab] < k, |b] > 0, hogy minden i természetes szamra ab’c € L.

Feladatok.

4. Bizonyitsuk be a pumpalési lemmét.
5. Bizonyitsuk be, hogy az £ = {0"1" | n € IN} nyelv nem regularis.

6. Bizonyitsuk be, hogy a palindromak nyelve: £ = {z1...zpzy ... 21 ¢ z1...2, € X"}
nem regularis.
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1.2. A Turing-gép
Egy Turing-gép a kovetkez&kbdl all:

e k > 1 két iranyban végtelen szalagbol. A szalagok mindkét iranyban végtelen sok
mezére vannak osztva. Minden szalagnak van egy kitiintetett kezddmezeje, melyet
0-ik mez6nek is hivunk. Minden szalag minden mezejére egy adott véges 3 adbécébdl
lehet jelet irni. Véges sok mez§ kivételével ez a jel az abécé egy specidlis ,,x” jele kell,
hogy legyen, mely az ,iires mez6t” jeloli.

e Minden szalaghoz tartozik egy ird-olvasdfej, mely minden 1épésben a szalag egy me-
zején all.

e Van még egy vezérlegység. Ennek lehetséges dllapotai egy véges I' halmazt alkotnak.
Ki van tiintetve egy ,START” kezdéllapot és egy ,,STOP” végéllapot.

Kezdetben a vezérlGegység START allapotban van, és a fejek a szalagok kezdGmezején
allnak. Minden lépésben minden fej leolvassa a szalagjanak adott mezején &ll6 jelet; a
vezérlGegység a leolvasott jelektdl és a sajat allapotatol fiiggden 3 dolgot csinal:

e Atmegy egy 1j allapotba;
e minden fejnek utasitast ad, hogy azon a mezén, melyen all, a jelet irja folil;

e minden fejnek utasitast ad, hogy lépjen jobbra vagy balra egyet, vagy maradjon
helyben.

A gép megall, ha a vezérlGegység a STOP allapotba jut.
Matematikailag a Turing-gépet az aldbbi adatok irjak le: T = (k, X, T, o, 3,7), ahol
krl egy természetes szam, 3 és [ véges halmazok, x € 3, START, STOP €T, és

a: I'x¥F T,
B: I'xXTk -3k
v: I'x¥F—{-1,0,1}

tetszGleges leképezések. o adja meg az 4j allapotot, § a szalagokra irt jeleket, v azt, hogy
mennyit 1ép a fej. A 3 abécét a tovabbiakban rogzitjiik, és feltessziik, hogy a ,*” jelen
kiviil legalabb két jelbdl all, mondjuk tartalmazza 0-t és 1-et (a legtobb esetben elegendd
volna erre a két jelre szoritkozni).

Megjegyzés: A Turing-gépeknek nagyon sok kiilonb6z6, de minden lényeges szempont-
bol egyenértékd definicidja talalhatd a kiillonb6zd kdnyvekben. Gyakran a szalagok csak
egyiranyban végtelenek; szamuk szinte mindig konnyen korlatozhat6 volna kettére, és igen
sok vonatkozasban egyre is; feltehetnénk, hogy ,*” jelen kiviil (amit ebben az esetben 0-
val azonositunk) csak az ,1” jel van az abécében; bizonyos szalagokrol kikéthetnénk, hogy
azokra csak irhat vagy csak olvashat roluk (de legalabb egy szalagnak irasra és olvasasra is
alkalmasnak kell lenni) stb. Ezeknek a megfogalmazasoknak az ekvivalencidja a veliik vé-
gezhetd szamitasok szempontjabol tobb-kevesebb faradsaggal, de nagyobb nehézség nélkiil
igazolhat6. Mi csak annyit bizonyitunk ilyen iranyban, amire sziikségiink lesz.

Egy Turing-gép bemenetén az indulaskor a szalagokra irt szavakat értjiik. Mindig fel-
tessziik, hogy ezek a 0-dik mez6ktél kezdddden vannak a szalagokra irva. Egy k-szalagos



12 1.2. A TURING-GEP

Turing-gép bemenete tehdt egy rendezett k-as, melynek minden eleme egy Y *-beli szo.
Leggyakrabban csak a gép els§ szalagjara frunk nem-iires szot bemenet gyanédnt. Ha azt
mondjuk, hogy a bemenet egy x sz6, akkor azt értjiik alatta, hogy az (z,0,...,0) k-as a
bemenet.

Célszer lesz foltenni, hogy a bemeneti szavak a .+ jelet nem tartalmazzak. Kilénben
nem lehetne tudni, hogy hol van a bemenet vége: egy olyan egyszerii feladat, mint ,hata-
rozzuk meg a bemenet hosszat”, nem volna megoldhaté, a fej hidba lépkedne jobbra, nem
tudnd, hogy vége van-e mar a bemenetnek. A ¥ — {x} abécét Xp-lal jeloljiik. Feltessziik
azt is, hogy a Turing-gép az egész bemenetét elolvassa miikodése sorén; ezzel csat trivialis
eseteket zarunk ki.

A gép kimenete a megallaskor a szalagokon levé szavakbol allo rendezett k-as. Gyakran
azonban egyetlen szora vagyunk kivancsiak, a tobbi ,szemét”. Ha egyetlen széra, mint
kimenetre hivatkozunk, akkor az utols6 szalagon levs szot értjiik ez alatt.

Feladatok:
7. Konstrualjunk olyan Turing-gépet, mely a kdvetkezs fiiggvényeket szamolja ki:

a) T1 ... Ty > Ty -« - T
b) X1 . Xy = X1 T T - Ty
C) X1 .. Ty = T1X] « . - Ty

d) m hossztu csupa 1-esbdl allo bemenetre az m szam 2-es szamrendszerbeli alakjat;
egyéb bemenetre azt, hogy ,MICIMACKO".

e) ha a bemenet az m szam 2-es szamrendszerbeli alakja, a kimenet legyen m darab
I-es (kiilonben ,MICIMACKO™).

f) A d) és e) feladatokat tgy is oldjuk meg, hogy ha kimenet nem ,MICIMACKO?”,
akkor a gép csak O(m) lépést tegyen.

8. Tegyiik fol, hogy van két Turing-gépiink, melyek az f : 3§ — X7 ill. a g : 3§ — X
fiiggvényt szdmoljak ki. Konstrualjunk olyan Turing-gépet, mely az fog fiiggvényt szdmolja
ki.

9. Konstrualjunk olyan Turing-gépet, mely egy & bemenetre pontosan 21%l 1épést tesz.

10. Konstrualjunk olyan Turing-gépet, mely egy = bemenetre akkor és csak akkor all meg
véges szamu 1épés utan, ha x-ben elgfordul a 0 jel.

Az eddigiek alapjan egy lényeges kiilonbséget vehetiink észre a Turing-gépek és a valodi
szamitogépek kozott: Minden fliggvény kiszamitasahoz kiilon-kiilon Turing-gépet konstru-
altunk, mig a val6di programvezérlési szamitogépeken elegendd megfelel6 programot irni.
Megmutatjuk most, hogy lehet a Turing-gépet is igy kezelni: lehet olyan Turing-gépet
konstrualni, melyen alkalmas ,programmal” minden kiszamithat6, ami barmely Turing-
gépen kiszamithato. Az ilyen Turing-gépek nem csak azért érdekesek, mert jobban hason-
litanak a programvezérlést szamitogépekhez, hanem fontos szerepet fognak jatszani sok
bizonyitasban is.

Legyen T = (k + 1,%,T'r,ap, Br,yr) és S = (k,X,T's,as,8s,7vs) két Turing-gép
(k > 1). Legyen p € . Azt mondjuk, hogy T a p programmal szimuldlja S-et, ha
tetszéleges x1,. ..,y € Xf szavakra T az (1, ..., zk, p) bemeneten akkor és csak akkor all
meg véges szamu lépésben, ha S az (r1,...,x;) bemeneten megall, és megallaskor T elsd
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k szalagjan rendre ugyanaz all, mint S szalagjain.

Akkor mondjuk, hogy a k + 1 szalagos T' Turing-gép univerzalis (a k szalagos Turing-
gépekre nézve), ha barmely k szalagos ¥ {616tti S Turing-géphez létezik olyan p sz6 (prog-
ram), mellyel a 7" szimulalja S-et.

1.1.1 Tétel. Minden k > 1 szamhoz és minden X dbécéhez létezik k+ 1 szalagi univerzdlis
Turing-gép.

Bizonyitas: Az univerzalis Turing-gép konstrukciojanak alapgondolata az, hogy a (k+1)-
edik szalagra a szimulalandé S Turing-gép miikddését leird tablazatot frunk. Az univerzalis
T Turing-gép ezenkiviil még folirja maganak, hogy a szimulalt S gépnek melyik allapota-
ban van éppen (hidba van csak véges sok allapot, a rogzitett 7' gépnek minden S gépet
szimulalnia kell, igy az S allapotait ,nem tudja fejben tartani”). Minden lépésben ennek, és
a tobbi szalagon olvasott jelnek az alapjan a tablazatbol kikeresi, hogy S milyen allapotba
megy at, mit ir a szalagokra, és merre mozdulnak a fejek.

A pontos konstrukciot elgszor tgy adjuk meg, hogy k + 2 szalagot hasznalunk. Egy-
szertiség kedvéért tegyiik fol, hogy ¥ tartalmazza a 07, 17 és ,,—17 jeleket.

Legyen S = (k,%,T'g, a5, 8s,7s) tetszéleges k szalagos Turing-gép. I's — {STOP}
minden elemét azonositsuk egy-egy r hossztisagu Xj-beli széval. Az S gép egy adott hely-
zetének  kodja” az alabbi szd legyen:

ghl .. -hka5(97 hla .. '7hk)ﬁ5(gah17 s 7h']€)75(g7h17 .. '7hk)7

ahol g € I'g a verérl6automata adott allapota, és hi,...,hr € X az egyes fejek altal
olvasott jelek. Az ilyen szavakat tetszGleges sorrendben Osszeftizziik; igy kapjuk a pg szot.
Ezt fogjuk majd a (k4 1)-edik szalagra irni; a (k + 2)-edikre pedig az S gép egy allapotét,
kiindulaskor az S gép START allapotanak a nevét.

Ezekutan a T Turing-gépet konstrualjuk meg. Ez az S gép egy lépését ugy szimulalja,
hogy a (k + 1)-edik szalagon kikeresi, hogy hol van a (k + 2)-edik szalagon foljegyzett
allapotnak és az elsé k fej altal olvasott jeleknek megfelels feljegyzés, majd onnan leolvassa
a teendgket: folirja a (k+ 2)-edik szalagra az 1j allapotot, az els6 k fejjel pedig a megfelels
jeleket iratja és a megfelel§ iranyban 1ép.

Teljesség kedvéért formalisan is leirjuk a T” gépet, de az egyszertiségnek is tesziink
annyi engedményt, hogy csak a k = 1 esetben. A gépnek tehat harom feje van. A kotelezd
START” és ,,STOP” allapotokon kiviil legyenek még I'TTVAN-VISSZA, NEMITTVAN-
VISSZA, NEMITTVAN-TOVABB, KOVETKEZO, ALLAPOT-FOLIRAS, MOZGATAS,
és UJRA allapotai. Jelolje h(i) az i-edik fej altal olvasott bettit (1 < i < 3). Az a, 3,7
fiiggvényeket az alabbi tablazattal irjuk le (ha nem mondunk kiilon 4j allapotot, akkor a
vezérlGegység marad a régiben).

START:

ha h(2) = h(3) # *, akkor 2 és 3 jobbra lép;

ha h(3) # * és h(2) = *, akkor STOP;

ha h(3) = x és h(2) = h(1), akkor  JTTVAN-VISSZA”, 2 jobbra lép és 3 balra lép;
ha h(3) = * és h(2) # h(1), akkor NEMITTVAN-VISSZA”, 2 jobbra, 3 balra lép;
egyébként ,NEMITTVAN-TOVABB?”, és 2, 3 jobbra 1ép.

ITTVAN-VISSZA:
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ha h(3) # *, akkor 3 balra lép;
ha h(3) = *, akkor ,ALLAPOT-FOLIRAS”, és 3 jobbra lép.

NEMITTVAN-TOVABB:
ha h(3) # *, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3) = *, akkor ,NEMITTVAN-VISSZA”, 2 jobbra lép és 3 balra lép.

NEMITTVAN-VISSZA:
ha h(3) # *, akkor 2 jobbra lép, 3 balra lép;
ha h(3) = *, akkor ,KOVETKEZO”, 2 és 3 jobbra lép.

KOVETKEZO:
START”, és 2 jobbra lép.

ALLAPOT-FOLIRAS:
ha h(3) # *, akkor 3 a h(2) jelet irja, és 2, 3 jobbra lép;
ha h(3) = *, akkor ,MOZGATAS" az 1 fej h(2)-t ir, 2 jobbra lép.

MOZGATAS:
LUJRA”, az 1 fej h(2)-t lép.

UJRA:
ha h(2) # x és h(3) # *, akkor 2 és 3 balra lép;
ha h(2) # *, de h(3) = x, akkor 2 balra lép;
ha h(2) = h(3) = *, akkor ,START”, és 2, 3 jobbra lép.

A (k 4 2)-edik szalagtol konnyen megszabadulhatunk: tartalmat (ami mindig csak r
mezd), a (k + 1)-edik szalag (—2)-edik, (—3)-adik, ..., (—r — 1)-edik mezején helyezziik
el (a —1. mezdén hagyunk egy #-ot hatarolojelnek). Problémét okoz azonban, hogy még
mindig két fejre van sziikségiink ezen a szalagon: egyik a szalag pozitiv felén, a mésik a
negativ felén mozog. Ezt tgy oldjuk meg, hogy minden mez&t megduplazunk; a bal felébe
marad irva az eredetileg is oda irt jel, a jobb felén pedig 1-es all, ha ott allna a fej, ha két
fej volna (a t6bbi jobb oldali félmez6 iiresen marad. Konnyti leirni, hogy hogyan mozog az
egyetlen fej ezen a szalagon gy, hogy szimulédlni tudja mindkét eredeti fej mozgasat. [

Feladatok.

11. Mutassuk meg, hogy ha a fent konstrualt univerzalis (k + 1)-szalagos Turing-gépen szi-
muléljuk a k-szalagosat, akkor tetszéleges bemeneten a lépésszam csak a szimulaloé program
hosszéaval ardnyos (tehat konstans) szorzotényezével novekszik meg.

12. Legyenek T és S egyszalagos Turing-gépek. Azt mondjuk, hogy T az S miikddését a p
programmal szimulalja (p € £f), ha minden x € X szora a T gép a p*x bemeneten akkor
és csak akkor all meg véges szamu lépésben, ha S az x bemeneten megall, és megéllaskor
T szalagjan ugyanaz all, mint S szalagjan. Bizonyitsuk be, hogy van olyan egyszalagos
T Turing-gép, mely minden mas egyszalagos Turing-gép miikodését ebben az értelemben
szimulalni tudja.

Kovetkez§ tételiink azt mutatja, hogy nem lényeges, hogy hany szalagja van egy Turing-
gépnek.
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1.1.2 Tétel. Minden k szalagos S Turing-géphez van olyan egy szalagos T Turing-gép,
amely S-et helyettesiti a kovetkezd értelemben: minden *x-ot nem tartalmazo x szdéra, S
akkor és csak akkor dll meg véges sok lépésben az x bemeneten, ha T megadll, és megdlldskor
S wutolso szalagjdra ugyanaz lesz irva, mint T szalagjdra. Tovdbbd, ha S N [épést tesz,
akkor T O(N?) lépést tesz.

Bizonyitas: Az S gép szalagjainak tartalmat a T' gép egyetlen szalagjan kell tarolnunk.
Ehhez el6szor is a T szalagjara irt bemenetet ,széthtuzzuk” az i-edik mezdén allo jelet at-
masoljuk a (2ki)-edik mezére. Ezt tigy lehet megesinélni, hogy elGszor 1-t6l indulva jobbra
lépegetve minden jelet 2k hellyel odébb masolunk (ehhez egyszerre csak 2k, vagyis rogzitett
szamu jelre kell a vezérlGegységnek emlékeznie). Kozben az 1,2,...,2k — 1 helyekre *-ot
frunk. Majd a fej visszajon az els6 -ig (a (2k — 1)-edik helyig), és a (2k + 1)-edik helyen
allo jeltdl kezdve minden jelet Gjabb 2k hellyel jobbra visz stb.

Ezekutan (2ki + 25 — 2)-edik mez6 (1 < j < k) fog megfelelni a j-edik szalag i-edik
mezejének, a (2ki+2j—1)-edik mezon pedig 1 vagy  fog allni aszerint, hogy az S megfelels
feje az S szamitasanak megfelel lépésénél azon a mezén all-e vagy sem. A szalagunk két
végét jeloljiik meg egy-egy 0-val, az elsd olyan péaratlan sorszamu mez&ben, amelyben még
soha nem volt 1-es. Igy az S szamitasanak minden helyzetének megfeleltettiink T-nek egy
helyzetét.

Megmutatjuk most, hogy S lépéseit T" hogyan tudja utdnozni. Mindenekelstt, T fej-
ben tartja” azt, hogy az S gép melyik allapotban van. Azt is mindig tudja, hogy modulo
2k milyen sorszami az a mezd, amin a sajat feje éppen tartdzkodik, valamint hogy az S
fejeit jelzd 1-esek koziil hany darab van a sajat fejétdl jobbra. A legjobboldalibb S-fejtél
indulva, haladjon most végig a fej a szalagon. Ha egy paratlan sorszami mezén 1-est talal,
akkor a kovetkez6 mez6t leolvassa, és megjegyzi hozza, hogy modulo 2k mi volt a mez§
sorszama. Mire végigér, tudja, hogy milyen jeleket olvasnak ennél a lépésnél az S gép fejei.
Innen ki tudja szamitani, hogy mi lesz S 1j allapota, mit irnak és merre lépnek a fejei.
Visszafelé indulva, minden paratlan mezén allo 1-esnél at tudja irni megfelelGen az elGtte
levé mez6t, és el tudja mozditani az 1-est sziikség esetén 2k hellyel balra vagy jobbra.
(Persze jobbra mozgatéaskor atlépheti S néhéany fejét, igy ezekhez vissza kell mennie. Ha
kozben tulszaladna a kezdd vagy zaro 0-n, akkor azt is mozgassuk kijjebb.)

Ha az S gép szamitdsanak szimulécidja befejez6dott, akkor az eredményt | tomoriteni”
kell: a 2ki mez§ tartalmat at kell masolni az ¢ mezére. Ez a kezd§ ,széthuzashoz” hasonléan
tehet6 meg, itt hasznaljuk a szalvégeket jelzG 0-kat.

Nyilvanvalo, hogy az igy leirt T' gép ugyanazt fogja kiszamitani, mint S. A lépésszam
hérom részbdl tevédik Gssze: a ,széthizas”, a szimulalés, és a tomorités idejébsl. Legyen M
a T gépen azon mezsk szama, melyekre a gép valaha is lép; nyilvanvalo, hogy M = O(N).
A széthtizas™hoz és a ,tomorités™-hez O(M?) id6 kell. Az S gép egy lépésének szimulalasé-
hoz O(M) 1épés kell, igy a szimulaciohoz O(M N) lépés. Ez dsszesen is csak O(N?) 1épés. O

Feladatok.

13*. Mutassuk meg, hogy ha az 1.1.2 Tételben 1-szalagos helyett kétszalagos Turing-gépet
engediink meg, akkor a lépésszam kevesebbet novekszik: minden k szalagos Turing-gépet
olymoédon helyettesithetiink kétszalagossal, hogy ha egy bemeneten a k szalagos 1épésszama
N, akkor a kétszalagosé legfeljebb O(N log V).
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14. Alljon az £ nyelv a ,palindromakbol”:
L={z1...xpzy...21: T1,...,Ty € X5}

a) Van olyan 2-szalagos Turing-gép, mely egy n hosszi szorol O(n) lépésben eldonti,
hogy L-ben van-e.

b) Barmely 1 szalagos Turing-gépnek Q(n?) lépésre van sziiksége ahhoz, hogy ugyanezt
eldontse. [Erre a feladatra a[I0l fejezetben visszatériink.|

1.3. A RAM

A RAM (Random Access Machine = Kozvetlen Elérésti Gép = KEG)) a Turing-gépnél
bonyolultabb, de a valoédi szamitégépekhez kdzelebb all6 matematikai modell. Mint a neve
is mutatja, a legf6bb pont, ahol a Turing-gépnél tébbet ,tud”. memoriarekeszeit kozvetleniil
lehet elérni (bele irni vagy beléle kiolvasni).

Sajnos a RAM-nak ezért az elényos tulajdonsagaért fizetni kell: ahhoz, hogy kozvetle-
nil el tudjunk érne egy memoriarekeszt, ezt meg kell cimezni; a cimet valamelyik mésik
rekeszben taroljuk. Mivel nem korlatos a memoriarekeszek szama, a cim sem korlatos, és
igy a cimet tartalmazo rekeszben akarmilyen nagy természetes szamot meg kell engedniink.
Ennek a rekesznek a tartalma maga is valtozhat a program futésa soran (indirekt cimzés).
Ez a RAM erejét tovabb noveli; viszont azzal, hogy az egy rekeszben tarolhaté szamot nem
korlatozzuk, ismét eltdvolodunk a létezé szamitogépektdl. Ha nem vigyazunk, a RAM-on a
nagy szamokkal végzett miiveletekkel ,visszaélve” olyan algoritmusokat programozhatunk
be, melyek 1étezd szamitogépeken csak sokkal nehezebben, lassabban valosithatok meg.

A RAM-ban van egy programtar és egy memoria. A memoria végtelen sok memo-
riarekeszbd@l all, melyek az egész szadmokkal vannak cimezve. Minden ¢ memoriarekesz
egy x[i] egész szamot tartalmaz (ezek koziil mindig csak véges sok nem 0). A program-
tar ugyancsak végtelen sok, 0,1,2,...-vel cimzett rekeszbdl, sorbdl all; ebbe olyan (véges
hosszisagi) programot irhatunk, mely valamely gépi kod-szerd programnyelven van irva.
Példaul elegends a kovetkezs utasitasokat megengedni:

x[i] :==0; xli] := zfi] + 1; xli] := zfi] — 1;
i) i= 2] + 2]y ali] =2l = 2ff); wloi] =2l ali] = ala[j]);
IF z[i] <0 THEN GOTO p.

Itt ¢ és j valamely memoriarekesz sorszama (tehat tetszdleges egész szam), p pedig
valamelyik programsor sorszama (tehat tetszdleges természetes szam). Az utolso el6tti két
utasitas biztositja kozvetett cimzés lehetdségét. Elméleti szempontbol nincs azonban kii-
16n6sebb jelentdsége, hogy mik ezek az utasitasok; csak annyi lényeges, hogy mindegyikiik
konnyen megvalosithaté miiveletet fejezzen ki, és eléggé kifejezGek legyenek ahhoz, hogy
a kivant szamitasokat el tudjuk végezni; masrészt véges legyen a szamuk. Példaul ¢ és j
értékére elég volna csak a —1,—2, —3 értékeket megengedni. Maésrészrél bevehetnénk a
szorzast, stb.

A RAM bemenete egy természetes szamokbol allo véges sorozat, melyek hosszat az z[0]
memoriarekeszbe, elemeit pedig rendre az z[1], z[2], ... memoriarekeszekbe irjuk be. Ha az
inputban nem engedjiik meg a 0 értéket, akkor a hosszra az x[0] rekeszben nincs sziikségiink.
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A RAM a fenti utasitdsokbol allo tetszéleges véges programot értelemszertien végrehajt;
akkor all meg, ha olyan programsorhoz ér, melyben nincsen utasités. A kimeneten az x|i|
rekeszek tartalmat értjiik.

A RAM lépésszama nem a legjobb mértéke annak, hogy ,mennyi ideig dolgozik”. Ami-
att ugyanis, hogy egy lépésben akarmilyen nagy természetes szamokon végezhetiink mtivele-
teket, olyan triikkoket lehet csinalni, amik a gyakorlati szamitasoktol igen messze vannak.
Pl. két igen hosszu természetes szam Osszeadésaval vektormitiveleteket szimulalhatnank.
Ezért szokasosabb a RAM-ok lépésszama helyett a futdsi idejiikrdl beszélni. Ezt ugy defi-
nialjuk, hogy egy lépés idejét nem egységnyinek vessziik, hanem annyinak, mint a benne
fellepd természetes szamok (rekeszcimek és tartalmak) kettes szdmrendszerbeli jegyeinek
szama. (Mivel ez lényegében a kettes alapu logaritmusuk, szokés ezt a modellt logaritmi-
kus kéltségi RAM-nak is nevezni.) Meg kell jegyezniink, hogy ha a RAM utasitaskészletét
kib&vitjiik, pl. a szorzéssal, akkor ezen fajta 1épések idejét tigy kell definialni, hogy hosszi
szamokra a lépés pl. Turing-gépen ennyi id6 alatt tényleg szimulalhatoé legyen.

Szokés két paraméterrel is jellemezni a futési id6t, hogy ,.a gép legfeljebb n 1épést végez
(kettes szamrendszerben) legfeljebb k jegyt szamokon™; ez tehat O(nk) futasi idét ad.

Feladat. 15. Irjunk olyan programot a RAM-ra, mely adott a pozitiv egész szamra
a) meghatéarozza azt a legnagyobb m szamot, melyre 2™ < a;
b) kiszamitja a kettes szamrendszerbeli alakjat (az a szam 4. bitjét irja az x[i] rekeszbe);
c¢) adott a és b pozitiv egész szamra kiszamitja a szorzatukat.
Ha a és b szamjegyeinek szama k, akkor a program O(k) lépést tegyen O(k) jegyi
szamokkal.

Most megmutatjuk, hogy a RAM és a Turing-gép lényegében ugyanazt tudjak kiszami-
tani, és a futasi idejitk sem kiilonbozik tulsdgosan. Tekintsiink egy (egyszertség kedvéért)
1 szalagos T Turing-gépet, melynek abécéje {0, 1,2}, ahol (a korabbiaktol eltéréen, de itt
célszertibben) a 0 legyen az tires-mez6 jel.

A Turing-gép minden z ...z, bemenete (mely egy 1-2 sorozat) kétféleképpen is tekint-
het6 a RAM egy bemenetének: beirhatjuk az x1,...,z, szamokat rendre az z[1],..., x[n]
rekeszekbe, vagy megfeleltethetiink az z1 ...z, sorozatnak egyetlen természetes szamot pl.
ugy, hogy a ketteseket O-ra cseréljiik és az elejére egy egyest irunk; és ezt a szamot irjuk be
az x[0] rekeszbe. A Turing-gép kimenetét is hasonloképpen értelmezhetjiik, mint a RAM
kimenetét.

Csak az els értelmezéssel foglalkozunk, a masodik szerinti input a 15. b) feladat
alapjan atalakithat6 az elsd értelmezés szerintivé.

1.2.2 Tétel. Minden {0,1,2} folotti Turing-géphez konstrudlhato olyan program a RAM-
on, mely minden bemenetre ugyanazt a kimenetet szamitja ki, mint a Turing-gép, és ha a
Turing-gép lépésszama N, akkor a RAM O(N) lépést végez O(log N) jegyt szamokkal.

Bizonyitas: Legyen T'= {1,{0,1,2},T", o, 5,7}. Legyen I' = {1,...,r}, ahol 1 = START
és r = STOP. A Turing-gép szamolasanak utanzasa sordn a RAM 2i-edik rekeszében
ugyanaz a szam (0, 1, vagy 2) fog allni, mint a Turing-gép szalagjanak i-edik mezején. Az
x[1] rekeszben taroljuk, hogy hol van a fej a szalagon, a vezérldegység allapotéat pedig az
fogja meghatéarozni, hogy hol vagyunk a programban.

Programunk P; (1 <i <r)és Q;; (1 <i<r—1, 0<j <2)részekbdl fog dsszetevidni.
Az alabbi P; programrész (1 < i < r—1) azt utanozza, amikor a Turing-gép vezérlGegysége
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i allapotban van, és a gép kiolvassa, hogy a szalag z[i]/2-edik mezején milyen szam all.

Ettdl fiiggden fog més-mas részre ugrani a programban:

z[3] = z[z[1]];

IF z[3] < 0 THEN GOTO [Q;o cime];

z[3] == x[3] — 1;

IF 2[3] <0 THEN GOTO [Q;1 cime];

z[3] == z[3] — 1;

IF z[3] < 0 THEN GOTO [Q;2 cime];
A P, programrész alljon egyetlen iires programsorbdl. Az alabbi @Q;; programrész atirja

az x[1]-edik rekeszt a Turing-gép szabalyanak megfelelen, modositja x[1]-et a fej mozga-

sénak megfelelGen, és az 4j a allapotnak megfelels P, programrészre ugrik:

x[3] :==0;
z[3] == x[3] + 1;
B(i, j)-szer
z[3] == z[3] + 1;
z[z[1]] := x[3];
z[1] == z[1] + (4, j);
z[1] == z[1] + (4, j);
z[3] := 0;

=0
IF z[3] <0 THEN GOTO [P, ;) cimel;

(Itt az z[1] := =[1] + (4, j) utasitas tgy értendd, hogy az x[1] := x[1] + 1 ill. z[1] :=
x[1] — 1 utasitast vessziik, ha v(i,j) = 1 vagy —1, és elhagyjuk, ha v(i,7) = 0.) Maga a
program igy néz Kki:

z[1] == 0;
Py
Py

P,
Qoo

QT*I,Q

Ezzel a Turing-gép ,utanzésat” leirtuk. A futasi id6 megbecsléséhez elég azt megje-
gyezni, hogy N lépésben a Turing-gép legfeljebb egy —N és +N kozotti sorszami mezébe
ir barmit is, igy a RAM egyes lépéseiben legfeljebb O(log N') hosszusagu szamokkal dolgo-
zunk. O

1.3.1. Megjegyzés. Az 1.2.2 Tétel bizonyitasaban nem haszndltuk fel az y := y + z uta-
sitast; erre az utasitdsra csak a 15. feladat megolddsdban van sziikség. Sot ez a feladat
is megoldhato volna, ha ejtenénk a lépésszamra vonatkozd kikotést. Azonban ha a RAM-
on tetszdleges egész szamokat megengediink bemenetként, akkor enélkil az utasitas nélkil
exponencidlis futdsi 1ddt, sot lépésszamot kapndnk igen egyszertd problémdkra is. Példdul
tekintsiik azt a feladatot, hogy az x[1] regiszter a tartalmdt hozzd kell adni az x[0] regiszter
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b tartalmdhoz. Ez a RAM-on kénnyen elvégezhetd néhdny lépésben; ennek futdsi ideje még
logaritmikus koltségek esetén is csak kb. logy |a|+1ogy |[b]. De ha kizdrjuk azy := y+z utasi-
tast, akkor legaldabb min{|a|, |b|} idd kell hozzd (ugyanis minden mds utasitdas a mazimdlis
tarolt szam abszolit értékét legfeljebb 1-gyel noveli).

Legyen most adott egy RAM program. Ennek bemenetét és kimenetét egy-egy
{0,1, —, #}*-beli szonak tekinthetjiik (a szerepld egész szamokat kettes szamrendszerben,
ha kell elGjellel folirva, a kozoket # jellel jelolve). Ebben az értelemben igaz az alabbi tétel:

1.2.3 Tétel. Minden a RAM programhoz van olyan Turing-gép, mely minden bemenetre
ugyanazt o kimenetet szamitja ki, mint a RAM, és ha a RAM futdsi ideje N, akkor a
Turing-gép lépésszima O(N?).

Bizonyitas: A RAM szamolésat négyszalagos Turing-géppel fogjuk szimulalni. Turing-
gépiink elso szalagjara irjuk az x[i] memoriarckeszek tartalmat (kettes szamrendszerben, ha
negativ, elGjellel ellatva). Megtehetnénk, hogy minden rekesz tartalméat sorra foltiintetjiik
(a 0 tartalom mondjuk a ,%” jelnek felelne meg). Problémat jelent azonban, hogy a RAM
akar a 2V~ sorszamu rekeszbe is irhat csak N id6t véve igénybe, a logaritmikus koltség
szerint. Természetesen ekkor a kisebb indexd rekeszek tilnyomo tobbségének a tartalma 0
marad az egész szamitas folyaman; ezeknek a tartalmat nem célszertd a Turing-gép szalagjan
tarolni, mert akkor a szalag nagyon hosszu részét hasznaljuk, és exponenciélis id6t vesz
igénybe csak amig a fej ellépeget oda, ahova frnia kell. Ezért csak azoknak a rekeszeknek
a tartalmét taroljuk a Turing-gép szalagjan, melyekbe ténylegesen ir a RAM. Persze ekkor
azt is fel kell tiintetni, hogy mi a szébanforgo rekesz sorszama.

Azt tessziik tehat, hogy valahanyszor a RAM egy z[z] rekeszbe egy y szamot ir, a
Turing-gép ezt gy szimulédlja, hogy az els6 szalagja végére a ##y#z jelsorozatot irja.
(Atirni soha nem ir at ezen a szalagon!) Ha a RAM egy x[z] rekesz tartalmat olvassa ki,
akkor a Turing-gép elsd szalagjan a fej hatulrol indulva megkeresi az elsé ##u#z alaki
sorozatot; ez az u érték adja meg, hogy mi volt utoljara a z-edik rekeszbe irva. Ha ilyen
sorozatot nem talal, akkor z[z]-t O-nak tekinti. Koénnyd az elején RAM bemenetét is ilyen
formatumuara atirni.

A RAM ,programnyelvének” minden egyes utasitasat konnyt szimulalni egy-egy alkal-
mas Turing-géppel, mely csak a mésik harom szalagot hasznalja.

Turing-gépilink olyan ,szupergép” lesz, melyben minden programsornak megfelel alla-
potok egy halmaza. Ezek az allapotok egy olyan Turing-gépet alkotnak, mely az illet
utasitast végrehajtja, és a végén a fejeket az elsd szalag végére (utolsd nem-tires mezejére),
a tobbi szalagnak pedig a 0-dik mezejére mezejére viszi vissza. Minden ilyen Turing-gép
STOP éallapota azonositva van a kévetkezs sornak megfelels Turing-gép START allapo-
taval. (A feltételes ugras esetén, ha z[i] < 0 teljesiil, a p sornak megfelels Turing-gép
kezdsallapotaba megy at a ,szupergép”.) A 0-dik programsornak megfelels Turing-gép
START-ja lesz a szupergép START-ja is. Ezenkiviil lesz még egy STOP é&llapot; ez felel
meg minden {lires programsornak.

Konnyt belatni, hogy az igy megkonstrualt Turing-gép lépésrsl 1épésre szimulalja a
RAM mitkodését. A legtobb programsort a Turing-gép a benne szerepld szamok szam-
jegyeinek szaméval, vagyis éppen a RAM-on erre forditott idejével ardnyos 1épésszamban
hajtja végre. Kivétel a kiolvasés, melyhez esetleg (egy lépésnél legfeljebb kétszer) végig kell
keresni az egész szalagot. Mivel a szalag hossza legfeljebb %N , a teljes lépésszam O(N?). O
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1.4. Boole-fiiggvények és logikai hal6zatok

Boole-fiigguénynek neveziink egy f : {0,1}" — {0, 1} leképezést. Szokas az 1 értéket az
JGAZ” a 0 értéket a ,HAMIS” logikai értékkel azonositani, a fliggvény véltozoit, melyek
ezeket az értékeket vehetik fel, logikai valtozoknak (vagy Boole-viltozoknak) nevezni. Igen
sok algoritmikus feladat bemenete n logikai valtozo, kimenete pedig egyetlen bit. Példaul:
adott egy N ponti G graf, dontsiik el, hogy van-e benne Hamilton kér. Ekkor a grafot (];[ )
logikai véaltozoval irhatjuk le: a pontokat 1-t61 N-ig megszamozzuk, és ;5 (1 <i < j < N)
legyen 1, ha i és j Ossze vannak kotve, és 0, ha nem. Az f(x12,213,...,Tn—1r,) fliggvény
értéke legyen 1, ha G-ben van Hamilton-kor, és 0, ha nincs. Problémank ekkor ezen
(implicite megadott) Boole-fiiggvény értékének a kiszamitasa.

Egyvaltozos Boole-fliggvény csak 4 van: az azonosan 0, az azonosan 1, az identitas és
a tagadds vagy negdcid: © — T = 1 — x. A kétvaltozos Boole-fliggvények kozil itt csak
harmat emlitiink: a konjunkciot vagy logikai ,ES” miiveletét:

Ay — 1, haz=y=1,
¥= 0, egyébként,

(ez tekinthets volna kozonséges vagy modulo 2 szorzasnak is), a diszjunkciot vagy logikai
WVAGY” miiveletét:

/0, haz =y =0,
VY= { 1, egyébkeént,

és a bindris 0sszeaddst:
r®y=x+y (mod 2).

E miiveleteket szamos azonossig kapcsolja 6ssze. Mindharom emlitett kétvaltozos miivelet
asszociativ és kommutativ. Fontos még a disztributivitas, melynek ebben a struktaraban
tobb valtozata is van:

xA(yVz)=(xAy)V(xAz),

zV(ynz)=(xVy A(zVz),

és
eA(y®2z)=(xANy)®(zA2).
Végil idézziik még fel a de Morgan azonossdgokat:
TANYy=xTVYy,
és
zNVYy=TAT.

A konjunkci6, diszjunkcio és negacidé miiveleteivel folirt kifejezéseket Boole-polinomoknak
nevezziik.

1.3.1 Lemma. Minden Boole-fligguény kifejezhetd Boole-polinommoal.
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Bizonyitas: Legyen (aq,...,a,) € {0,1}". Legyen

T, ha a; = 1,
zi =13 _
‘ Z;, haa; =0,

és Eqy.ap (@1, ... 2n) = 21 Ao .. A 2z, Vegylik észre, hogy Equ, a4, (z1,...,2,) = 1 akkor és

csak akkor all, ha (x1,...,z,) = (a1,...,a,). Ezért
flzr,...,zn) = \/ Eo.an(®1,. ., 2p).
flai,...,an)=1

A most megkonstrualt Boole-polinom speciélis alakt. Az egyetlen (negalt vagy nem
negalt) valtozobol allo Boole-polinomot literdlnak nevezziik. FElemi konjunkcionak neve-
ziink egy olyan Boole-polinomot, mely A mivelettel 6sszekapcsolt literalokbol all. (Elfajulo
esetként minden literalt és az 1 konstanst is elemi konjunkcionak tekintjiik.) Diszjunktiv
normdlformdnak nevezziik az olyan Boole-polinomot, mely V miivelettel 6sszekapcsolt ele-
mi konjunkciokbol all (ezeket a normélforma tényezdinek nevezziik). Megengedjiik itt az
iires diszjunkciot is, amikoris a diszjunktiv norméalforménak nincsen egyetlen tényezGje sem.
Ekkor az altala definialt Boole-fliggvény azonosan 0. Diszjunktiv k-normdlformdn olyan
diszjunktiv normélformét értiink, melyben minden elemi konjunkci6 legfeljebb k literalt
tartalmaz.

Az A és V miiveletek szerepét foleserélve definialhatjuk az elemi diszjunkciot és a kon-
Junktiv normdiformdt.

A fentiek szerint tehat minden Boole-fiiggvény kifejezhets diszjunktiv normalforméval.
A diszjunktiv norméalformabdl a disztributivitast alkalmazva konjunktiv normalforméat kap-
hatunk.

Egyazon Boole-fiiggvényt altaldban igen sokféleképpen ki lehet fejezni Boole-polinomként.
Ha egy ilyen kifejezést megtalaltunk, a fiiggvény értékét mar konnyt kiszamolni. Altalaban
azonban egy Boole-fliggvényt csak igen nagyméretd Boole-polinommal lehet kifejezni, még
akkor is, ha gyorsan kiszamolhato. Ezért bevezetiink egy altalanosabb kifejezési modot.

Legyen G egy olyan iranyitott graf, mely nem tartalmaz iranyitott kort (réviden: acikli-
kus). A graf forrasait, vagyis azon csucsait, melyekbe nem fut bele él, bemeneti csicsoknak
nevezziik. Minden bemeneti csticshoz hozza van rendelve egy valtoz6 vagy a negaltja.

A graf nyel6it, vagyis azon csucsait, melyekbdl nem fut ki él, kimeneti csicsoknak is
hivjuk. (A tovabbiakban leggyakrabban olyan logikai halozatokkal lesz dolgunk, melyeknek
egyetlen kimeneti csicsuk van.)

A graf minden olyan v csucsahoz, mely nem forras, tehat melynek be-foka valamely
d = dy(v) > 0, adjunk meg egy ,kaput”, vagyis egy F, : {0,1}? — {0,1} Boole-fiiggvényt.
(A figgvény valtozoi feleljenek meg a v-be befuto éleknek.) Az ilyen fiiggvényekkel ellatott
irdnyitott grafot logikai hdlozatnak nevezziik.

A halozat mérete a kapuk szama, a mélysége pedig egy bemenet-csicstol egy kimenet-
csucsig vezetd Ut maximalis hossza.

Minden H logikai hélézatot felhasznalhatunk egy Boole-fliggvény kiszamitasara. Pon-
tosabban, minden logikai halézat meghataroz egy Boole-fliggvényt a kivetkezSképpen. Ad-
juk minden bemeneti pontnak a hozzarendelt literal értékét, ez lesz a szamitas bemenete.
Ebbdl minden més v cstcshoz ki tudunk szamitani egy-egy x(v) € {0,1} értéket, éspedig
tgy, hogy ha egy v csticsra a bele befuto élek uq, ..., uq (d = d4(v)) kezdSpontjainak mar
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ki van szamitva az értéke, akkor a v-be keriiljon az F,(z(u1),...,x(uq)) érték. Az nye-
16khoz rendelt értékek adjak a szamitas kimenetét. Az igy definialt Boole-fliggvényrdl azt
mondjuk, hogy az adott H halozat szdmolja ki.

Feladat. 16. Bizonyitsuk be, hogy a fenti moédon a logikai halézat minden bemenethez
egyértelmtien szamit ki egy kimenetet.

Természetesen minden Boole-fiiggvényt ki tudunk szamitani egy olyan trivialis (1 mély-
ségii) logikai halozattal, melyben egyetlen kapu szdmitja ki a kimenetet kozvetleniil a
bemenetbdl. Akkor lesz hasznos ez a fogalom szémunkra, ha olyan logikai halézatokat
tekintiink, melyekben a kapuk maguk csak valamilyen egyszerd mitivelet kiszamitasara al-
kalmasak (ES, VAGY, kizar6 VACY, implikacio, tagadas, stb.). Leggyakrabban minden
kapu a bemeng értékek konjunkcidjat vagy diszjunkcidjat szamitja ki; az ilyen logikai hé-
lozatot Boole-hdlozatnak nevezziik. Masik természetes megszoritas az, hogy minden kapu
be-foka legfeljebb ketts. (Néha azt is célszerd foltenni, hogy a kapunk ki-foka is korlatos,
vagyis egy csucs az altala kiszamitott bitet nem tudja ,ingyen” akarhany helyre szétoszta-
ni.)

1.4.1. Megjegyzés. A logikai hdlozatok (specidlisan a Boole-hdldzatok) két dolgot is mo-
delleznek. Egyrészt kombinatorikus leirdsdt nyijtjak bizonyos egyszertd (visszacsatolds nél-
kili) elektronikus hdlozatoknak. Madsrészt — és a mi szempontunkbdl ez a fontosabb — az
algoritmusok logikai struktiurdjdt irjak le. Erre vonatkozdan eqy dltaldnos tételt is be foqunk
bizonyitani (1.3.1. tétel), de igen sokszor eqy algoritmus kézvetlendl jol, dttekinthetden le-
irhato logikar halozattal.

Egy logikai hélozat csiicsai felelnek meg egyes miiveleteknek. Ezek végrehajtési sor-
rendje csak annyiban kotott, amennyire ezt az iranyitott graf meghatarozza: egy él vég-
pontjaban szereplé miveletet nem végezhetjiik el el6bb, mint a kezdSpontjaban szereplét.
Igy jol irjak le algoritmusok parhuzamosithatosagat: pl. ha egy fiiggvényt h mélységd, n
cstcst Boole-halozattal tudunk kiszamitani, akkor egy processzorral O(n) idében, de sok
(legfeljebb n) processzorral O(h) id6ben is ki tudjuk szamitani (feltéve, hogy a processzo-
rok Osszekapcsolasat, kommunikaciojat jol oldjuk meg; parhuzamos algoritmusokkal a B
fejezetben fogunk foglalkozni).

Tovabbi elénye ennek a modellnek, hogy egyszertisége révén erés alsoé korlatokat lehet
benne adni, tehat konkrét fiiggvényekre bizonyitani, hogy nem szamithatok ki kis halozat-
tal; ilyenekkel a[[2 fejezetben foglalkozunk.

Feladatok. 17. Mutassuk meg, hogy minden N méretdi Boole-hal6zathoz van olyan
legfeljebb N2 meéretti, 2 befoktt Boole-halozat, mely ugyanazt a Boole-fiiggvényt szamolja
ki.

18. Mutassuk meg, hogy minden N méreti, legfeljebb 2 befoku logikai haldozathoz van
olyan O(N) méret, legfeljebb 2 befokt Boole-halozat, mely ugyanazt a Boole-fiiggvényt
szamolja ki.

19. Mutassuk meg, hogy minden N mérett, legfeljebb 2 befokt Boole-halozat atala-
kithaté olyanné, mely egyvaltozos kapukat nem hasznél, ugyanazt szamolja ki, és mérete
legfeljebb kétszeres.
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Legyen f: {0,1}"™ — {0,1} tetsz6leges Boole-fiiggvény, és legyen
f((L'l,...,xn) =FV...VEN

egy elGéllitasa diszjunktiv normalformaként. Ennek az elGallitasnak megfelel egy 2 mélysé-
gl Boole-halozat a kévetkez6 modon: bemeneti pontjai feleljenek meg az x1, ..., z, valto-
zoknak és az T1,...,T, negalt valtozOknak. Minden F; elemi konjunkciénak feleljen meg
egy csucs, melybe az Ej;-ben felléps literaloknak megfelel6 bemeneti pontokbol vezet él,
és amely ezek konjunkcidjat szamitja ki. Végiil ezekbdl a csticsokbdl él vezet a t kimeneti
pontba, mely ezek diszjunkci6jat szamitja ki.

Feladat. 20. Mutassuk meg, hogy a Boole-polinomok kélcsonosen egyértelmiien megfelel-
nek azoknak a Boole-halozatoknak, melyek fak.

Minden Boole-halozatot tekinthetiink tigy, mint egy Boole-fliggvény kiszamitasara szol-
galo algoritmust. Azonnal lathaté azonban, hogy a logikai hal6zatok kevesebbet ,tudnak”,
mint pl. a Turing-gépek: egy Boole-halozat csak adott hosszisagi bemenettel (és kime-
nettel) tud foglalkozni. Az is vilagos, hogy (mivel a graf aciklikus) az elvégezhetd lépések
szama is korlatozott. Azonban ha a bemenet hosszat és a lépések szamat rogzitjiik, akkor
alkalmas Boole-hélézattal mar minden olyan Turing-gép miikodését utdnozni tudjuk, mely
egyetlen bitet szamit ki. Ugy is fogalmazhatunk, hogy minden olyan Boole-fiiggvényt,
melyet Turing-géppel bizonyos szamu lépésben ki tudunk szamitani, egy alkalmas nem til
nagy Boole-halozattal is ki lehet szamolni:

1.3.1 Tétel: Minden T ¥ = {0, 1, x} feletti Turing-géphez és minden N > n > 1 szdm-
pdrhoz van olyan n bemenetd, O(N?) méretd, O(N) mélyséqgi, legfeljebb 2 befoki Boole-
hdlozat, mely egy (zo,...,xn—1) € {0,1}" bemenetre akkor és csak akkor szamol ki 1-et,
ha az xqy...xn—1 bemenetre a T Turing gép N lépése utdn az utolsé szalag 0-ik mezején 1

all.

(A Boole-halozat méretére ill. mélységére tett megszoritasok nélkiil az allitas trivialis
volna, hiszen minden Boole-fiiggvény kifejezheté Boole-hélozattal.)

Bizonyitas: Legyen adva egy T = (k, X, T, o, B,7) Turing-gép és n, N > 1. Az egysze-
riiség kedvéért tegyiik fol, hogy k = 1. Szerkessziink meg egy iranyitott grafot, melynek
cstcsai a v(t, g,p) és w(t,p,h) pontok, ahol 0 <t < N, ge T, és —N < p < N. Minden
v[t +1,9,p] ll. w[t + 1,p, h] pontba vezessen él a v[t,g',p + €| és w[t,p+ €, 1] (¢ € T,
' eX, ee{-1,0,1}) pontokbol. Vegyiink fel n bemeneti pontot, sg, ..., s,—1-et, és huz-
zunk s;-bél élt a w(0,4,h| (h € ) pontokhoz. Az s; bemeneti pontra az z; valtozot irjuk.
A kimeneti pont legyen w[N, 0, 1]. (Ezutan, amig van masik nyeld, azokat torolhetjiik.)

A graf cstuicsaiban a Boole-hélozat kiértékelése soran kiszamitando logikai értékek (me-
lyeket egyszertiség kedvéért ugyanigy jeloliink, mint a megfelels cstucsot) a T gép egy
szamolasat az 1, xa, . .., T, bemeneten irjak le a kovetkezSképpen: a v[t, g, p| cstics értéke
igaz, ha a t-edik 1épés utan a vezérlGegység a ¢ allapotban van és a fej a szalag p-edik
mezején tartozkodik. A wlt,p, h] cstcs értéke igaz, ha a t-edik 1épés utan a szalag p-edik
mezején a h jel all.

E logikai értékek koziil bizonyosak adottak. A gép kezdetben a START allapotban van,
és a fej a 0 mez6rol indul:

1, ha g =START és p =0,
vl0,9,p] = {0, egygbként,
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tovabba a bemenet a szalag 0, ..., (n — 1)-ik mezejére van irva:

1, ha(p<O0vagyp>n)ésh=:x,
wl[0,p, h] = vagy ha 0 <p <n—1és h=ux,
0, egyébként.

A Turing-gép szabalyai megmondjak, hogy hogyan kell a tobbi cstcsnak megfelel logikai
értéket kiszamitani:

vit+ 1,900 = \/ (v[t, g0 =g W) Awlt,p— (g 1), h’])
g'er
h'ex
a(g’,h)=g

wt+1,p,0 = (wlt.p. ) A N olegnl) v (N @l o) Awlt )
g'el’ g’er
hes
B(g’ ,h)=h

Lathato, hogy ezek a rekurziok olyan logikai fliggvényeknek tekinthetSk, melyekkel el-
latva a G graf olyan logikai héaldzat lesz, mely a kivant fliggvényt szdamolja ki. A hélozat
mérete O(N?), mélysége O(N). Mivel minden pont be-foka legfeljebb 3|3| - || = O(1), a
hélozatot atalakithatjuk hasonldé méretd és mélységii Boole-hélozatta. O

1.4.2. Megjegyzés. Erdekes médon a mdsik irdny, amikor Boole-hdlézatot akarunk szi-
muldlni Turing-géppel, nem megy ilyen egyszeriien. Teqgyiik fel, hogy minden n-re adott eqy
n bemenetd O(n®) méretd Boole-hdldzat. Szeretnénk, hogy ekkor van egy olyan Turing-
gép, amely minden x bemenetre ugyanazt szamolja ki, mint az |x| bemenetd Boole-hdldzal,
legfeljebb O(|x|¢) lépésben. Ez igy nem igaz, mivel a kilonbozé n-ekre a Boole-hdldzatok
nagyon kilonbézdek lehetnek. Az dllitdas csak akkor igaz, ha van egy olyan mdsik Turing-
gép, amely azn bemenetre O(nc) idében eld tudja dllitani a fenti n bemenetd Boole-hdlozat
eqy leirdsdt.



2. fejezet

Algoritmikus eldonthetSség

Szazadunk 30-as éveiig az volt a — tobbnyire nem pontosan kimondott — vélemény a
matematikusok korében, hogy minden olyan matematikai kérdést, melyet pontosan meg
tudunk fogalmazni, el is tudunk donteni. Ez igazabol kétféleképpen érthets. Lehet egyetlen
igen-nem-kérdésrol szo, és ekkor az eldontés azt jelenti, hogy a halmazelmélet (vagy mas
elmélet) axioméaibol vagy az allitast, vagy az ellenkezgjét be tudjuk bizonyitani. 1931-ben
publikdlta GODEL azt hires eredményét, mely szerint ez nem igy van, st az is kideriilt,
hogy akarhogyan is bovitenénk a halmazelmélet axiomarendszerét (bizonyos ésszert kiko-
téseknek megfelelGen, pl. hogy ne lehessen ellentmondést levezetni, és egy adott allitdsrol
el lehessen donteni, hogy az axiéma-e), mindig maradna megoldatlan probléma.

Az elddnthetdség kérdésének egy masik formaja az, amikor egy probléma-seregrél van
sz0, és olyan algoritmust keresiink, mely ezek mindegyikét eldonti. CHURCH 1936-ban
fogalmazott meg olyan probléma-sereget, melyrél be tudta azt is bizonyitani, hogy algorit-
mussal nem donthetd el. Ahhoz, hogy egy ilyen bizonyitasnak értelme legyen, meg kellett
alkotni az algoritmus matematikai fogalmat. CHURCH erre logikai eszkozoket alkalmazott.
Természetesen elképzelhetd lenne, hogy valaki az algoritmusok eszkoztarat olyan eszkézok-
kel bgviti, melyek tijabb problémék eldontésére teszik azokat alkalmassa. CHURCH azonban
megfogalmazta az un. Church-tézist, mely szerint minden ,szdmitds” az dltala megadott
rendszerben formalizdlhato.

Ugyanebben az évben TURING megalkotta a Turing-gép fogalmat; azt nevezzik algo-
ritmikusan kiszamithaténak, ami Turing-gépen kiszamithato. Lattuk az el6z6 fejezetben,
hogy nem véltoztatna ezen, ha a Turing-gép helyett a RAM-bol indulnank ki. Church
eredeti modelljérdl és igen sok egyéb szamitasi modellrsl is kideriilt, hogy ebben az ér-
telemben ekvivalens a Turing-géppel. Olyan modellt, amely (legalabbis determinisztikus,
véletlent nem hasznalé modon) t6bb mindent tudna kiszdmolni, mint a Turing-gép, senki
sem talalt. Mindezek alatamasztjak a Church-tézist.

2.1. Rekurziv és rekurzive folsorolhaté nyelvek

Legyen X egy véges abécé, mely tartalmazza a .’ szimbdélumot. Mint mér korabban
megjegyeztiik, Turing-gépek bemeneteként olyan szavakat fogunk megengedni, melyek ezt
a specialis jelet nem tartalmazzak, vagyis melyek a 3o = X — {x} abécébdl allnak.



26 2.1. REKURZIV ES REKURZIVE FOLSOROLHATO NYELVEK

Egy f: X5 — X§ figgvényt kiszdmithatonak vagy rekurzivnak neveziink, ha van olyan
T Turing-gép (tetsz6leges k szamu szalaggal), mely barmely z € 3§ bemenettel (vagyis
elsg szalagjara az x szot, a tobbire az iires szot irva), véges id6 utan megall, és az utolsod
szalagjara az f(x) sz0 lesz irva.

Megjegyzés: Az[Il fejezetben lattuk, hogy nem valtozna egy fiiggvény kiszamithatosaga,
ha a definiciéban feltennénk, hogy k = 1.

Legyen £ C X egy nyelv. Az L nyelvet rekurzivnak hivjuk, ha karakterisztikus fiigg-
vénye:

1, hax e L;
f(“')_{o, ha z € 5 — L.

kiszamithato. Ha egy T Turing-gép ezt az f fliggvényt szamitja ki, azt mondjuk, hogy T
eldonti az L nyelvet. Nyilvanvalo, hogy minden véges nyelv rekurziv. Az is vildgos, hogy
ha az £ nyelv rekurziv, akkor a komplementere: £ — L is az.

Megjegyzés: Nyilvanvalo, hogy kontinuum sok nyelv van, mig a Turing-gépek szama
megszamlalhato. Igy kell lennie nem rekurziv nyelvnek is. Latni fogjuk, hogy vannak
konkrét nyelvek, melyekrsl be lehet bizonyitani, hogy nem rekurzivok.

Az L nyelvet rekurzive folsorolhatonak nevezziik, ha vagy £ = (), vagy van olyan ki-
szamithato f : X — X fiiggvény, melynek értékkészlete £. (Masszoval, az L-be tartozo
szavakat fel lehet sorolni: 1, xzs,... — ismétléseket is megengedve — tgy, hogy a k — xp
fiiggvény rekurziv.) Mint latni fogjuk, rekurzive folsorolhaté nyelvek sok szempontbol
méasként viselkednek, mint a rekurzivak. Példaul egy rekurzive folsorolhatd nyelv komple-
mentere mar nem sziikségképpen rekurzive félsorolhato.

Rekurzive folsorolhaté nyelveknek egy masik fontos definialasi lehetSségét mutatja az
alabbi lemma. Rendezziik 3§ elemeit gy, hogy a révidebb szavak elézzék meg a hosszab-
bakat, az egyforma hossziakat pedig rendezziik lexikografikusan. Koénnyt csinalni olyan
Turing-gépet, amely Y§ szavait ebben a sorrendben sorba elallitja, és olyat is, mely adott
j-hez kiszamitja a j. szot.

2.1.1 Lemma: FEgy £ nyelv akkor és csak akkor rekurzive filsorolhatd, ha van olyan T
Turing gép, melynek elsd szalagjdra x-et irva, a gép akkor és csak akkor dll le véges idd
mulva, ha © € L.

Bizonyitas: Legyen L rekurzive folsorolhato; feltehetjiik, hogy nem iires. Legyen L az f
fliggvény értékkészlete. Készitiink egy Turing-gépet, mely egy x bemeneten akkor és csak
akkor all meg véges sok lépésben, ha x € £. A Turing-gép minden adott & bemenethez
sorra veszi az y € Xjy szavakat, kiszamitja f(y)-t, és megall, ha x = f(y).

Megforditva, tegyiik f6l, hogy L azokbol a szavakbol all, melyekre egy T° Turing-gép
véges sok lépésben megall. Foltehetjiik, hogy £ nem iires, és legyen a € L. Csinaljunk egy
To Turing-gépet, melynek elsé szalagjara egy ¢ természetes szdmot irva, a kovetkezsSket csi-
nalja: a T els szalagjara (amely Tp-nak, mondjuk, a méasodik szalagja) az (i — [/ ]?) -edik
szot irja (legyen ez x; igy minden sz6 végtelen sok kiilonb6z6 ¢ bemenetre keriil felirasra).
Ezutan a T géppel ezen a bemeneten i 1épést probal végeztetni. Ha a T' gép ezalatt leall,
akkor Ty az utols6 szalagjara x-et ir, és ledll. Ha a 1" gép ezalatt nem all le, akkor 7y az
utolso szalagjara a-t ir, és leall. A T altal szamitott fiiggvény értékkészlete éppen L. [
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A rekurziv és rekurzive felsorolhat6 nyelvek kapcsolatat a logikaval a B3l alfejezetben
targyaljuk. Most megvizsgaljuk a rekurziv és rekurzive folsorolhaté nyelvek kapcsolatat.
Kezdjiik egy egyszerd észrevétellel:

2.1.2 Lemma: Minden rekurziv nyelv rekurzive felsorolhato.

Bizonyitas: Legyen £ rekurziv nyelv. Ha £ = (), akkor £ definici6 szerint rekurzive
folsorolhato, igy foltehetjiik, hogy £ nem fires; legyen a € L. Tekintsiik a kovetkezs
fliggvényt:

x, haxzel
)= {a, haz ¢ L
Nyilvanval6, hogy ez rekurziv, és értékkészlete éppen L. O

A kovetkezd tétel mutatja a pontos kapcsolatot rekurziv és rekurzive félsorolhato nyel-
vek kozott:

2.1.3 Tétel: Egy L nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha mind az £ nyelv, mind a ¥§—L
nyelv rekurzive félsorolhato.

Bizonyitas: Ha L rekurziv, akkor a komplementere is az, és igy az el6z6 lemma szerint
mindkettd rekurzive félsorolhato.

Megforditva, tegyiik fol, hogy L is és a komplementere is rekurzive folsorolhato. El
akarjuk donteni, hogy egy x sz6 L-ben van-e. Csindljunk két gépet, az egyik pontosan
az L szavaira, a masik pontosan a X — £ szavaira alljon meg véges id6ben; valamint egy
harmadikat, amelyik azt figyeli, hogy melyik gép &ll le. Valamelyik véges sok lépés utan
biztosan leall, és akkor tudjuk, hogy melyik nyelvben van x. O

Most megmutatjuk, hogy van rekurzive folsorolhatd, de nem rekurziv nyelv. Legyen T’
egy k szalagos Turing-gép. Alljon L7 mindazon z € Y5 szavakbol, melyekre fennall, hogy
T minden szalagjara x-et {rva, a gép véges sok lépésben megall.

2.1.4 Tétel: Az Lr nyelv rekurzive folsorolhats. Ha T univerzilis Turing-gép, akkor L
nem rekurziv.

Roviden szolva: algoritmikusan nem lehet eldonteni, hogy egy univerzalis Turing gép
egy adott bemenettel véges idén belill leall-e. Ezt a feladatot megdlldsi feladatnak (halting
problem) nevezik.

Bizonyitas: Az els6 allitas a 2.1.1. lemmabol kovetkezik. A masodik allitds bizonyitéa-
sdhoz az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy T-nek két szalagja van. Ha Lp rekurziv
volna, akkor 3§ — £ rekurzive folsorolhato volna, és igy megadhato volna olyan (mondjuk 1
szalagos) T} Turing-gép, hogy az = bemeneten T} akkor és csak akkor all le, ha x ¢ Lp. A
T1 Turing-gép szimulalhaté T-n tgy, hogy masodik szalagjara egy alkalmas p ,programot”
irunk. Ekkor 7" mindkét szalagjara p-t irva, akkor és csak akkor all le, ha T ledllna (a
szimulacio miatt). 77 viszont akkor és csak akkor all le, ha T" nem all le ezzel a bemenettel
(vagyis ha p € Lr). Ellentmondés. O
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E tétel bizonyitdsa emlékeztet annak a ténynek az elemi halmazelméletbdél ismert bi-
zonyitasara, hogy a valos szdmok halmaza nem megszamlalhatd. Valojaban ez a modszer,
az Un. atlés modszer vagy diagonalizalas, igen sok logikai, halmazelméleti és bonyolultsag-
elméleti bizonyitasnak az alapja. Ezek koziil tobbet latni is fogunk a tovabbiakban.

Az el6z6 tételnek szamos véltozata van, melyek hasonld feladatok eldonthetetlensé-
gét mondjak ki. Ahelyett, hogy egy £ nyelv nem rekurziv, szemléletesebben azt fogjuk
mondani, hogy az L-et definidlé tulajdonsig algoritmikusan eldénthetetlen.

2.1.5 Tétel: Van olyan 1-szalagos Turing-gép, melyre algoritmikusan eldénthetetlen, hogy
eqy x bemenettel véges iddn beliil megdll-e.

Bizonyitas: Legyen T' 2-szalagos univerzélis Turing-gép, és konstrualjunk egy 1-szalagos
To gépet az 1.1.2 Tétel bizonyitdsdhoz hasonldo modon (k = 2-vel), azzal a kiilonbséggel,
hogy indulaskor az x sz6 i-edik betdjét ne csak a (4i)-edik, hanem a (47 — 2)-edik mezére
is atméasoljuk. Ekkor Ty egy x bemeneten szimulalni fogja T' miikddését mindkét szalagjan
x-szel indulva. Mivel az utébbirél eldonthetetlen, hogy adott z-re véges idén belil megéall-
e, Tp-ro6l is eldonthetetlen, hogy adott z bemenetre megéall-e. O

E tételnek érdemes megemliteni még néhény kévetkezményét. Egy Turing-gép leirdsd-
nak nevezziik a 3 és I' halmazok felsorolasat (ahol, mint eddig, I' elemeit ¥ {6l6tti szavak
kodoljék) és az «, 3, v fiiggvények tablazatat.

2.1.6 Kovetkezmény: Algoritmikusan eldonthetelen, hogy egy (leirdsdval adott) Turing-
gép az tures bemeneten véges iddben megdll-e.

Bizonyitas: Minden x széra modosithatjuk tgy az el6z6 tételbeli Ty gépet, hogy az
elGszor az adott x szot irja a szalagra, és utana mar gy miikodjon, mint Ty. Az igy kapott
T, Turing-gép persze fligg az x sz6t6l. Ha T,-r6l el tudnank donteni (leirasa alapjan), hogy
véges id6ben megall-e, akkor azt is tudnank, hogy Ty az x bemeneten megall-e. O

2.1.7 Kovetkezmény: Algoritmikusan eldinthetetlen, hogy egy (leirdsdval adott) 1-
szalagos T Turing-gépre az L1 nyelv ires-e.

Bizonyitas: Adott S Turing-géphez konstrualjunk meg egy T Turing-gépet, mely a
kovetkezét csinalja: elGszor letordl mindent a szalagrol, utana pedig atalakul az S géppé.
Nyilvanvalo, hogy S leirasabol a T' leirasa kénnyen megkonstrualhato. Igy ha S az iires
bemeneten véges sok 1épésben megall, akkor 7" minden bemeneten véges sok lépésben meg-
all, és ezért Lr = X nem tires. Ha S az tlires bemeneten végtelen ideig dolgozik, akkor
T minden bemeneten végtelen ideig dolgozik, és igy L iires. Igy, ha el tudnank donteni,
hogy Lt iires-e, akkor azt is el tudnank donteni, hogy S az {ires bemeneten megéll-e, ami
pedig eldonthetetlen. O

Nyilvanvalo, hogy az L1 nyelv iires volta helyett semmilyen més P tulajdonsagot sem
tudunk eldénteni, ha P az iires nyelvnek megvan és ¥j-nak nincs meg, vagy megforditva.
Ennél még ,negativabb” eredmény is igaz. Nyelvek egy tulajdonsagat trividlisnak neveziink,
ha vagy minden L tipust (ahol T tetsz6leges Turing-gép) nyelvnek megvan, vagy egyiknek
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Ssem.

2.1.8 Rice Tétele: Bdrmely nem-trividlis nyelv-tulajdonsdgra algoritmikusan eldont-
hetetlen, hogy eqy adott L1 nyelvnek megvan-e.

Igy tehat eldonthetetlen a T leirasa alapjan, hogy L1 véges-e, reguléris-e, tartalmaz-e
egy adott szot stb.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy az tires nyelvnek nincs meg a P tulajdonsaga (kiilon-
ben a tulajdonsag tagadasat tekinthetjiik). Legyen T3 olyan Turing-gép, melyre Lr,-nek
megvan a P tulajdonsiga. Adott S Turing-géphez készitslink el egy T gépet a kovetkezs-
képpen: egy x bemeneten dolgozzon T' tgy, mint 77, de ezzel parhuzamosan dolgozzon tgy
is, mint S az {ires bemeneten. Igy ha S nem &ll meg az iires bemeneten, akkor 7' semmilyen
bemeneten nem &ll meg, tehat L7 az iires nyelv. Ha S megall az lires bemeneten, akkor
T pontosan azokon a bemeneteken all meg, mint 71, és igy L7, = Lp. Igy ha el tudnank
donteni, hogy L7-nek megvan-e a P tulajdonsaga, akkor azt is el tudnank donteni, hogy
S megall-e az iires bemeneten. O

2.2. Egyéb algoritmikusan eldonthetetlen problémak

Az el6z6 pontban megfogalmazott eldonthetetlen probléma (a megallasi probléma) kissé
mesterkélt, és a bizonyitas azon milik, hogy Turing-gépekrsl akarunk valamit eldonteni
Turing-gépekkel. Azt gondolhatnank, hogy a ,valodi életben” félvet§ds matematikai prob-
lémak nem lesznek eldonthetetlenek. Ez azonban nem igy van! A matematika szamos
problémajarol deriilt ki, hogy algoritmikusan eldonthetetlen; ezek kozott sok olyan is van,
mely egyaltalan nem logikai jellegi.

El6szor egy geometriai jellegti problémét emlitiink. Tekintsiink egy ,,dominokészletet”
melyben minden ,,domind” négyzetalakd, és minden oldalara egy természetes szam van
frva. Csak véges sok kiilonb6z§ fajta dominénk van, de mindegyikbdl végtelen sok példany
all rendelkezésre. Ki van tiintetve tovabba egy ,kezd6domino”.

2.2.1. Dominé-probléma: Ki lehet-e rakni ezekkel az adott négyzetekkel a sikot gy,
hogy a kezdddomind kell, hogy szerepeljen, és az eqgymdshoz illeszkedd oldalakon mindig
ugyanaz a szam legyen?

(Hogy trivialis megoldasokat elkertiljiink, kikotjiik, hogy a négyzeteket nem szabad elfor-
gatni, olyan allasban kell elhelyezni Sket, ahogyan adva vannak.)

Konnyt olyan készletet megadni, amellyel a sikot ki lehet rakni (pl. egyetlen négyzet,
melynek minden oldala ugyanazt a szamot viseli) és olyat is, mellyel nem lehet (pl. egyetlen
négyzet, melynek minden oldala kiilonb6z6 szamot visel). Az a meglepd tény igaz azonban,
hogy a dominéprobléma algoritmikusan eldénthetetlen!

A pontos megfogalmazéashoz irjunk le minden domindkészletet egy-egy ¥o = {0, 1, +}
folotti szoval, pl. gy, hogy az egyes domindk oldalaira irt szamokat kettes szamrendszer-
ben ,,+” jellel elvalasztva leirjuk, a fels6 oldalon kezdve, az 6ramutato jardsdnak megfelels
sorrendben, majd a kapott szamnégyeseket Osszefiizziik, a kezd6dominoval kezdve. (A
kodolés részletei nem lényegesek.) Jelolje LK AK [l LNEMRAK] azon készletek kod-
jainak halmazat, melyekkel a sik kirakhato [ill. nem rakhato kif.
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2.2.2. Tétel Az Ly p Ak nyelv nem rekurziv.

Elfogadva egyeldre bizonyitas nélkiil ezt az allitast, a 2.1.3 tétel szerint vagy a kirakhato
készletek, vagy a nem kirakhato készletek olyan nyelvet kell, hogy alkossanak, mely rekur-
zive nem folsorolhat6. Vajon melyik? Els6 pillanatra azt gondolhatnank, hogy LR AK
rekurzive felsorolhato: az, hogy egy készlettel a sik kirakhatd, bebizonyithat6é tgy, hogy
megadjuk a kirakast. Ez azonban nem véges bizonyités, és valojaban éppen az ellenkezGje
igaz:

2.2.3. Tétel Az LypprAK nyelv rekurzive felsorolhatd.

A 2.2.2 tétellel egybevetve latjuk, hogy Licrp A nem lehet rekurzive folsorolhaté sem.
A 2.2.3 tétel bizonyitdsaban fontos szerepet fog jatszani az aldbbi lemma.

2.2.4. Lemma FEgy készlettel akkor és csak akkor rakhato ki a sik, ha minden n-re a
(2n + 1) x (2n + 1)-es négyzet kirakhato gy, hogy kozepén a kezdédomind van.

Bizonyitas: Az allitas ,csak akkor” fele trivialis. Az akkor” felének bizonyitasahoz tekint-
siik négyzeteknek egy Ni, No, ... sorozatat, melyek mindegyike paratlan oldalhosszisagu,
oldalhosszuk végtelenhez tart, és melyek kirakhatok a készlettel. Meg fogjuk konstruélni
az egész sik egy kirakasat. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden
egyes négyzet kozéppontja az origo.

Tekintsiik el6szor az origd kozépponti 3 X 3-as négyzetet. Ez minden egyes N;-ben
valahogyan ki van rakva a készlettel. Mivel csak véges sokféleképpen rakhato ki, lesz
végtelen sok olyan N;, melyben ugyanigy van kirakva. Az N; sorozat alkalmas ritkitasaval
feltehetjiik, hogy ez a négyzet minden N;-ben ugyanigy van kirakva. Ezt a kilenc dominét
méar rogzithetjik is.

Tovabbmenve, tegyiik fol, hogy a sorozatot kiritkitottuk gy, hogy minden egyes meg-
marado N; az origo kozépponta (2k+1) x (2k 4 1)-es négyzetet ugyanugy rakja ki, és ezt a
(2k 4 1)? dominot rogzitettiik. Ekkor a megmaradé N; négyzetekben az origd kozépponti
(2k 4+ 3) x (2k 4 3)-as négyzet csak véges sokféleképpen van kirakva, igy ezek valamelyike
végtelen sokszor fordul el§. Ha csak ezeket az N; négyzeteket érizziik meg, akkor minden
megmarad6 négyzet az origbd kozépponti (2k + 3) x (2k + 3)-as négyzetet ugyantgy rakja
ki, és ez a kirakas a mar rogzitett dominokat tartalmazza. Igy rogzithetjilk a nagyobb
négyzet peremén a dominokat.

A sik barmely egész csiicsi egységnégyzetét fedé dominod el6bb-utobb rogzitve lesz,
vagyis az egész sik egy lefedését kapjuk. Mivel a fedésre kirott feltétel ,lokalis”, azaz csak
két szomszédos dominodra vonatkozik, ezek csatlakozasa szabalyszeri lesz a végss fedésben
is. ]

A 2.2.3 tétel bizonyitasa: Konstrualjunk egy Turing-gépet, mely a kévetkezst csinélja.
Adott x € 3 szorol el6szor is eldonti, hogy az egy dominokészlet kodja-e (ez konnyt); ha
nem, akkor végtelen ciklusba megy. Ha igen, akkor ezzel a készlettel megprobalja rendre
az 1 x 1-es, 3 X 3-as, stb. négyzeteket kirakni (a kezd6dominoval a kézepén). Minden egyes
konkrét négyzetre véges sok lépésben eldonthetd, hogy az kirakhato-e. Ha a gép olyan
négyzetet talal, mely nem rakhato ki az adott készlettel, akkor megall.

Nyilvénval6, hogy ha z € LNEMRAK> Vagyis  nem kodol készletet, vagy olyan kész-
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letet kodol, mellyel a sik kirakhato, akkor ez a Turing-gép nem all meg. Masrészt ha
r € LNEMRAK: vagyis x olyan készletet kodol, mellyel a sik nem rakhato ki, akkor a
2.2.4 lemma szerint elég nagy k-ra mar a k x k-as négyzet sem rakhato ki, és ezért a
Turing-gép véges sok lépés utan megall. Igy a 2.1.1 lemma szerint LNEMRAK rekurzive
folsorolhato.

A 2.2.2 tétel bizonyitasa: Legyen T'= (K, X, T, «, 3,7), tetszbleges Turing-gép; konst-
rualunk hozzé (a leirasabol kiindulva) olyan K készletet, mellyel a sik akkor és csak akkor
rakhato ki, ha T az iires bemeneten nem all meg. A 2.1.6 kévetkezmény miatt azonban az
utobbi algoritmikusan eldonthetetlen, igy az is, hogy a megkonstrualt készlettel kirakhato-e
a sik.

A K készletet tigy adjuk meg, hogy a domindk oldalaira nem szdémokat, hanem egyéb
jeleket irunk; ezt konnyen helyettesithetjiik szamokkal. Egyszertiség kedvéért tegyiik fol,
hogy k = 1. Kényelmes lesz azt is foltenni (amit mindig elérhetiink 7" trivialis modosita-
saval), hogy a T gép csak az els§ lépés elstt van a START &llapotban.

* 1 2 1 * g1
g1 | %
* 1 2 * g2 *
* 1 2 * g2 *
g2 | 92
* 1 * g1 * *
* 1 * g1 * *
a1l
* «*START * * *
* «*START * * *
N N|N P|P PP P|P P
* START* * * *

2.1. abra. Egy szamitas elejének megfelels kirakas

Osszuk fel a sikot olyan egységnégyzetekre, melyeknek kozéppontja egész koordinataju
pont. Tegyiik f6l, hogy T az iires bemeneten nem &all meg. Ekkor a gép szamolasabol
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konstrualjunk egy dominodkkal valo kirakast a kovetkezSképpen: ha a szalag p-edik meze-
jének tartalma g lépés utan a h jel, akkor irjuk rd a h jelet annak a négyzetnek a fels
oldalara, melynek kozéppontja a (p, ¢) pont, és annak a négyzetnek az also oldalara, mely-
nek a kozéppontja a (p,q + 1) pont. Ha a g-adik 1épés utan a fej a p-edik mezon all, és a
vezérlGegység g allapotban van, akkor irjuk a (p, q) kozépponti négyzet felss, és a (p,q+1)
kozéppontu négyzet alsé oldalara a g jelet. Ha a fej a g-adik 1épésben jobbra [balra| lép,
mondjuk a (p — 1)-edik [(p + 1)-edik| négyzetrdl a p-edikre, és a lépés utén a g allapotban
van, akkor irjuk ra a g jelet a (p,q) kozéppontu négyzet bal [jobb] oldalara és a (p — 1,q)
[(p+ 1, q)] kozéppontt négyzet jobb [bal| oldalara. A legalso sorbeli négyzetek fiiggsleges
éleire irjunk egy ,N” jelet, ha az él az orig6tol balra van, és egy ,,P” jelet, ha az él az origdtol
jobbra van. Tiikrozzik a kapott cimkézést az z-tengelyre, megforditva az egy élen levs
cimkék sorrendjét is. A 21l 4bra arra az egyszert Turing-gépre mutatja be a konstrukciot,
mely az tires szalagon indulva jobbra lépeget és felvaltva 1-est és 2-est ir a szalagra.

h/ h/gl h/
g g
hg hg hg
alg,h) =g alg,h) =g alg,h) =g
B(g,h) =1 B(g,h) =1 B(g,h) =1

2.2. abra. A fej alatti cellanak megfelel6 domino-tipusok

hg hg h

a) b) c)

2.3. abra. Egy cella, a) ahova a fej belép balrdl, b) ill. jobbrol, ¢) amelyet nem érint a fej

* *START *
N N N P P P

* STARTx *

2.4. abra. Cellak a kezd&sorban

Hatarozzuk meg, hogy az igy kapott kirakdsban milyen domindk szerepelnek. A felss
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félsikban alapvetGen négy fajta van. Ha ¢ > 0 és a ¢-adik 1épés utan a fej a p-edik helyen
all, akkor a (p, q) kozéppontu négyzet a 22 abran lathaté dominok valamelyike. Ha ¢ > 0
és a (¢ — 1)-edik lépés utan a fej a p-edik helyen &ll, akkor a (p,q) kozéppontt négyzet
a 23la)-b) abran lathato dominok valamelyike. Ha g > 0 és a fej sem a g-adik, sem a
q— l-edik lépés utan nem all a p-edik mezén, akkor a (p, ¢) kozéppontu négyzet egyszeriien
aZ3lc) abran lathato alaka. Végiil az also sor négyzeteit a 24 4bran lathatjuk. Az also
felsikban szereplé dominokat tgy kapjuk, hogy a fentieket vizszintes tengelyre tiikrozziik.

Marmost a abrak a T Turing-gép lefrasa alapjan megszerkeszthetdk; igy egy
K véges készletet kapunk, melynek kezdédominoja a 2.4 4bra kozépsé domindja. A fenti
gondolatmenet azt mutatja, hogy ha T az iires bemeneten végtelen sok lépésig miikodik,
akkor ezzel a készlettel a sik kirakhat6. Megforditva, ha a sik kirakhato a Kp készlettel,
akkor (mondjuk) a (0,0) pontot a kezdddominé fedi le; ettSl balra ill. jobbra csak a 24
abran lathato maéasik két dominé allhat. Innen sorrdl sorra haladva lathatjuk, hogy a le-
fedés egyértelmt, és a T gép iires bemenetd szamolasanak felel meg. Mivel az egész sikot
lefedtiik, ez a szamolas végtelen. O

Feladatok. 1. Mutassuk meg, hogy van olyan domindkészlet, mellyel a sik kirakhato, de
nem rakhato ki kétszeresen periodikusan (vagyis gy, hogy alkalmas linearisan fiiggetlen
egész koordinataju (p, q) és (r, s)vektorokra barmely (z,y) pontot ugyanolyan dominé fed
le, mint az (x + p,y + q) és (z + r,y + s) pontot).

2. Igazoljuk, hogy azok a készletek, melyekkel a stk kétszeresen periodikusan kirakhato,
rekurzivan folsorolhatoak.

3. Bizonyitsuk be a kdvetkezdket:

(a) Van olyan F' : Z, — Z, fuggvény, melyre a kovetkezd igaz: ha egy dominokészlet
kodjanak hossza n, és a (2F(n) + 1) x (2F(n) + 1)-es négyzet kirakhato a készlettel gy,
hogy kozepén a kezd6domind van, akkor az egész sik kirakhato.

(b) Az ilyen tulajdonsagu F fliggvény nem lehet rekurziv.

Megjegyzés: A dominoprobléma akkor is eldonthetetlen, ha nem jeloliink ki kezddomi-
nét. Azonban a bizonyitas lényegesen nehezebb.

Néhéany tovabbi algoritmikusan eldonthetetlen probléméat emlitiink, az eldonthetetlen-
ség bizonyitasa nélkiill. HILBERT 1900-ban megfogalmazta az akkori matematika 23 altala
legizgalmasabbnak tartott probléméajat. Ezek a problémak a szdzad matematikajanak fej-
16désére igen nagy hatéast gyakoroltak. (Erdekes megjegyezni, hogy Hilbert tigy gondolta:
problémaival évszazadokig nem fog boldogulni a tudomény; mara mindet lényegében meg-
oldottak.) Ezen problémék egyike volt a kovetkezs:

2.2.5 Diophantoszi egyenlet: Adott egy egész egyiitthatds n vdltozds p(xy, ..., zy) poli-
nom, dontsik el, hogy van-e a p = 0 egyenletnek egész szamokbdl dallé megolddsa?

(Diophantoszinak nevezziik az olyan egyenletet, melynek megoldéaséat egész szdmokban ke-
ressiik.)

HILBERT idejében az algoritmus fogalma még nem volt ugyan tisztazva, de az volt az el-
képzelése, hogy lehet taldlni olyan, mindenki szaméra elfogadhaté és mindig végrehajthatd
eljarast, mely adott Diophantoszi egyenletrsl eldonti, hogy megoldhato-e. Az algoritmus
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fogalmanak tisztézésa, és az els6 algoritmikusan eldonthetetlen probléméak megtalalésa
utan egyre inkdbb az valt valészintivé, hogy a probléma algoritmikusan eldénthetetlen.
Ezt a sejtést DAVIS, ROBINSON ES MYHILL egy szamelméleti feladatra vezették vissza,
melyet végiil MATYIJASZEVICS 1970-ben megoldott. Kideriilt tehat, hogy a diophantoszi
egyenletek megoldhatésdganak problémaja algoritmikusan eldonthetetlen.

Emlitiink egy fontos algebrai problémat is. Legyen adva n szimbolum: ay,...,a,. Az
altaluk general szabad csoporton az ay, ..., ay, al_l, ..., a, ! jelekbdl alkotott mindazon (vé-

ges) szavak halmazat értjiik, melyekben nem fordul elé kézvetleniil egymasutan a; és a; !

(semmilyen sorrendben). Két ilyen szot gy szorzunk Ossze, hogy egymésutan irjuk, és
az esetleg egymas mellé keriil§ a; és ai_1 szimboélumokat ismételten eltoroljiikk. Meg kell
gondolni, de ez nem nehéz, hogy az igy definialt szorzas asszociativ. Az iires szot is megen-
gedjik, ez lesz a csoport egységeleme. Egy szot megforditva és minden a; kicserélve a;l—re
(és viszont), kapjuk a sz6 inverzét. Ebben a nagyon egyszert struktiraban eldonthetetlen

az aladbbi probléma:

2.2.6 Csoportok szoproblémaja: Adott az aq,...,a, szimbdlumok dltal generdlt sza-
bad csoportban n + 1 sz6: «i,...,a, €s 3. Benne van-e 8 az a,...,q, dltal generdlt
részcsoportban?

Egy probléma a topolégia teriiletérsl. Legyenek e; ..., e, az n-dimenziés euklideszi tér
egységvektorai. A 0,ey,...,e, pontok konvex burkat standard szimplexnek nevezziik. A
szimplex lapjai a {0, e1, ..., e, } halmaz részhalmazainak konvex burkai. Poliédernek nevez-
ziik a standard szimplex lapjai tetszéleges halmazanak az egyesitését. Alapvetd topologiai
kérdés egy P poliéderrel kapcsolatban a kovetkezd:

2.2.7 Poliéderek Osszehtizhatosaga: Osszehizhaté-e egy adott poliéder (folytonosan,
mindig onmagdn belil maradva) egy ponttd.

Ezt pontosan gy definialjuk, hogy kijel6liink a poliéderben egy p pontot, és gy akarjuk
a poliéder minden pontjat (mondjuk a 0 id6ponttol az 1 id6pontig) mozgatni a poliéderen
beliil, hogy az végiil a p pontba jusson, és kozben a poliéder ,ne szakadjon szét”. Jelolje
F(z,t) az x pont helyzetét a ¢ id6pontban (0 <t < 1). Ekkor tehat F': P x [0,1] — P
olyan (két valtozojaban egyiitt) folytonos leképezés, melyre F(z,0) = z és F(z,1) = p
minden z-re. Hailyen F' 1étezik, akkor azt mondjuk, hogy P dsszehiizhatd. Ez a tulajdonsag
azonban eldénthetetlen.

Végiil még egy, a domindproblémahoz hasonldan egyszertinek latszé probléma. Szotar-
nak neveziink véges sok (u;,v;); 1 <1i < N part, ahol minden i-re u; € X és v; € L.

2.2.8 Post szoproblémaja: A bemenet egy szotar. Van-e olyan mondat, ami mindkét
nyelven ugyanazt jelenti (ha a betikozoktdl eltekintink)? Azaz van-e az indexek olyan
i1,%2,...,1K sorozata, hogy Wi Wi, ... Ui = Vi Vig ... Vi ¢

Meglep6 moédon ez a tulajdonég is eldonthetetlen.



2. FEJEZET: ALGORITMIKUS ELDONTHETOSEG 35

2.3. Kiszamithatosag a logikAban

2.3.1. Godel nem-teljességi tétele

A matematikusoknak mindig is az volt a meggy6zédésiik, hogy egy tokéletes részletességgel
leirt bizonyités helyességét minden kétséget kizaroan le lehet ellendrizni. Mar Arisztotelész
megkisérelte formalizalni a levezetés szabalyait, de a helyes formalizmust csak a tizenki-
lencedik szazad végén talalta meg Frege és Russell. FEzt Hilbertnek koszonhetGen ismerték
el, mint a matematika alapjat. Ebben a fejezetben megprobaljuk ismertetni a logikai el-
donthetsség legfontosabb eredményeit.

A matematika mondatokat hasznal, allitdsokat bizonyos matematikai objektumokrol. A
mondatok egy véges abécébdl alkotott bettisorozatok. Fel fogjuk tenni, hogy a mondatok
halmaza (amit nyelvnek szokas hivni) eldonthetd, hiszen meg kell tudnunk megkiilonboz-
tetni a (formalisan) értelmes mondatokat az értelmetlen karaktersorozatoktol. Ezenkiviil
feltessziik, hogy létezik egy algoritmus, mely minden ¢ mondatbdl kiszamit egy ¢ monda-
tot, amit a ¢ negdltjanak hivunk.

1. Példa: Alljon az Ly nyelv az ,l(a,b)” és ,I'(a,b)” alakit mondatokbol, ahol a és b
természetes szamok (tizes szamrendszerben irva). Azl(a,b) és azl’(a,b) mondatok legyenek
egymas negaltjai.

Egy bizonyitdsa egy T mondatnak egy P karaktersorozat, ami azt mutatja, hogy T
igaz. KEgy F formdlis rendszer vagy més néven elmélet egy algoritmus, mely eldonti egy
(P, T) parrol, hogy P helyes bizonyitasa-e T-nek. Az olyan 7' mondatokat, melyekre létezik
F szerint helyes bizonyitas, az F elmélet tételeinek hivjuk.

2. Példa: Bemutatunk egy lehetséges T elméletet az imént definialt L nyelvhez. Hivjuk
aziomdknak azon ,l(a,b)” alakt mondatokat, melyekre b = a + 1. Egy bizonyitds egy
S1,...,S, mondatsorozat mely teljesiti az alabbi feltételt: Ha az S; a sorozat i. mondata,
akkor vagy axioma vagy pedig léteznek 1 < j,k < i és a,b, c egészek, melyekre S; =,[(a,b)”,
Sk=,l(b,¢c)” és S;=,l(a,c)”. Ebben az elméletben minden olyan I(a, b) alakti mondat tétel,
melyre a < b.

Egy elméletet konzisztensnek hivunk, ha nincs olyan mondat, hogy & is és a negaltja
is tétel. Az inkonzisztens (nem konzisztens) elméletek érdektelenek, de néha nem lehet
eldonteni egy elméletrdl, hogy konzisztens-e.

Egy S mondatot a 7 elmélettdl fiiggetlennek hivunk, ha sem S, sem negaltja nem tétel
T-ben. Egy konzisztens elmélet teljes, ha nincsen téle fliggetlen mondat.

Példaul a T} nem teljes, mert nem bizonyithat6 sem (5, 3), sem I'(5,3). De konnyen
teljessé tehetjiik, ha hozzavessziik axioméanak azon I'(a,b) alaki mondatokat, melyekre
a > b, valamint hozzavessziik bizonyitdsnak a megfelel§6 mondatsorozatokat.

A nem-teljesség egyszertien annyit jelent, hogy az elmélet a vizsgalt rendszernek csak
bizonyos tulajdonsagait hatarozza meg; a tobbi fiigg attol, hogy melyik (az elmélet altal
meghatarozott tulajdonsagokkal rendelkezd) rendszert tekintjiikk. Tehat bizonyos elméle-
teknél, ahol fenn akarunk tartani némi szabadsagot, nem is akarjuk, hogy teljesek legyenek.
De ha egy bizonyos rendszer tulajdonsagait akarjuk minél pontosabban leirni, akkor teljes
elméletre toreksziink. Példaul a természetes szamokhoz szeretnénk egy teljes rendszert,
melyben igy minden roluk szolo igaz allitas bizonyithato. A teljes elméleteknek megvan
az a kellemes tulajdonsaga, hogy barmely allitas igazsagat el tudjuk donteni egy egyszerd



36 2.3. KISZAMITHATOSAG A LOGIKABAN

algoritmussal:

2.3.1 Tétel: Ha egy 7 elmélet teljes, akkor létezik egy algoritmus, mely minden S mon-
dathoz vagy S-re, vagy S negaltjara ad egy bizonyitést.

Bizonyitas: Az algoritmus sorban felsorolja az Gsszes véges P karaktersorozatot és mind-
egyikrsl megnézi, hogy nem bizonyitasa-e S-nek vagy a negéltjanak. Elébb-utobb fel fogja
sorolni valamelyiknek a bizonyitésat, hiszen a teljesség miatt tudjuk, hogy létezik valame-
lyik. Egyébként a konzisztencia garantélja, hogy csak az egyikre létezik bizonyitas. O

Tegyiik fel, hogy a természetes szamokhoz akarunk csinélni egy teljes elméletet. Mivel
az Osszes karaktersorozatokrol, matrixokrol, Turing-gépekrél szolo allitas belekddolhato a
természetes szamokba, ezért az elméletnek az ezekrsl szold6 mondatokat is el kell tudnia
dontenie, hogy igazak-e.

Legyen L a természetes szamok egy rekurzive felsorolhaté részhalmaza, mely nem re-
kurziv. (Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy ilyen nyelv létezik.) L a tovabbiakban fix.
A T aritmetikai elmélet minimdlisan megfeleld, ha minden n természetes szamra az elmé-
letben benne van egy ¢, mondat, mely azt az allitast fejezi ki, hogy ,,n € L”. Ezenkiviil
még megkoveteljiik, hogy ez az allitas akkor és csak akkor legyen tétel 7-ben, ha igaz.

Egy természetes kovetelmény, hogy a természetes szamok egy teljes elmélete legyen
minimélisan megfelels, azaz hogy az ,,n € L” tipusi egyszeri allitdsok megfogalmazhatok és
bizonyithatok legyenek benne. (A koévetkezd fejezetben majd adunk egy ilyen minimalisan
megfelels elméletet.) Most mar be tudjuk latni a matematika egyik leghiresebb tételét,
mely a filoz6fusok kedvence:

2.3.2 Godel nem-teljességi tétele: Minden minimélisan megfelel§ elmélet nem-teljes.

Bizonyitas: Ha az elmélet teljes lenne, akkor a 2.3.1 Tétel szerint minden n € L alakt
mondat eldonthetd lenne benne, de ez ellentmond annak, hogy L nem rekurziv.

0

Megjegyzés: Az el6zd bizonyitasbol az is kovetkezik, hogy minden minimélisan megfe-
lelg elmélethez 1étezik olyan n szam, melyre az ,n ¢ L” allitas igaz és megfogalmazhato,
de nem bizonyithaté. Ha tovabbi, erdsebb feltételeket is megkoveteliink a 7 elmélettdl,
akkor mas mondatokrol is belathato, hogy nem bizonyithatok; Godel megmutatta, hogy
alkalmas feltételek mellett a 7 elmélet konzisztencidjat allit6 mondat sem bizonyithato a 7
elméletben. Ezt Gédel masodik nem-teljességi tételének hivjak, de itt ennek bizonyitasaval
nem foglalkozunk.

Megjegyzés:  Godel nem-teljességi tételei 3-4 évvel a kiszamithatosag fogalma elGtt
sziilettek.

2.3.2. Els6rendii logika

Formulak Bemutatunk egy formaélist rendszert, melyet a legalkalmasabbnak vélnek a
matematika lefrasara. Egy elsérendi nyelv az alabbi szimboélumokbél épitkezik:
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o Megszamlalhato sok valtozojel: z,vy, z, x1, 22, ..., melyek a leirni kivant univerzum
elemeit jelolhetik.

e Néhany fliggvényjel, mint f, g, h, +, -, f1, fa, . . ., melyek mindegyikéhez hozza van ren-
delve egy természetes szam, mely meghatarozza az argumentumainak szamét. Ame-
lyekre ez a szam 0, azokat a fiiggvényeket konstansnak hivjuk. FEzek az univerzum
valamely fix elemét jelolik. Néhany fiiggvénynél, mint példaul a +-nél, az argumen-
tumokat nem a fliggvényjel utan, hanem a hagyomanyos modon a fliggvényjel koré
irjuk.

e Néhany relacidjel, mint <, >, C, D, P,Q, R, P, P, ..., melyeknek szintén meg van
hatarozva az argumentumaik szdma. Néhény relaciojelnél, mint példaul a <-nél, az
argumentumokat nem a relaci6jel utan, hanem a hagyomanyos moédon a relécidjel
koré irjuk. Az egyenldség (,—”) egy kitiintetett relaciojel.

e Logikai mtveletek: =, V, A, =, <. ...
e Kvantorok: V, d.
e Zarojelek: (,).

Egy kifejezést tgy kapunk, hogy néhany konstansjelre és véltozojelre alkalmazunk né-
héany fiiggvényt. Pl: (x 4 2) +y vagy f(f(z,v),g(c)) kifejezések (itt 2 egy konstans).

Primformuldnak hivjuk a P(t1,...,tx) alaka allitasokat, ahol P relaciojel és t;-k kife-
jezések. Pl: x +y < (z-x) + 1 egy primformula.

Egy formula primformulakbdl all, melyeket logikai miiveletek kapcsolnak 6ssze, melyek
elé még tetszés szerint irhatunk Va és Jz kvantorokat: Pl Vz(z < y) = Jzg(c, z) vagy
x =xVy =y formuldk. A Jy(Vz(F) = G) formuladban az F részformulat az x kvantor
hatdskorének hivjuk. Egy x valtozo elGfordulasat egy formuldban kétottnek mondjuk, ha
benne van valamely x kvantor hataskorében, egyébként pedig szabadnak. Egy formulat,
melyben nincsenek szabad (el6fordulasi) valtozok, mondatoknak hivjuk; ezek a valtozok
kiértékelésétdl fiiggetlentl vagy igazak, vagy hamisak.

Egy t kifejezés helyettesithetd az x valtozoval az A formulaban, ha nincs a t-ben olyan
y valtozo, mely szerepel A-ban kvantorként és a hataskorében benne van z egy szabad
eléfordulasa. Ha t helyettesithets z-szel A-ban, akkor jelolje A[t/x] a helyettesitést, ami azt
jelenti, hogy = minden szabad el6fordulasakor x helyett ¢-t frunk. Pl: Ha A = (z < 3 — z)
és t = (y?), akkor Aft/z] = (y? < 3 —9?).

Mostantol minden vizsgalt formalis rendszer elsérendi nyelv lesz, tehat csak abban
térnek el egymastol, hogy mik benniik a fliggvény- és valtozojelek.

T6bb természetes mod is van, hogy egy elsérendi nyelv kifejezéseit és formulait in-
terpretaljuk. Egy interpretacié utdn minden mondat vagy igaz lesz, vagy hamis. Egy
interpretacié egy adott halmaz, az univerzum elemeit, fliggvényeit és relacioit rendeli hoz-
zé az elsérendii nyelv konstansjeleihez, fiiggvényjeleihez és relaciojeleihez.

Példa: Tekintsiik azt a nyelvet, melynek a konstansjelei ¢ és ¢y, ezenkiviil pedig még van
benne egy kétvaltozos f fiiggvényjel. Egy lehetséges interpreticié a természetes szamok
halmaza, co = 0, ¢; = 0 és f(a,b) = a+b. Egy masik lehetséges interpretacioban a halmaz
{0,1}, co =0, c1 =1 és f(a,b) = a-b. Vannak olyan mondatok melyek mindkét esetben
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igazak, de vannak, amik nem. Péld4dul mindkét interpretacioban igaz a VaVy f(z,y) =
f(y,x) mondat, de az f(ci,c1) = ¢1 csak az egyikben igaz.

Egy adott T elmélet nyelvének interpretaciojat T modelljének hivjuk, ha az 6sszes T-
beli axioma (és emiatt az Osszes tétel is) igaz benne. A fenti példa mindkét interpretacioja
modellje volt az egyetlen axiomabol allo Ty = {VaVy f(x,y) = f(y,z)} elméletnek.

Régota ismert, hogy a bizonyités helyességét ellenérzé algoritmusnak nem kell fliggenie
az altala vizsgalt elmélettdl; csak az elmélet axiomait kell betédplalnunk neki. Ezt az
algoritmust szokés ,,jozan paraszti észnek” hivni. Az elsérendi logikdban ezt elGszor Russell
és Whitehead formalizalta a Principia Mathematica cimd konyvében a huszadik szazad
elején. Ennek a fejezetnek a végén véazolni fogunk egy ilyen algoritmust. GODEL 1930-ban
bebizonyitotta, hogy ha B-b&l kovetkezik T az Osszes lehetséges interpretécio esetén, akkor
T be is bizonyithato B-bdl (a Principia Mathematica szerinti definicié szerint). Ennek a
kévetkezménye az alabbi tétel:

2.3.3 Godel teljességi tétele: Legyen P az Gsszes olyan (B,T') par halmaza, hogy B
véges sok mondat és a T" mondat minden olyan interpretidciéban igaz, melyben a B-beli
mondatok igazak. Ekkor P rekurziv felsorolhato.

Tarski bebizonyitotta, hogy a valos szamok algebrai elmélete (és ennek kovetkezmé-
nyeként az Fuklideszi geometria is) teljes. Ezzel szemben a természetes szamok elméletei,
koztiik a minimalisan megfelelgk, nem-teljesek. (A valos szamok algebrai elméletében nem
beszélhetiink ,tetsz6leges egész szamrol”, csak ,tetszéleges valos szamrol”.) A 2.3.1 Tétel
garantalja, hogy létezik algoritmus, mely eldonti, hogy egy a valds szamokrol sz6l6 mondat
igaz-e. Az eddig ismert algoritmusok a gyakorlatban hasznalhatatlanok lasstisaguk miatt,
de még fejlédnek.

Bizonyitasok A bizonyitdas Fi, ..., F, formulédk sorozata, ahol mindegyik formula vagy
axioma, vagy a korabbi formuldkbol kaphat6 az alabbi szabalyok valamelyikével. Ezekben
a szabalyokban A, B és C' tetszéleges formulak, x pedig egy valtozo.

Egy végtelen sok formulabol 4116 halmazrol meg fogjuk kdvetelni, hogy minden axidoma-
rendszerben benne legyenek; ezeket fogjuk logikai axiomdknak hivni. Ezek nem feltétleniil
mondatok, lehetnek benniik szabad valtozok is. Ezeknek megadésa el6tt, sziikségiink van
még néhany definiciora.

Legyen F(Xi,...,X,) olyan Boole-formula, mely az Xi,...,X,, valtozok tetszGleges
kiértékelése mellet igaz. Legyenek @1, ..., ¢, tetszéleges formulak. Ekkor az F(p1, ..., pn)
alaku formulékat tautoldgidknak hivjuk.

Rendszeriink logikai axiémai az alabbi csoportokba tartoznak:

Tautolégiak: Minden tautologia axidéma.

EgyenlSségi axiomak: Legyenek tq,...,%, és uq,...,u, kifejezések, f fiiggvényjel és P
relaciojel, melyek argumentumainak szama n. Ekkor

(tr=ur A~ ANtp=up) = [f(t1,...,tn) = f(u1,...,upn),
(ti=wm A Atp=up) = (P(t1,...,tn) © P(u1,...,uy))

axiomaék.
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A 3 definicioja: Minden A formulara és x axiéméra a dxr A < —Vr —A formula axiéma.

Specializacié: Ha a t kifejezés helyettesitheti az a valtozot az A formulaban, akkor
Vr A= Alt/z] axioma.

A rendszernek két levezetési szabalya van:

Modus ponens: A = B-bdl és B = C-bél, kovetkezik A = C.

Altalanositas: Ha az x valtozonak nincs szabad el6fordulasa az A formulaban, akkor
A = B-bdl kovetkezik A = Va B.

Megjegyzés: Az altalanositasi szabaly azt mondja ki, hogyha B igaz anélkiil, hogy
barmit is kikétnénk x-rél, akkor igaz barmely z-re. Ez nem ugyanaz, mint hogy B = VxB
igaz.

A fenti rendszerre a Godel teljességi tétel egy erGsebb verzidja is igaz.

2.3.4 Tétel: Tegyiik fel, hogy B mondatok egy halmaza és T egy mondat, mely minden
interpretacidoban igaz, melyben a B-beli mondatok mind igazak. Ekkor T bebizonyithato,
ha a B-beli mondatokat is hozzéavessziik a fenti axiomakhoz.

Egy egyszeri aritmetikai elmélet és a Church-tézis Ez az N elmélet két konstans-
jelet, a 0-t és az l-et tartalmazza, valamint két fiiggvényjelet, a +-t és a --t, ezenkiviil
pedig még a < relaciojelet. Csak véges sok nemlogikai axiomat tartalmaz, melyek mind
kvantormentesek.

-(z+1 = 0).
l+z=14y = z=y
r+0 =
z+(14+y) = 1+(z+y)
z-0 = 0.
z-(1+y) = (v -y +uo
-z < 0).

r<(l4+y) & z<yVa=y.
r<yVe=yVy<uz.

2.3.5 Tétel: Az N elmélet minimélisan megfelel. Tehat létezik az aritmetikanak egy
végesen axiomatizalt minimalisan megfelel konzisztens elmélete.

Ennek kévetkezménye CHURCH alabbi tétele, mely azt mutatja, hogy nincs olyan algo-

ritmus, mely eldonti egy formularél, hogy igaz-e.

2.3.6 Az igazsagok eldonthetetlenségi tétele: Az iires axiémarendszerbdl levezethetd
P mondatok halmaza eldonthetetlen.
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Bizonyitas: Legyen N az aritmetika egy miniméalisan megfelels konzisztens elméletének
véges axiomahalmaza, és legyen N az a mondat, melyet tgy kapunk, hogy ezt a véges
sok axioméat Ossze-éseljiik és az univerzalis kvantorral az Osszes szabad valtozojat lekotjiik.
Emlékeztetiink, hogy a ,minimalisan megfelel§” definici6jdban hasznaltuk a természetes
szamok egy L nem rekurziv, de rekurzive felsorolhaté halmazéat. Az aritmetikdnkban frjuk
fel azt a Q(n) formulat, mely azt mondja, hogy N = (n € L). Akkor és csak akkor lesz
»n € L” bizonyithatd6 N-ben, ha Q(n) bizonyithaté az iires axidmarendszerbdl. Marpedig
a 2.3.2 Tétel utani megjegyzésbdl kovetkezik, hogy van olyan n, melyre ,n € L” nem
bizonyithaté N-ben, tehat Q(n) sem az az iires axiomarendszerbdl.

O



3. fejezet
Tar és 1do6

Az egyes feladatok algoritmikus megoldhatosaga igen messze lehet a gyakorlati megold-
hatosagtol. Mint latni fogjuk, van olyan algoritmikusan megoldhato feladat, amelyet n
hosszlisagi bemenet esetén nem lehet pl. 22"-nél kevesebb lépésben megoldani. Kialakult
ezért az algoritmusok elméletének egyik {6 aga, mely az egyes feladatok algoritmikus meg-
oldhatosagat bizonyos ersforras-korlatozasok mellett vizsgalja. A legfontosabb erdforrés-
korlatozasok az idd és a tdr.

Rogzitsiink egy m betiibdl allo ¥ abécét, és mint korabban, legyen ¥y = 3 — {x}.
Ebben a fejezetben a Turing-gépekrdl feltessziik, hogy van egy bemenet-szalagjuk (errdl
csak olvasnak), egy kimenet-szalagjuk (erre csak irnak), és k& > 1 tovabbi munkaszalagjuk.
Induléaskor csak a bemenet-szalagra van irva egy > folotti szo.

Egy T Turing-gép iddigénye az a timer(n) fiiggvény, mely a gép lépésszamanak maxi-
mumét adja meg n hosszusagi bemenet esetén. Foltessziik, hogy timer(n) > n (a gépnek
el kell olvasnia a bemenetet; ez nem okvetleniil van igy, de csak trividlis eseteket zarunk ki
ezzel a feltevéssel). A spacep(n) tdrigény-fiiggvényt tgy definialjuk, mint a gép szalagjain
azon kiilonb6z6 mezGk maximalis szamat az n hossztsagi bemenetek esetén, melyekre a gép
ir. (Igy a bemenet 4ltal elfoglalt mezéket nem szamitjuk a tarba.) Nyilvan spacep(n) > 1.

Azt mondjuk, hogy a T' Turing-gép polinomidlis, ha idSigénye O( f) valamely f polinom-
ra, vagyis van olyan ¢ > 0 konstans, hogy T id&igénye O(n¢). Hasonléan definidlhatjuk az
exponencialis algoritmusokat (O(2") id6igényti valamely ¢ > 0-ra), polinomialis tarigényt
algoritmusokat (Turing-gépeket), stb.

Azt mondjuk, hogy egy £ C X nyelv iddbonyolultsdga legfeljebb f(n), ha a nyelv egy
legfeljebb f(n) idGigényt Turing-géppel eldonthets. A legfeljebb f(n) idébonyolultsagn
nyelvek osztalyat DTIME(f(n))-nel jeloljik. (A ,D” betii arra utal, hogy determiniszti-
kus algoritmusokat tekintiink; a késébbiekben nem-determinisztikus és véletlent hasznéld
hasznalo algoritmusokat is fogunk targyalni.) Mindazon nyelvek osztéalyat, melyek polino-
miélis Turing-géppel eldontheték, PTIME-mal vagy egyszertien P-vel jeloljiik. Hasonléan
definialjuk egy nyelv tdarbonyolultsdgdt, és a DSPACE( f(n)) nyelvosztéalyokat és a PSPACE
(polinomiélis tarral eldonthets) nyelvosztalyt.

A Turing-géppel definialt id6- és tarigény elméleti vizsgalatokra alkalmas; gyakorlat-
ban jobban hasznalhaté (jobban kozeliti a valosagot), ha erre a RAM-ot hasznaljuk. Az
1.2.2 és 11.2.3 tételekbdl kdvetkezik azonban, hogy a legfontosabb bonyolultsagi osztalyok
(polinomialis, exponenciélis id§ és tar, stb.) szempontjabol mindegy, hogy melyik gépet
hasznéljuk a definiciéban.
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3.1. Polinomialis id6

A gyakorlatban fontos algoritmusok koziil igen sok polinomialis idejii (réviden polinomi-
alis). A polinomialis algoritmusok gyakran matematikailag is igen érdekesek, mély eszko-
zoket hasznélnak. Ebben a konyvben nem célunk ezek attekintése; csak néhany egyszerti,
de fontos specialis algoritmust targyalunk, részben a fogalom illusztralasa, részben néhany
fontos alapgondolat bevezetése céljabol. Megjegyzendd, hogy az 1.2.2 és 1.2.3 tételek sze-
rint a polinomidlis algoritmus fogalma nem véaltozik, ha a Turing-gép helyett a RAM-ot
tekintjiik.

a) Kombinatorikai algoritmusok. Polinomialisak a grafelméletben hasznélt legfonto-
sabb algoritmusok: Osszefligg@ség-teszt, legrovidebb ut keresése, maximalis folyam keresése
(Edmonds—Karp vagy Dinic—Karzanov modszerrel), ;magyar modszer”, Edmonds parosi-
tas algoritmusa, stb. Ezek egyike-mésika meglehetésen nehéz, és ezek az algoritmusok més
targyak (grafelmélet, operaciokutatas) anyaganak fontos részei. Ezért itt nem foglalkozunk
veliik részletesen.

b) Aritmetikai algoritmusok. Polinomiélisak az alapvets aritmetikai miiveletek: egész
szamok Osszeadasa, kivonésa, szorzasa, maradékos osztésa. (Emlékezziink ra, hogy egy n
egész szam, mint bemenet hossza az n binaris jegyeinek szama, vagyis logy n.) Mindezekre
polinomialis idej (az dsszeadas és kivonas esetén lineéris, a szorzas és osztés esetén kvadra-
tikus idejd) algoritmust az &ltalanos iskoldaban tanulunk. Trivialis, de alapvetd aritmetikai
miiveletként tartjuk szamon két szdm nagysag szerinti 6sszehasonlitasat is. Természetesen
ez is elvégezhetd linearis idében.

Szamelméleti és algebrai algoritmusoknal kényelmes néha az aritmetikai mdveleteket
szamolni; a RAM-on ez annak felel meg, hogy a programnyelvet a szorzéssal és a maradékos
osztassal bovitjik, és nem a futasi idét, hanem a lépésszamot nézziik. Ha (a bemenet
hosszaban mérve) polinomialis szama miiveletet végziink, és ezeket legfeljebb polinomialis
sok jegyt szamokon, akkor algoritmusunk (futasi idében mérve is) polinomialis lesz.

Az alapvetd, polinomiélis idej aritmetikai algoritmusok kozott kell még megemliteni
az euklideszi algoritmust két természetes szam legnagyobb kozos osztojanak megkeresésére:

Euklideszi algoritmus. Adott két természetes szam, a és b. Valasszuk ki a nem-
nagyobbikat, legyen ez, mondjuk, a. Ha a = 0, akkor a és b legnagyobb ko6z0s osztoja
Inko(a,b) = b. Ha a # 0, akkor osszuk el b-t maradékosan a-val, és legyen a maradék r.
Ekkor Inko(a,b) = Inko(r,a), és igy elegends a és r legnagyobb kozos osztojat meghaté-
rozni.

3.1.1 Lemma. Az euklideszi algoritmus polinomidlis ideji. Pontosabban, O(loga + logb)
aritmetikar midveletbdl dall, melyeket a, b-nél nem nagyobb természetes szamokon kell végez-
ni.

Bizonyitas: Mivel 0 < r < b, az euklideszi algoritmus el§bb-utébb véget ér. Belatjuk,
hogy polinomialis id6ben ér véget. Ehhez azt vegyiik észre, hogy b > a + r > 2r és igy
r < b/2. Ezért ar < ab/2. Tehat [log(ab)]| iteraci6é utan a két szam szorzata kisebb lesz,
mint 1, és igy valamelyikiik 0, vagyis az algoritmus véget ér. Nyilvanval6, hogy minden
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iteraci6 polinomialis id6ben elvégezhetd (s6t, egy darab maradékos osztassal). O

Erdemes megjegyezni, hogy az euklideszi algoritmus nemcsak a legnagyobb kozos oszto
értékét adja meg, hanem olyan p,q egész szamokat is szolgaltat, melyekre Inko(a,b) =
pa + gb. Ehhez egyszertien az algoritmus soran kiszamitott szamok mindegyének egy ilyen
eléallitasat is nyilvantartjuk. Ha @’ = p1a + q1b és b/ = paa + qob, és mondjuk b'-t osztjuk
maradékosan a’-vel: ¥’ = ha' + 1, akkor ' = (p2 — hp1)a + (g2 — hq1)b, igy megkapjuk az
0j r’ szam elGallitasat is p’a + ¢'b alakban.

Feladat. 1. Legyen 1 < a < b, és jeldlje Fj a b-nél nem nagyobb Fibonacci szamok
koziil a legnagyobbat (a Fibonacci szamokat az Fy =0, Fy = 1, Fiyq = Fy + Fj_; rekurzio
definiélja). Bizonyitsuk be, hogy az (a, b) parra alkalmazott euklideszi algoritmus legfeljebb
k aritmetikai 1épés utan véget ér.

Megjegyzés. Az euklideszi algoritmust néha a kovetkezs iteracioval adjak meg: Ha a = 0,
akkor készen vagyunk. Ha a > b, akkor cseréljiik meg a szamokat. Ha 0 < a < b, akkor
legyen b := b — a. Bar matematikailag lényegében ugyanaz torténik, ez az algoritmus nem
polinomidlis: Mar az lnko(1,b) kiszamitasahoz b iteraciora van sziikség, ami a bemenet
meéretében (logb) exponencialisan nagy.

Az 6sszeadas, kivonas, szorzas miveletek a modulo m vett maradékosztalyok gytrtjé-
ben is elvégezhetSk polinomialis id6ben. A maradékosztalyokat a legkisebb nem-negativ
maradékkal reprezentaljuk. Ezeken, mint egész szamokon elvégezziik a miveletet, majd
egy maradékos osztéast kell még elvégezni.

Ha m primszam, akkor az osztést is elvégezhetjiik a modulo m vett maradékosztalyok
testében polinomialis id6 alatt (ez nem maradékos osztas!). Altalanosabban, a modulo
m maradékosztalygytrtiben el tudjuk végezni egy m-hez relativ prim szammal az osztast
polinomialis id6ben. Legyen 0 < a,b < m, Inko(m,b) = 1. Az a : b osztas elvégzése azt
jelenti, hogy olyan 0 < x < m egész szdmot keresiink, melyre

br =a (mod m).

Az euklideszi algoritmust a b és m szamok legnagyobb ko6z0s osztojanak kiszamitasara
alkalmazva olyan p és ¢ egész szamokat kapunk, melyekre bp +mq = 1. Igy bp = 1
(mod m), vagyis b(ap) = a (mod m). Igy a keresett x hanyados az ap szorzat m-mel vett
osztasi maradéka.

Az euklideszi algoritmusnak még egy alkalmazasat emlitjiik. Tegyiik fol, hogy egy x
egész szamnak (melyet nem ismeriink) ismerjiik az egymashoz relativ prim myq,..., my
modulusokra vett x1,...,r, maradékat. A Kinai Maradéktétel szerint ez egyértelmien
meghatarozza x-nek az mj ... my szorzatra vett osztasi maradékit. De hogyan lehet ezt
kiszamitani?

Elegends a k = 2 esettel foglalkozni, mert altalanos k-ra az algoritmus ebbdl teljes
indukcioval adédik. Van olyan q; és ga egész szam, melyre x = x1+qm1 és x = x2+ qams.
Igy o — 21 = qim1 —gams. Bz az egyenlet természetesen nem hatérozza meg egyértelmten
a q1 ¢és qo szamokat, de az is elegendd lesz szdmunkra, hogy az el6z6ekhez hasonléan, az
euklideszi algoritmus segitségével tudunk olyan ¢} és ¢} egész szamokat talalni, melyekre
xo —x1 = ¢im1 — ¢hma. Legyen ugyanis ' = x1 + ¢im1 = x2 + ¢hma. Ekkor 2/ = x
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(mod my) és 2/ = x (mod my), és ezért 2’ = x (mod m). Azonban ilyen ¢} és ¢} egész
szamokat az euklideszi algoritmus valoban ad, ha lefuttatjuk az Inko(mi, ms) = 1 feladatra.

Erdemes a hatvanyozas miiveletérdl is foglalkozni. Mivel a 2" szamnak mar a leirasahoz
is exponencialisan sok jegy kell (ha a bemenet hosszéat, mint n kettes szamrendszerbeli je-
gyeinek szamat értelmezziik), igy ez természetesen nem szamithato ki polinomialis idében.
Mas a helyzet azonban, ha modulo m akarjuk a hatvanyozast elvégezni: ekkor a® (modulo
m) is egy maradékosztaly, tehat leirhato logm jellel. Megmutatjuk, hogy nemcsak, hogy
leirhat6, hanem ki is szamithaté polinomialisan.

3.1.2 Lemma. Legyen a,b és m hdrom természetes szim. Ekkor a® (modulo m)
kiszamithatd polinomidlis idében, pontosabban O(logb) aritmetikai mdvelettel, melyeket
O(logm +loga) jegyi természetes szamokon végziink.

Algoritmus. Irjuk fel b-t 2-es szamrendszerben: b = 2" +.. .42 ahol 0 < r| < ... < 7p.
Nyilvanvalo, hogy rj, < logb és ezért k < logb. Marmost az a® (mod m) maradékoszté-
lyokat (0 < t < logb) ismételt négyzetreemeléssel konnyen meg tudjuk kapni, majd ezek
kozil a k megfelel§ szamot szorozzuk Ossze. Természetesen minden miiveletet modulo m
végziink, vagyis minden szorzas utan egy maradékos osztést is elvégziink. O

Megjegyzés. Nem ismeretes, hogy kiszamithatd-e polinomialis idében a! modulo m, vagy
(%) modulo m.

c) Linearis algebrai algoritmusok. Polinomialisak az alapvetd linearis algebrai algo-
ritmusok: vektorok Osszeadasa, skalaris szorzasa, matrixok szorozasa, invertalasa, deter-
minansok kiszamitasa. E két utobbi feladat esetében ez nem trividlis, igy ezekkel kiilon
foglalkozunk.

Legyen A = (a;;) tetszbleges n X n-es egész szamokbol all6 matrix. Elészor is gondoljuk
meg, hogy det(A) polinomialis kiszamitasa nem eleve lehetetlen, azaz az eredmény felirhato
polinomialis sok szamjeggyel. Legyen K = max |a;;|, ekkor nyilvan A leiraséhoz (A) >
n? +log K bit kell. Masrészrél nyilvan

|det(A)| < n!K",
fgy

(det(A)) <log(n!K™) + O(1) < n(logn +log K) + O(1) < (A)2.
Igy tehat det(A) felirhato polinomialisan sok szamjeggyel. Mivel A~! minden eleme A két
aldeterminansanak a hanyadosa, igy A_; is felirhaté polinomialisan sok szamjeggyel.
Feladat. 2. Mutassuk meg, hogy (det(A)) < (A).

A determinans kiszamitasara az in. Gauss-eliminécio6 a szokasos eljaras. Ezt ugy tekint-
jik, mint a matrix als6 haromszogmatrixszé transzforméalasat oszlopmiveletekkel. Ezek
a determinanst nem valtoztatjak meg, és a kapott haromszogmatrixra csak a féatloban
levs elemeket kell 6sszeszorozni, hogy a determinanst megkapjuk. (Az inverz matrixot is
konnyd megkapni ebbdl az alakbol; ezzel kiilon nem foglalkozunk.)

Gauss-eliminacio. Tegyiik f6l, hogy mar elértiik, hogy az i-edik sorban csak az elsé ¢
pozicibban van nem-0 elem (1 < ¢ < t). Szemeljiik ki az utols6 n—t oszlop egy nem-0 elemét
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(ha ilyen nincs, megallunk). Rendezziik at a sorokat és oszlopokat gy, hogy ez az elem a
(t +1,t+ 1) pozicioba keriiljon. Vonjuk ki a (t 4 1)-edik oszlop (aty1,i/a41,64+1)-szeresét
az i-edik oszlopbol (i =t+1,...,n).

Mivel a Gauss-eliminacio egy iteracioja O(n?) aritmetikai miivelettel jar, és n iteraciot
kell végrehajtani, ez O(n3) aritmetikai mtiveletet jelent. Probléma azonban az, hogy osz-
tanunk is kell, és pedig nem maradékosan. Véges test f6lott ez nem jelent problémat, de a
racionalis test esetén igen. Azt foltettiik, hogy az eredeti A matrix elemei egészek; de az
algoritmus menetkozben racionélis szdmokbol all6 matrixokat produkal. Milyen alakban
taroljuk ezeket a méatrixelemeket? A természetes valasz az, hogy egy egész szamokbol allo
szamparokként (ezek hanyadosa a racionalis szam).

De megkoveteljiik-e, hogy a tortek egyszertisitett alakban legyenek, vagyis a szamla-
16juk és nevezdjiik relativ prim legyen? Ezt megtehetjiik, de akkor minden métrixelemet
minden iteracié utan egyszertsitentink kell, amihez egy euklideszi algoritmust kellene vég-
rehajtani. Ez ugyan polinomialis id6ben elvégezhetd, de igen sok tobbletmunka, j6 volna
elkeriilni. (Természetesen be kell még latnunk, hogy egyszertsitett alakban a szerepld
szamlaloknak és nevezdknek csak polinomialisan sok jegye lesz.)

Megtehetnénk azt is, hogy nem kotjiik ki, hogy a matrixelemek egyszertsitett alak-
ban legyenek. Ekkor két racionélis szam, a/b és c¢/d Osszegét ill. szorzatéat egyszertien a
kovetkezs formulaval definialjuk: (ad + be)/(bd), (ac)/(bd). Ezzel a megallapodéssal az a
probléma, hogy a menet kozben el6allo szamlalok és nevezdk igen nagyok (nem polinomialis
jegyszamuak) lehetnek!

Feladat. 3. Legyen A az az (n x m)-es matrix, melynek féatlojaban 2-esek, alatta 1-
esek, folotte 0-k allnak. Mutassuk meg, hogy ha a Gauss-eliminaciot egyszertisités nélkiil
alkalmazzuk erre a matrixra, akkor k iteracié utdn a nevez6k mindegyike 221 Jegz.

Meg tudunk azonban olyan eljarést is adni, mely a torteket részben egyszertsitett alak-
ban tarolja, és igy mind az egyszertisitést, mind a jegyek szamanak tulzott ndvekedését
elkeriili. Evégett elemezziik kissé a Gauss-eliminacioé kozben el6allo matrixokat. Feltehet-
juk, hogy a kiszemelt elemek rendre a (1,1),...,(n,n) pozicibban vannak, vagyis nem kell
sorokat, oszlopokat permutalnunk. Jelolje (agf) (1 <i4,j < n)a k iteracio utan kapott
méatrixot. Egyszertiség kedvéért a végiil kapott matrix féatlojaban levs elemek legyenek
di,...,dy (igy d; = alt). Jelolje D) az A matrix elsé k sora és oszlopa altal meghatarozott
részmatrixot, és jelolje Dl(f) (k+1<i,j <n)azelsS k és az i-edik sor, valamint az els§ k
és a j-edik oszlop altal meghatarozott részmatrixot. Nyilvan D*) = D](CIZ_I).

3.1.3 Lemma.

k
0 _ det(DZ(j)).
Y det(DW®)

Bizonyitas: Ha det(Dg-ﬂ))—t szamitjuk ki Gauss-eliminacioval, akkor a fgatlojaban rendre
(k)

ady,...,d, a;; elemeket kapjuk. Igy tehat

det DY =dy-...-dy-al?.
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Hasonlé meggondolassal adédik, hogy
det DW) = dy - ... - dj.

E két egyenletet egymassal elosztva a lemma adodik. O

E lemma szerint a Gauss-eliminacioban fellép6 minden tort nevezGje és szamlaloja (al-
kalmas egyszertsités utan) az eredeti A matrix egy-egy részmatrixanak a determinansa.
Igy a menetkozben kapott tortek leirasahoz (egyszertisités utan) biztosan elegendd polino-
miélisan sok jegy.

De nem sziikséges menet kozben tortek egyszertisitéseit szamolni. A Gauss-eliminacio
alapjan fennall, hogy 7,7 > k esetén

(k) (k)

a: a .
k1 k k1% 11
gD — o B) _ ikt kAL

ij ij k
aéll,kﬂ
és ebbdl
(k) (k) (k) (k)
det(Dg?H)) _ det(D;;”) det(Dy iy 1) — det(D;y7 ) det(Dk—i-Lj)'

det(D, )

Ez a formula ugy tekinthetd, mint egy rekurzié a det(D(k)ij) szamok kiszamitasara. Mivel
a baloldalon egész szam all, ezért az osztést el tudjuk végezni. A fenti meggondolasok
szerint a hanyados jegyeinek szdma polinomiélis a bemenet méretéhez képest.

Megjegyzések. 1. A Gauss-eliminécioban follépd tortekkel kapcesolatos probléma orvos-
lasara két tovabbi lehetdséget is érdemes megemliteni. Megtehetjiik (s6t a szamitogépes
realizicié szempontjabol ez a természetes megoldas), hogy a szamokat korlatos pontossa-
gu ,kettedes tortekkel” kozelitjiik; mondjuk p ,kettedes jegyet” engedve meg a ,kettedes
vessz$” utan. Ekkor az eredmény csak kozelitd, de mivel elére tudjuk, hogy a determinans
egész szam, ezért elegendd azt 1/2-nél kisebb hibaval meghatarozni. A numerikus analizis
eszkozeivel meghatarozhato, hogy mekkoranak kell p-t valasztani ahhoz, hogy a végered-
ményben levs hiba kisebb legyen, mint 1/2. Kideriil, hogy O(n(A)) jegy elegendd, és ezért
ez az eljarés is polinomialis algoritmushoz vezet.

A harmadik lehetSség azon az észrevételen alapszik, hogy ha m > 2 - |det(A)|, akkor
elegendé det(A) értékét modulo m meghatarozni. Mivel tudjuk, hogy |det(A)| < 2(4),
elegends m gyanant olyan primszamot valasztani, mely nagyobb, mint 2174, Ez azonban
nem konnyt (v.6. a ,Randomizalt algoritmusok” cimii fejezettel), ezért ehelyett m-et kii-
16nboz6 kis primek szorzatéanak valaszthatjuk: m = 2-3-...-pg, ahol k = 1+ (A) megfelel.
Ekkor det(A) maradékat modulo p; minden i-re konnyen kiszdmithatjuk a maradékosztaly-
testben elvégzett Gauss-eliminacioval, majd det(A) maradékat modulo m a Kinai Mara-
déktétellel szamithatjuk ki.

Ez az utobbi modszer szamos mas esetben is jol alkalmazhaté. Ugy is tekinthetjiik,
mint az egész szamoknak egy, a kettes (vagy tizes) szamrendszertsl kiilonb6z6 kodolasat:
az n természetes szamot a 2, 3, stb. primekkel vett osztasi maradékaval kodoljuk (ez ugyan
végtelen sok bit, de ha el6re tudjuk, hogy a szdmolas kézben nem fordul el N-nél nagyobb
természetes szam, akkor elegend§ az elsé k primet tekinteni, melyek szorzata nagyobb, mint
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N). Ebben a kodolasban az aritmetikai alapmitveletek igen egyszertien (parhuzamosan)
elvégezhetdk, de a nagyséig szerinti Osszehasonlitas nehézkes.

2. A polinomialis idejii algoritmusok kiiléndsen fontos szerepét magyarazza az is, hogy
megadhatok olyan természetes szintaktai feltételek, melyek egy algoritmus polinomialis
voltaval ekvivalensek. Polinomiélisak az olyan programok pl. Pascal-ban, melyekben nin-
csen ,,goto”, ,repeat” és ,while” utasitas, és a ,for” utasitasok felsé hatara a bemenet mérete
(megforditva is igaz: minden polinomialis algoritmus programozhato igy).

3.2. Egyéb bonyolultsagi osztalyok

a) Exponencialis id6. Az Osszes eset” végignézése gyakran vezet exponencialis ideji
algoritmusokhoz (vagyis olyan algoritmusokhoz, melyeknek idsigénye 2™ és 2" kézé esik,
ahol a,b > 0 konstansok). Példaul ha meg akarjuk hatarozni, hogy egy G graf csucsai
kiszinezhet&k-e 3 szinnel (tgy, hogy szomszédos csucsok kiilonb6zs szintiek legyenek), akkor
a trivialis algoritmus az, hogy végignézziik az Osszes szinezéseket. Ez 3" eset végignézését
jelenti, ahol n a graf csicsainak a szama; egy eset magaban O(n?) id6t igényel. (Sajnos
erre a feladatra lényegesen jobb — nem exponencilis idejii — algoritmus nem ismeretes,
s6t bizonyos értelemben nem is varhato, mint azt latni fogjuk a kovetkezos fejezetben. Azt
is latni fogjuk azonban, hogy a grafszinezés az exponenciélis ideji problémak egy igen
specialis osztalyaba esik.)

b) Linearis id6. Tobb alapvets aritmetikai algoritmus (két szam Osszeadésa, sszehason-
litdsa) linearis idej.

A linearis ideji algoritmusok féleg ott fontosak, ahol nagyméretii bemeneteken vi-
szonylag egyszeri feladatokat kell elvégezni. igy szamos adatkezelési algoritmus linearis
ideji. Fontos linearis ideji grafalgoritmus a mélységi keresés. Ennek segitségével tobb
nem-trivialis grafelméleti probléma (pl. sikbarajzolas) is megoldhaté linearis id6ben.

Kvdzilinedris idejiinek nevezik az olyan algoritmust, melynek idsigénye O(n(log n)),
ahol ¢ konstans. A legfontosabb kvazilinearis id6ben megoldhaté probléma a sorbarendezés,
melyre t6bb O(n log n) idejd algoritmus is ismert. Fontos kvazilinearis algoritmusokat
talalhatunk a geometriai algoritmusok és a képfeldologozas teriiletén (pl. egy n elemi
sikbeli ponthalmaz konvex burka ugyancsak O(n log n) lépésben hatarozhaté meg).

c) Polinomialis tar. Nyilvanvaloan polinomidlis tarigényd minden polinomialis idejd al-
goritmus, de a polinomialis tar lényegesen altalanosabb. Az a) pontban targyalt trivialis
grafszinezési algoritmus tarigénye csak polinomialis (s6t linearis): ha a szinezéseket lexiko-
grafikus sorrendben nézziik végig, akkor elegend§ azt nyilvantartani, hogy melyik szinezést
vizsgaljuk, és azt, hogy mely élekrdl ellenériztiik mér, hogy nem koétnek-e 0ssze azonos
szind pontokat.

Polinomialis tarigényt algoritmusra a legtipikusabb példa egy jatékban az optimalis
lépés meghatarozésa az Osszes lehetséges folytatas végigvizsgalasaval. Feltessziik, hogy a
jaték barmely adott helyzete egy n hossztusagu = szoval irhato le (tipikusan a figurak hely-
zetével a tablan, beleértve, hogy ki 1ép, és esetleg egyéb informéaciot, pl. a sakknél azt,
hogy lépett-e méar a kiraly stb.). Ki van tiintetve egy kezdd helyzet. Azt is feltessziik, hogy
a két jatékos felvaltva 1ép, és van arra algoritmusunk, mely két adott helyzetre megmondja,
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hogy az els6bdl legalis-e a mésodikba lépni, mondjuk polinomialis id6ben (elegendd volna
azt foltenni, hogy polinomiélis tarral, de meglehetésen unalmas az olyan jaték, melyben
annak eldontése, hogy egy lépés legélis-e, tobb, mint polinomidlis id6t igényel). Ha egy
helyzetben nincs legélis 1épés, akkor eldonthetd polinomialis idében, hogy ki nyert (a dén-
tetlentsl egyszertiség kedvéért eltekintiink). Végiil foltessziik, hogy a jaték legfeljebb n¢
lépésben mindig véget ér.

Ekkor az Osszes lehetséges lejatszasok végignézése, és minden helyzetre annak meg-
hatarozéasa, hogy ki nyer, csak polinomialis tarat (bar altaldban exponenciélis id6t) vesz
igénybe. Tegyiik fol, hogy egy adott xg helyzetrdl akarjuk eldonteni, hogy nyerd vagy vesz-
t6 helyzet-e (a lépésen kovetkezd szempontjabol). Helyzeteknek egy zg, 1, ..., ) sorozatat
részjdtéknak nevezziik, ha minden x; helyzetbdl x;41-be legélis 1épés vezet. A gép egy
adott pillanatban egy részjaték lehetséges folytatasait elemzi. Fenn fog mindig allni, hogy
X0, T1, .., 2 (0 < i < k) lehetséges folytatasai koziil azok, melyek v;1-nél kisebbek (az
n hosszusagu szavak lexikografikus rendezésére nézve), ,rossz lépések”, azaz az xg, x1, .., T;
utan lépésen 1évs jatékos veszit, ha ide lép (vagy a lépés illegélis).

Az algoritmus végignézi az Osszes n hosszisagi szot lexikografikus sorrendben, hogy
legalis folytatasai-e xp-nak. Ha ilyet talal, az lesz x4, és az igy kapott eggyel hosszabb
részjatékot vizsgaljuk. Ha nem talal ilyet, akkor a vizsgalt részjaték bizonyos helyzeteit
,nyerd helyzetnek” jeloli meg (a lépésen levd jatékos szaméara), az alabbiak szerint: eldonti,
hogy xj-ban ki nyer. Ha a lépésen levd jatékos nyer, akkor xj nyerd helyzet; ha a masik,
akkor zp — 1 nyerd helyzet. Legyen i az a legkisebb index, melyre mar tudjuk, hogy nyerd
helyzet. Ha i = 0, akkor tudjuk, hogy a jatékban a kezd& nyer. Hat > 1, akkor x;_1-bél ide
lépni rossz 1épés volt. Megnézi ezért az algoritmus, hogy lehet-e x;_1-b&l legélisan olyan
helyzetbe 1épni, mely x;-nél lexikografikusan nagyobb. Ha igen, legyen y az els§ ilyen;
az algoritmus az xg, x1, ..., T;—1,y részjaték vizsgalataval folytatodik. Ha semelyik x;-nél
lexikografikusan nagyobb helyzet sem legalis 1épés x;_1-bdl, akkor x;_1-bél minden legalis
lépés ,rossz”. Igy ha i = 1, akkor a kezd@allapotban a kezdd veszit, és készen vagyunk. Ha
1 > 2, akkor z;_o-t nyer§ helyzetként jel6lhetjiik meg.

Ugyancsak polinomialis tarral, de exponencialis id6vel miikodik a ,trivialis Osszeszamla-
las” a legtobb leszamlalasi feladat esetén. Példaul adott G grathoz meg akarjuk hatérozni a
G harom szinnel valo szinezéseinek a szamat. Ekkor végignézhetjiik az Osszes szinezéseket,
és valahanyszor egy szinezés legalis, 1-et adunk egy szamlalohoz.

d) Linearis tar. A tarigény szempontjabol a polinomiélis id6hoz hasonloan alapvetd
osztaly. Ilyenek a grafalgoritmusok koziil azok, melyek leirhatok a pontokhoz és élekhez
rendelt cimkék véltoztatasaval: pl. Osszefligg@ség, magyar modszer, legrovidebb tt, opti-
malis folyam keresése. Ilyen a korlatos pontossagu numerikus algoritmusok tobbsége.

Példaként irjuk le Turing-gépen a szélességi keresést. Ennek az algoritmusnak bemenete
egy (iranyitatlan) G graf és egy v € V(G) cstcs. Kimenete G-nek egy olyan F' feszit6faja,
melyre minden x pontra az x-et v-vel Osszekdts F-beli Ut az dsszes G-beli utak koziil a
legrovidebb. Feltessziik, hogy a G graf gy van megadva, hogy rendre minden cstcsahoz
meg van adva a csics szomszédainak listaja. Az algoritmus soran minden x ponthoz minden
lépésben vagy a ,cimkézett” vagy az ,atvizsgalt” cimke van hozzarendelve. Kezdetben nincs
atvizsgalt pont, és csak v cimkézett. Menet kdzben a cimkézett, de nem atvizsgalt pontok
neveit egy kiilon szalagon, a ,sor” szalagon taroljuk, egy masik szalagon (az ,,F” szalagon)
pedig a cimkézett pontokat, mindegyik utéan zardjelben folirva azt is, hogy melyik pontbol
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jutottunk el hozza. A gép a cimkézett, de nem atvizsgalt pontok koziil elolvassa az elsd
pont nevét (legyen ez u), majd ennek szomszédai koziil keres olyat, amely még nincsen
cimkézve. Ha talal, akkor ennek a nevét folirja a ,sor” szalag és az ,F” szalag végére, az
utobbin uténa frva zardjelben, hogy ,,u”. Ha végigvizsgalta u Osszes szomszédjat, akkor u-t
letorli a ,sor” szalag elejérsl. Az algoritmus megall, ha a ,sor” szalag iires. Ekkor az ,F”
szalagon szereplS parok a keresett I’ fa éleit adjak.

Nyilvanvalo, hogy ennek az algoritmusnak a tarigénye csak O(n) darab log n jegyt
szam, ennyi tar (konstans tényez6tdl eltekintve) pedig mér a cstucsok neveinek leirasahoz

is kell.

3.3. Altalanos tételek a tar- és idébonyolultsagrol

Ha egy L nyelvhez van olyan L-et eldonté Turing-gép, melyre minden elég nagy n-re
timer(n) < f(n), (ahol f(n) > n minden n-re), akkor olyan L-et felismerd Turing-gép is
van, melyre ez az egyenlGtlenség minden n-re fonnall. Kis n-ekre ugyanis a nyelv eldontését
a vezérlGegységre bizhatjuk.

Vérhato, hogy a gép tovabbi bonyolitasa aran az idGigényeket csokkenteni lehet. A ko-
vetkez§ tétel mutatja, hogy valoban tetszéleges konstans faktorral lehet a gépet gyorsitani,
legalabbis, ha az idGigénye elég nagy (a beolvasasra forditott id6t nem lehet ,megtakarita-
ni”).

3.3.1 Linearis Gyorsitasi Tétel. Minden T Turing-géphez és ¢ > 0-hoz taldlhato olyan
S Turing-gép, mely ugyanazt a nyelvet donti el, és melyre timeg(n) < c- timep(n) + n.

Bizonyitas: Egyszertiség kedvéért tegyiik {61, hogy T-nek egy munkaszalagja van (a bi-
zonyitas hasonloan szolna k szalagra is). Feltehetjiik, hogy ¢ = 1/p, ahol p egész szam.

Legyen az S Turing-gépnek egy bemenet-szalagja. Ezenkiviil vegyiink f6l 2p—1 ,indul6”
szalagot és 2p — 1 munkaszalagot. Szédmozzuk ezeket kiilon-kiilon (1 — p)-tsl (p — 1)-ig.
Az i sorszamu (induld vagy munka-) szalag j-edik mezejének indexe legyen a j(2p — 1)+
szam. A t indexd indulo ill. munkamezd majd a T gép bemenet- ill. munkaszalagjan a
t-edik mezdénak fog megfelelni. Legyen még S-nek egy kimenet-szalagja is.

Az S gép miikddését azzal kezdi, hogy bemenet-szalagjarél az x bemenet minden bettijét
atmasolja az indulé szalagok megfelel6 indexti mezejére, majd minden fejet visszaallit a
0-dik mezére. Ettsl kezdve az ,jigazi” bemenet-szalaggal nem torddik.

Az S gép minden tovabbi lépése a T gép p egymasutani 1épésének fog megfelelni.
A T gép pk 1épése utan a bemenet-szalag és a munkaszalag olvaso-feje alljon a t-edik
ill. s-edik mezén. Ugy fogjuk tervezni az S gépet, hogy ilyenkor az S gép indulé ill.
munkaszalagjainak minden mezején ugyanaz a jel alljon, mint a T" gép megfelel§ szalagjanak
megfelel6 mezején, a fejek pedig a T-belit —p+1,...,t+ p— 1 indexd indulo ill. s —p +
1,...,5 + p — 1 indexti munkamezkon allnak. Feltessziik, hogy az S gép vezérlGegysége
azt is ,tudja”, hogy melyik fej all a t-nek ill. s-nek megfelel6 mezén. Tudja tovabba, hogy
mi a T vezérlGegységének belss allapota.

Mivel S vezérlGegysége nemcsak azt latja, hogy T vezérlGegysége ebben a pillanatban
mit olvas az indulé és munkaszalagjan, hanem az ettsl legfeljebb p — 1 tavolsagra levd
mezGket is, ki tudja szamitani, hogy a kovetkezs p lépés soran T fejei merre 1épnek és
mit irnak. Mondjuk p lépés utan T fejei a ¢t + ¢, ill. s + j pozicioban lesznek (ahol
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mondjuk 4,5 > 0). Nyilvan i,57 < p. Vegyiik észre, hogy kozben a ,munkafej” csak az
[s —p+ 1,5+ p — 1] intervallumban valtoztathatta meg a munkaszalagra irt jeleket.

Ezekutan S vezérlGegysége a kovetkezdket tegye: szamitsa ki és jegyezze meg, hogy mi
lesz T vezérlGegységének belsd allapota p 1épéssel késébb. Jegyezze meg, hogy melyik fej all
a (t+1)ill. (s+ j) pozicionak megfelel6 mezén. A munkaszalagokon irassa at a jeleket a p
lépéssel késdbbi helyzetnek megfelelgen (ez lehetséges, mert a minden, az [s—p+1, s+p—1]
intervallumba es6 index munkamezén all fej). Végiil a [t —p+ 1,¢+ i — p| intervallumba
es6 indextd indulo fejeket és a [s —p + 1,5+ j — p] intervallumba es6 indexd munkafejeket
léptesse egy hellyel jobbra; igy az azok altal elfoglalt mezsk indexei a [t +p,t+i+p—1] ill.
[s 4+ p, s+ j+ p — 1] intervallumot fogjak kitolteni, ami a helyben marado fejekkel egytitt
kiadjaa [t+i—p+1,t+i+p—1]ill [s+7—p+ 1,5+ j+ p — 1] intervallumot.

Ha T a tekintett p lépés alatt a kimenet-szalagra ir (0-t vagy l-et) és leall, akkor te-
gye S is ezt. Ezzel megkonstrualtuk az S gépet, mely (a kiindulési mésolastol eltekintve)
p-edannyit 1ép, mint 7', és nyilvan ugyanazt a nyelvet donti el. O

Megjegyzések. 1. Ha nem engedjiik meg a szalagok szaméanak novelését, de ehelyett az
abécéhez vehetiink hozzé 4j jeleket, akkor hasonlé tétel lesz igaz. Ez a fentihez hasonld
konstrukcioval lathato be; lasd [HU].

2. A tarra vonatkozoan hasonlo tétel csak akkor ismert, ha megengedjiik az abécé
bovitéset. Lasd [HUJ.

Trivialis, hogy egy k-szalagos Turing-gép tarigénye nem nagyobb, mint idGigényének
k-szorosa (hiszen egy lépésben legfeljebb k mezdre torténik iras). Tehat ha egy nyelvre £ €
DTIME(f(n)), akkor van olyan (a nyelvtdl figgs) k konstans, hogy £ € DSPACE(k- f(n)).
(Ha megengedjiik az dbécé bovitését, akkor DSPACE(k - f(n)) = DSPACE(f(n)), és igy
kovetkezik, hogy DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)). Méasrészt az id6igény nem nagyobb,
mint a tarigény egy exponencialis fiiggvénye (mivel nem allhat el pontosan ugyanaz a
memoria-helyzet, a fejek helyzetét és a vezérlGegység allapotat is figyelembe véve, egynél
tobbszor ciklizalas nélkiil). Pontosabban szamolva, a kiillonb6z8 memoria-helyzetek szama
legfeljebb ¢ - f(n)km/ (™).

Mivel a fentiek szerint egy nyelv id&bonyolultsaga konstans szorzétél nem fiigg,
és itt a fels6 korlatban ¢, k és m konstansok, kovetkezik, hogy ha f(n) > logn
és L € DSPACE(f(n)) akkor L € DTIME((m 4 1)/(). Tehat DSPACE(f(n)) C
oo
U DTIME(c/ (™).
c=1
3.3.2 Tétel: Van olyan f(n) figgvény, hogy minden rekurziv nyelv benne van a
DTIME(f(n)) osztalyban.

Bizonyitas: Osszesen csak megszamlalhato sok Turing-gép van, igy persze az olyan
Turing-gépek halmaza is megszamlalhatd, melyek minden bemenetre megallnak. Legyen
ezek egy felsorolasa 17,15, . ... Definidljuk f-et a kdvetkezSképpen:

f(n) = max timer, (n).

Ha £ rekurziv, akkor van olyan j, hogy 7T} eldonti L-et, n > j esetén timer,(n) < f(n)
idében. De ekkor (az alfejezet els6 megjegyzése szerint) van olyan T Turing-gép is, mely
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minden n-re legfeljebb f(n) id6ben donti el L-et. O

Egy rekurziv nyelv id6-bonyolultsaga (és ezért, a fentiek miatt, a tar-bonyolultsaga is)
akarmilyen nagy lehet. Pontosabban:

3.3.3 Tétel: Minden rekurziv f(n) fiuggvényhez van olyan rekurziv L nyelv, mely nem
eleme DTIME(f(n))-nek.

Megjegyzés: Ebbdl persze rogton kovetkezik, hogy az elézd tételben konstruélt f flige-
vény nem rekurziv.

Bizonyitas: A bizonyitas hasonlé annak bizonyitasahoz, hogy a megallasi probléma el-
donthetetlen. Feltehetjiik, hogy f(n) > n. Legyen T egy 2 szalagos univerzalis Turing-gép
és alljon £ mindazokbol az x szavakbol, melyekre igaz az, hogy T két szalagjara z-et irva,
T legfeljebb f(|z|)3 1épésben megall. Nyilvanvalo, hogy £ rekurziv.

Tegyiik {61 marmost, hogy £ € DTIME(f(n)). Ekkor van olyan Turing-gép (valahany,
mondjuk k szalaggal), mely L-et f(n) id6ben eldonti. Ebbé&l a korabban emlitett modon
csinalhatunk olyan 1 szalagos Turing-gépet, mely L-et c¢f(n)? idében eldénti. Modositsuk a
gépet ugy, hogy ha egy x sz6 L-ben van, akkor miikddjon a végtelenségig, mig ha x € 3X5—L,
akkor alljon meg. Legyen ez a gép S. S szimulalhato T-n valamely pg (csak S-t6l fiiggs
konstans hosszi) programmal ugy, hogy T' az (z,ps) bemenettel akkor és csak akkor all
meg, ha S az 2 bemenettel megall, és ilyenkor cg - c- f(|z|)? 1épésen beliil all meg. Nyilvan
van olyan ng szam, hogy n > ng esetén cg - c- f(n)? < f(n)3. A pg program végére egy
kis elkiilonithets szemetet irva, kapunk egy p programot, mellyel T" szintén szimulélja S-et
(ugyanannyi idében, mivel a szemetet sose olvassa el), de |p| > no.

Marmost 2 eset lehetséges. Ha p € L, akkor — £ definicioja miatt — a T gép mindkét
szalagjara p-t frva, az f(|p|)® idén beliil megall. Mivel a p program S-et szimulélja, ko-
vetkezik, hogy S a p bemenettel f(|p|)? idén beliil megéll. Ez azonban lehetetlen, mert S
L-beli bemenetre egyaltalaban nem all meg.

Masrészt ha p ¢ L, akkor — S konstrukcioja miatt — az S gép els6 szalagjara p-t irva,
az cf(|p|)? id6 alatt megall. Igy T is megéll f(|p|)® id6 alatt. De akkor p € £ az L nyelv
definicija miatt.

Ez az ellentmondas mutatja, hogy £ ¢ DTIME(f(n)). O

Egy f : 2 — 7, figgvényt teljesen iddkonstrudlhatonak neveziink, ha van olyan T
Turing-gép, mely minden n hosszti bemeneten pontosan f(n) lépést végez. Ennek a fur-
csa definicidnak értelme az, hogy teljesen idSkonstrualhaté fliggvényekkel konnyen lehet
Turing-gépek 1épésszamat korlatozni: Ha van egy Turing-gépilink, mely minden n hosszi-
sdgt bemeneten pontosan f(n) lépést végez, akkor ezt beépithetjiik barmely mas Turing-
gépbe, mint orat: szalagjaik a bemenet-szalag kivételével kiilonbozek, és az egyesitett
Turing-gép minden 1épésben mindkét gép miikddését végrehajtja.

Nyilvanval6é, hogy minden teljesen idGkonstrualhaté fiiggvény rekurziv. Maéasrészt
konnyen lathaté, hogy n?, 2" n! és minden ,ésszert” fiiggvény teljesen idékonstrualhato.
Az alabbi lemma altalaban is garantélja sok teljesen id6konstruédlhato fliggvények létezését.

Nevezzik az f : Z — 7 fiiggvényt jol szamolhatonak, ha van olyan Turing-gép, mely
f(n)-et az n bemeneten O(f(n)) id6 alatt kiszamitja. Ezekutan kénnyen bizonyithato az
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alabbi lemma:

3.3.4 Lemma: (a) Minden jol szamolhatd f(n) figguényhez van olyan teljesen idékonst-
rudlhats g(n) figguény és ¢ konstans, melyre f(n) < g(n) < c- f(n).

(b) Minden teljesen iddkonstrudlhaté g(n) figgvényhez van olyan jol szamolhato f(n)
fiigguényés ¢ konstans, melyre g(n) < f(n) < c-g(n).

(¢) Minden rekurziv f fiigguényhez van olyan teljesen idékonstrudlhato g figguény, mely-
re f <g. O

E lemma alapjan a legtobb esetben egyforméan hasznéalhatjuk a teljesen idSkonstrual-
hato és a jol szamolhat6 fiiggvényeket. A szokast kdvetve az el6bbit hasznaljuk.

A 3.3.3 Tétel bizonyitasanak tovabbi finomitasaval (felhasznalva az alfejezet 13.
feladatanak allitasat) igazolhato a kovetkezs:

3.3.5 Ids-hierarchia Tétel: ha f(n) teljesen iddkonstrudlhats és g(n)(logg(n)) =
o(f(n)), akkor van olyan nyelv DTIME( f(n))-ben mely nem tartozik DTIME(g(n))-be. O

Azt mondja ez a tétel, hogy ,t6bb” idében tébbet tudunk kiszamolni, ha a ,tébb”
fogalmat jol definidljuk. Megjegyezziik, hogy az analog Téar-hierarchia tétel még élesebben
igaz, elég a g(n) = o(f(n)) feltevés.

Az f(n) fiiggvény teljesen idGkonstrualhaté volta igen fontos szerepet jatszik az el6z6
tételben. Ha ezt elejtjiik, akkor tetszdlegesen nagy ,hézag” lehet f(n) ,alatt”, amibe nem
esik semmilyen nyelv idé-bonyolultsaga:

3.3.6 Hézag Tétel: Minden rekurziv ¢p(n) > n figguényhez van olyan rekurziv f(n)
figgvény, hogy

DTIME(6(f(n))) = DTIME(f (n)).

Van tehat olyan rekurziv f fliggvény, melyre
DTIME(f(n)?) = DTIME(f(n)),
s6t olyan is, melyre
DTIME(22") = DTIME(f(n)).
Erdemes megjegyezni, hogy ezek szerint olyan rekurziv f fiiggvény is van, melyre
DTIME(f(n)) = DSPACE(f(n)).

Bizonyitas: Rogzitsiink egy 2 szalagos univerzalis Turing-gépet. Jelolje 7(x,y) azt az
id6t, amennyit 7" az els§ szalagra z-et, a masodikra y-t irva szamol. (Ez lehet végtelen is.)
A bizonyitas lelke az alabbi konstrukcio.

Allitas: Van olyan h rekurziv fiiggvény, hogy minden n > 0-ra és minden z,y € Yg-ra, ha
|z], [yl < n akkor vagy 7(z,y) < h(n) vagy 7(z,y) = (¢(h(n))).
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Ha a

¥(n) = max{7(z,y) : |z, [y| <n,7(z,y) véges}

fiiggvény rekurziv volna, akkor ez trividlisan megfelelne a feltételeknek. Ez a fiiggvény
azonban nem rekurziv (feladat: bizonyitsuk be!). Ezért a kovetkezs ,konstruktiv valtoza-
tat” vezetjiik be: adott n-re induljunk ki a t = n + 1 id6korlatbol. Rendezziik az Gsszes
(x,y) € X5, |x|, |y| < n part egy sorba. Vegyiik a sor els6 (x,y) elemét, és futtassuk a gépet
ezzel a bemenettel. Ha t id6n beliil megall, akkor az (z,y) part dobjuk ki. Ha s lépésben
megall, ahol t < s < ¢(t)3, akkor legyen t := s és az (x,%y) part megint csak dobjuk ki. (Itt
kihasznaltuk, hogy ¢(n) rekurziv.) Ha a gép még ¢(t) 1épés utan sem allt le, akkor allitsuk
meg ¢és tegyiik az (z,y) part a sor végére. Ha a soron egyszer végigmentiink anélkiil, hogy
egyetlen part is kidobtunk volna, akkor alljunk meg, és legyen h(n) := t. Ez a fiiggvény
nyilvan rendelkezik az Allitasban megfogalmazott tulajdonsaggal.
Megmutatjuk, hogy az igy definialt h(n) fliggvényre

DTIME(h(n)) = DTIME(¢(h(n)).

Tekintsiink evégett egy tetszbleges £L € DTIME(¢(h(n))) nyelvet (a masik iranyu tartal-
mazas trividlis). Megadhato ehhez tehéat egy olyan Turing-gép, mely L-et ¢(h(n)) idében
eldonti. Megadhat6 ezért olyan egy szalagos Turing-gép, mely L-et ¢(h(n))? idében eldon-
ti. Ez az utobbi Turing gép szimulalhato az adott T univerzalis gépen, ha annak mésodik
szalagjara valamilyen p programot irunk, |p|-¢(h(n))? idében. Igy ha n elég nagy, akkor T
minden (y, p)(Jy| < n) alakti bemeneten legfeljebb ¢(h(n))? ideig dolgozik. Ekkor azonban
h(n) definici6ja miatt minden ilyen bemeneten legfeljebb h(n) ideig dolgozik. Tehat ez a
gép az adott programmal (amit beletehetiink a vezérlGegységbe, ha akarjuk) h(n) id6 alatt
eldonti az L nyelvet, vagyis L € DTIME(h(n)). O

A tétel kovetkezményeként latjuk, hogy van olyan rekurziv f(n) fiiggvény, hogy
DTIME((m + 1)7(™) = DTIME(f(n)),
és igy
DTIME(f(n)) = DSPACE(f(n)).
Egy adott feladatra altalaban nincsen ,legjobb” algoritmus, s6t a kivetkezd meglepd tétel
igaz.

3.3.7 Gyorsitasi Tétel: Bdrmely rekurziv g(n) figguényhez létezik olyan rekurziv L nyelv,
hogy minden L-et eldontd T Turing-géphez létezik olyan L-et eldontd S Turing-gép, melyre
g(timeg(n)) < timep(n).

A Linearis Gyorsitasi Tétel minden nyelvre vonatkozott; ez a tétel csak a létezését
mondja ki tetsz6legesen ,,gyorsithato” nyelvnek. Altalaban egy tetszdleges nyelvre linearis-
nél jobb gyorsitas nem varhato.

Bizonyitas: A bizonyitas lényege az, hogy minnél bonyolultabb gépeket engediink meg,
annal tobb informaciot ,beégethetiink” a vezérlGegységbe. Igy a gépnek csak a hosszabb
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bemenetekkel kell ,érdemben” foglalkoznia, és a nyelvet tigy akarjuk megcsinélni, hogy eze-
ken egyre konnyebb legyen. Nem lesz elég azonban csak a ,révid” szavak L-hez tartozésat
vagy nem tartozasat beégetni, hanem ezekrdl tobb informaciora is szitkség lesz.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy g(n) > n, és hogy g teljesen
id6konstrualhato fliggvény. Definidljunk egy h fiiggvényt a

h(0) = 1, h(n) = (g(h(n - 1)))°

rekurzioval. Kénnyen lathato, hogy h(n) monoton névekvs (s6t nagyon gyorsan novekva),
teljesen idSkonstrualhato fliggvény. Rogzitsiink egy univerzélis Ty Turing-gépet mondjuk
két szalaggal. Jelolje 7(x,y) azt az id6t, amit Ty az (x,y) bemeneten dolgozik (ez lehet
végtelen is). Nevezziik az (z,y) part (z,y € X*) ,gyorsnak”, ha |y| < |z| és 7(x,y) <
([l - [y).

Legyen (x1,x9,...) a szavak pl. lexikografikus sorbarendezése; kivalasztunk bizonyos i
indexekre egy-egy y; szot a kovetkezSképpen. Az i = 1,2, ... indexekre sorba nézziik meg,
hogy van-e olyan y sz6, melyre (x;,y) gyors, és melyet még nem valasztottunk ki; ha van
ilyen, legyen y; egy legrovidebb. Alljon £ mindazon x; szavakbol, melyekre y; 1étezik, és a
To Turing-gép az (z;,y;) bemeneten azzal all le, hogy els6 szalagjan a ,0” sz6 all. (Vagyis
melyeket Ty az y; programmal nem fogad el.)

Elgszor is belatjuk, hogy £ rekurziv, s6t minden k természetes szamra x € L eldonthetd
h(n—k) lépésben (ahol n = |z|), ha n elég nagy. Az z; szorol eldonthetjiik azt, hogy benne
van-e, ha eldontjiik, hogy y; létezik-e, megtalaljuk y;-t (ha létezik), és az (z;, y;) bemeneten
futtatjuk a Ty Turing-gépet h(|z;| — |yi|) ideig.

Ez az utébbi mar magéban tul sok, ha |y;| < k; ezért azokrol az (x;,y;) parokrol,
melyekre |y;| < k, listat készitlink (ez rogzitett k-re rogzitett véges lista), és ezt elhelyezziik
a vezérlGegységben. Ez tehat azzal kezdi, hogy az adott x sz6t megnézi, nincs-e ebben a
listaban egy par els§ elemeként, és ha benne van, elfogadja (ez az x elolvasasan feliil csak
1 1épes!).

Tegylik fel tehat, hogy z; nincs a listdban. Ekkor y;, ha létezik, k-nal hosszabb. Ki-
probalhatjuk az Osszes (z,y) bemenetet (k < |y| < |z|), hogy ,gyors™e, és ehhez csak
|Z[2nH L h(n —k—1) id6 kell (beleértve h(|x| — |y|) kiszamitasat is). Ha ezt ismerjiik, akkor
y; 1s megvan, és azt is latjuk, hogy Ty elfogadja-e az (x;,y;) part. A h(n) fiiggvény olyan
gyorsan ng, hogy ez kisebb, mint h(n — k).

Masodszor azt igazoljuk, hogy ha egy y program a Ty gépen eldonti az L nyelvet
(vagyis minden x € ¥*-ra megéll, és els§ szalagjara 1-et vagy 0-t ir aszerint, hogy = a L
nyelvben van-e), akkor y nem lehet egyenls egyik kivalasztott y; szoval sem. Ez a szokasos
,diagonalizalas” gondolatmenettel kovetkezik: ha y; = y, akkor vizsgaljuk meg, hogy x; a £
nyelvben van-e. Ha igen, akkor Ty-nak az (z;,y;) parra ,17-et kell eredményiil adnia (mert
y = y; eldonti L-et). De ekkor £ definici6ja szerint z;-t nem tessziik bele. Megforditva, ha
x; & L, akkor azért maradt ki, mert Ty az (x;,y;) bemenetre ,17-et ad valaszul; de ekkor
x; € L, mert az y = y; program eldonti L-et. Mindkét esetben ellentmondést kapunk.

Harmadszor belatjuk, hogy ha az y program a Ty gépen eldonti L-et, akkor csak véges
sok z szora lehet (z,y) ,gyors”. Legyen ugyanis (z,y) ,gyors”, ahol x = x;. Mivel az y;
valasztasakor y rendelkezésre allt (nem volt korabban kivalasztva), ezért erre az i-re kellett,
hogy vélasszunk y;-t, és a ténylegesen kivalasztott y; nem lehetett hosszabb, mint y. Igy
ha x kiilonbozik az ; (|y;| < |y|) szavaktol, akkor (z,y) nem ,gyors”.
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Ezekutan tekintsiink egy tetszéleges L-et eldontd T Turing-gépet. Ehhez csindlhatunk
olyan egy szalagos T} Turing-gépet, mely ugyancsak L-et donti el, és melyre timer, (n) <
(timer(n))?. Mivel T univerzilis gép, van olyan y program, mellyel Ty a Ti-t szimulalja,
gy, hogy (legyiink békeztiek) 7(x,y) < (timer(|z|))® minden elég hosszi = szora. A
fent bizonyitottak szerint azonban véges sok x kivételével 7(z,y) > h(|z| — |y|), és igy
timer(n) > (h(n — y]))"/.

Igy a fent megkonstrualt S Turing-gépre, mely L-et h(n — |y| — 1) 1épésben eldonti,
fennall

timer(n) > (h(n — [y[)"/* > g(h(n — |y| = 1) > g(times(n)).



4. fejezet

Nem-determinisztikus algoritmusok

Ha egy algoritmus megold egy problémat, akkor (implicite) arra is bizonyitékot szolgéltat,
hogy a vélasza helyes. Néha ez a bizonyiték sokkal egyszertibb (révidebb, attekinthet&bb),
mint az algoritmus figyelemmel kisérése volna. Példaul a magyar modszer az altala meg-
talalt parositas maximalitasara a Kénig-tételen keresztiil szolgéltat egyszerd bizonyitékot:
egy, a parositassal azonos elemszamu lefogd ponthalmazt (v.6. a 4.3.3 tétellel).

Meg is fordithatjuk ezt, és vizsgalhatjuk a bizonyitékot anélkiil, hogy tor6dnénk vele,
hogy hogyan lehet megtalalni. Ennek a szemléletnek tobb iranyban van haszna. Egyrészt,
ha mar tudjuk, hogy a kivant algoritmusnak milyen jellegii bizonyitékot kell szolgaltatnia,
ez segithet az algoritmus megalkotasaban is. Masrészt, ha tudjuk, hogy egy feladat olyan,
hogy a véalaszra mar a helyesség bizonyitéka sem adhaté meg pl. adott idén (vagy téron)
beliil, akkor algoritmus bonyolultsagara is alsé becslést kapunk. Harmadszor, aszerint
osztalyozva a feladatokat, hogy mennyire konnyd a valaszra a helyességét rabizonyitani,
igen érdekes és alapvetd bonyolultsagi osztalyokat kapunk.

Ezzel a gondolattal, melyet nem-determinizmusnak neveznek, tobb fejezetben is fogunk
talalkozni.

4.1. Nem-determinisztikus Turing-gépek

Egy nem-determinisztikus Turing-gép csak annyiban kiilénboézik egy determinisztikustol,
hogy minden helyzetben a vezérlGegység allapota és a fejek altal leolvasott jelek tobb
lehetséges 1épést is megengedhetnek. Pontosabban: egy nem-determinisztikus Turing-gép
egy T = (k, X, T, «, 3,7) rendezett 6-os, ahol k > 1 egy természetes szam, ¥ és ' véges
halmazok, x € ¥, START, STOPe T', (eddig ugyantgy, mint a determinisztikus Turing
gépnél), és

aC(Ix 2k xT,
B C (I x 2k x5k,
v C (I x 2F) x {=1,0,1}*

tetszGleges relaciok. A gép egy legdlis szdmoldsa 1épéseknek egy sorozata, ahol minden
lépésben (ugyantgy, mint a determinisztikus Turing gépnél) a vezérlGegység 1j allapotban
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megy at, a fejek 1j jeleket irnak a szalagokra, és legféljebb egyet 1épnek jobbra vagy balra.
Ekozben fenn kell allni a kovetkezSknek: ha a vezérlGegység allapota a 1épés el6tt g € I
volt, és a fejek a szalagokrol rendre a hy,...,h, € X jeleket olvasték, akkor az 1j ¢
allapotra, a leirt b, ..., h) jelekre és a fejek €;,..., e, € {—1,0,1} lépéseire teljesiil:

((g’h17""hk)7g/) ea’
((g,h1,...,hk), Il,,hz) € 3,
((g,h1,...,hk),el,...,ek) €.

Egy nem-determinisztikus Turing-gépnek ugyanazzal a bemenettel tehat sok kiilonbozé
legélis szamolasa lehet.

Akkor mondjuk, hogy a T' nem-determinisztikus Turing-gép ¢ idében elfogadja az = € 3
sz0t, ha az elsd szalagjara z-et, a tobbire az iires szot irva, van a gépnek ezzel a bemenettel
olyan legélis szamolésa, mely legfeljebb ¢ 1épésbdl all, és megallaskor az els6 szalag 0
pozicidjaban az ,1” jel 4ll. (Lehetnek tehat mas legalis szamolasok, melyek sokkal tovabb
tartanak, esetleg meg sem allnak, vagy a szot elutasitjak.) Hasonloan definialjuk azt, ha a
gép az L nyelvet s tar folhasznaldsaval fogadja el.

Azt mondjuk, hogy a T" nem-determinisztikus Turing-gép félismeri az £ C ¥* nyelvet,
ha £ pontosan azokbol a szavakbol all, melyeket T' elfogad (akdrmekkora véges idében).
Ha ezenfeliil a gép minden x € £ sz6t f(|x|) id6ben elfogad (ahol f : Zy — 7Z. ), akkor
azt mondjuk, hogy a gép L-et f(n) id6ben ismeri fol (hasonléan definidljuk az f(n) tar-
ral valo folismerhetéséget). Az f(n) id6ben [tarral] nem-determinisztikus Turing-géppel
folismerhetd nyelvek osztalyat NTIME(f(n)) [NSPACE(f(n))] jeldli.

A nem-determinisztikus osztalyoktodl eltéréen, egy £ nyelv nem-determinisztikus folis-
merhetSsége nem jelenti, hogy a komplementer nyelv (X§ — £) is folismerhetd (alabb latni
fogjuk, hogy erre minden rekurzive folsorolhato, de nem rekurziv nyelv példa). Ezért be-
vezetjiikk a co-NTIME(f(n)) és co-NSPACE(f(n)) osztalyokat: egy £ nyelv akkor és csak
akkor tartozik a co-NTIME(f(n)) [co-NSPACE(f(n))| osztalyba, ha a komplementer nyelv
X5 — L az NTIME(f(n)) [NSPACE(f(n))] osztalyba tartozik.

Megjegyzések: 1. Természetesen a determinisztikus Turing-gépek specialis nem-
determinisztikus Turing-gépeknek is tekinthetsk.

2. A nem-determinisztikus Turing-gépekkel nem kivanunk semmilyen valodi szamolo-
eszkozt sem modellezni; 1atni fogjuk, hogy ezek a gépek a feladatok kitidzésének és nem
megolddsdnak eszkozei.

3. A nem-determinisztikus Turing-gép egy szituaciéban tobbféle 1épést tehet; ezeken
nem tételeztiink fol semmilyen val6szintiségeloszlast, tehat nem beszélhetiik egy szémo-
las valoszintiségérsl. Ha ezt tennénk, akkor a randomizdlt Turing-gépekrdl beszélnénk,
melyekrsl az Bl fejezetben lesz sz6. Ezek, a nem-determinisztikus gépekkel ellentétben,
gyakorlatilag is fontos szamitasi eljarasokat modelleznek.

4. Emlitettiik, hogy ha egy nem-determinisztikus Turing-gép egy adott bemenetet ¢
lépésben elfogad, akkor lehetnek sokkal hosszabb, akar végtelen legalis szamolésai is. Ha a
t iddkorlat a bemenet hosszéanak jol szamolhato fiiggvénye, akkor betehetiink a gépbe egy
LOrat”, mely a szamolast t lépés utan leallitja. Igy modosithatnank a definiciot agy, hogy
minden legalis szamolés legfeljebb t idej, és ezek koziil legalabb egy elfogadja a szot.
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4.1.1 Tétel: A nem-determinisztikus Turing-géppel folismerhetd nyelvek pontosan a re-
kurzive félsorolhato nyelvek.

Bizonyitas: Tegyiik {6l elGszor, hogy az L nyelv rekurzive folsorolhaté. Ekkor a 2.1.1
Lemma szerint van olyan 7" Turing-gép, mely akkor és csak akkor all meg véges id6 milva
egy = bemeneten, ha x € £. Modositsuk T-t tgy, hogy ha megall, akkor elGtte irjon az
els6 szalag 0 mezejére 1-est. Nyilvan T-nek akkor és csak akkor van z-et elfogadé legalis
szamolasa, ha x € L.

Megforditva, tegyiik fo6l, hogy L folismerhets egy nem-determinisztikus 7T Turing-
géppel, megmutatjuk, hogy rekurzive folsorolhatd. Foltehetjiik, hogy £ nem iires, és legyen
a € L. Alljon £# a T Turing-gép Gsszes véges legélis szamolasaibol (lépésrdl-lépésre leir-
va alkalmas koédolasban, hogy mi a vezérlGegység allapota, melyik fej hol van, mit olvas,
mit ir, merre 1ép). Nyilvanvalo, hogy £# rekurziv. Legyen S egy olyan Turing-gép, mely
egy y bemenetre eldonti, hogy az £#-ben van-e, és ha igen, akkor olyan legalis szamolast
ir-e le, mely egy x szot elfogad. Ha igen, nyomtassa ki az = szot; ha nem, nyomtassa ki
az a szot. Nyilvanvalo, hogy az S altal definialt rekurziv fiiggvény értékkészlete éppen L. UJ

4.2. Nem-determinisztikus algoritmusok bonyolultsaga

Rogzitsiink egy véges 3o abécét, és tekintsiink egy efolotti £ nyelvet. ElGszor azt vizsgaljuk
meg, hogy mit is jelent, ha £ nem-determinisztikus Turing-géppel bizonyos idében folis-
merhets. Megmutatjuk, hogy ez azzal fiigg Gssze, hogy mennyire egyszeri ,rabizonyitani”
egy szora, hogy L-ben van.

Azt mondjuk, hogy L-nek tanija az Ly nyelv, ha x € L akkor és csak akkor, ha van
olyan y € X sz6, hogy z&y € Lo (itt & egy 14j jel, mely az z és y szavak elvalasztasara
szolgal).

Pontosabban, az £ nyelvnek f(n) hosszisdgu, g(n) ideji tanija az Ly nyelv, ha tanija,
és egyrészt Lo € DTIME(g(n)), mésrészt minden € L-re van olyan y € X§ sz6, hogy
lyl < f(lal) és akey € Lo.

4.2.1 Tétel: Legyen f jol szamolhato fiiggvény és g(n) > n.
(a) Minden L € NTIME(f(n)) nyelvnek van O(f(n)) hosszisdgi, linedris ideji tanija.

(b) Ha egy L nyelvnek van f(n) hosszusdagi, g(n) ideji tanija, akkor

£ € NTIME(g(n + 1+ f(n))).

Bizonyitas: (a) Legyen T az L nyelvet f(n) idében folismerd nem-determinisztikus
Turing-gép, mondjuk két szalaggal. A 4.1.1 tétel bizonyitdsdnak mintajara, rendeljiik
hozz& minden x € £ szohoz a T egy olyan legalis szamolasanak a leirasat, mely z-et f(|x])
idében elfogadja. Nem nehéz olyan Turing-gépet csinalni, mely egy N hosszisagu leiras-
rol O(N) lépésben eldonti, hogy az egy legalis szamolas leirasa-e, és ha igen, akkor ez a
szamolas az x szot fogadja-e el. Igy az z-et elfogado legalis szamolasok leirasai alkotjak a
tanut.
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(b) Legyen Ly az L nyelv f(n) hosszusagt, g(n) idejd tandja, és tekintsiink egy olyan
S determinisztikus Turing-gépet, mely Lo-t g(n) idében eldonti. Konstrualjunk egy nem-
determinisztikus T° Turing-gépet, mely a kévetkez6t teszi. Ha els§ szalagjara x van irva,
akkor elgszor (determinisztikusan) kiszamitja f(|x|) értékét, és ennyi l-est ir a masodik
szalagra. Ezutan x végére ir egy & jelet, majd atmegy az egyetlen olyan éllapotba, melyben
miikddése nem-determinisztikus. Ennek soran egy legfeljebb f(|x|) hosszusagu y szot ir az
x& sz6 utan. Ezt ugy teszi, hogy amig a masodik szalagon 1-est olvas, |Yg|+1 legélis 1épése
van: vagy leirja az dbécé valamely bettijét az els6 szalagra, jobbra 1ép az elsé szalagon, és
balra a mésodik szalagon, vagy nem ir semmit, hanem atmegy egy uj START?2 allapotba.
Ha a mésodik szalagon {ires mez6t olvas, mindenképpen a START?2 allapotba megy at.

A START?2 allapotban a gép az els6 szalagon a kezdémezdre allitja a fejet, letorli a
masodik szalagot, majd az S Turing-gépnek megfelelGen miikddik.

Ennek a T gépnek akkor és csak akkor van z-et elfogad6 legélis szamoléasa, ha van
olyan legfeljebb f(|x|) hosszisagn y € Yo sz, melyre S az z&y szot elfogadja, vagy-
is ha « € L. Nyilvanvald, hogy ennek a legélis szamolasnak a 1épésszidma legfeljebb

O (f([=])) + g ([ + 1+ f(l=])) = O (g (| + L+ f(|z]))). m

4.2.2 Kovetkezmény: Tetszéleges L C X nyelvre az alabbi tulajdonsdgok ekvivalensek:
(i) £ folismerhetd nem-determinisztikus Turin-gépen polinomidlis idében.

(ii) L-nek van polinomidlis hosszisdgu €és idejd tanija. O

Megjegyzés: Bizonyitas, st pontos megfogalmazas nélkiil megemlitjiik, hogy ezek a
tulajdonsagok azzal is ekvivalensek, hogy az £ nyelvnek adhaté a halmazelmélet axiéma-
rendszerében olyan definicidja, hogy minden z € L szora az az allitas, hogy ,x € L7,
bebizonyithato a halmazelmélet axiomaibol |z|-ben polinomiélis szamu lépésben.

A 4.2.2 Koévetkezményben kimondott tulajdonsaggal rendelkezd nyelvek osztélyat NP-
vel jeloljitk. Azon £ nyelvek, melyekre ¥ — £ € NP, alkotjak a co-NP osztalyt. Mint emli-
tettiik, ezeknél a feladatosztalyoknal nem a feladat megoldasa, hanem Kkittizése konnyd. A
kovetkezs szakaszban latni fogjuk, ezek az osztalyok alapvetsek, a gyakorlat szempontjabol
fontos algoritmikus problémak nagy részét tartalmazzak.
repl6 Lo nyelv és f(n) fiiggvény altal (erre sok példat fogunk latni a kovetkezs pontban).
Ilyen esetben nemcsak azt kérdezhetjiik, hogy egy adott x sz6 L-ben van-e (vagyis, hogy
létezik-e olyan y, hogy |y| < f(n) és x&y € Ly), hanem igen gyakran szeretnénk egy
ilyen y-t el6 is allitani. Ezt a feladatot az £ nyelvhez tartozoé keresd feladatnak nevezzik.
Természetesen egy nyelvhez sok kiilonbo6zé kerest feladat tartozhat. A keress feladatnak
akkor is lehet értelme, ha a megfelel§ dontési feladat trivialis. Példaul minden szamnak
létezik primfelbontésa, de ezt nem konnyti megtalalni.

Mivel minden determinisztikus Turing-gép tekintheté nem-determinisztikusnak, nyil-
vanvalo, hogy

DTIME(f(n)) € NTIME(f(n)).

Annak az analogidjara, hogy van rekurzive folsorolhatd, de nem rekurziv nyelv (vagyis
id6- és tarkorlatozas nélkiil a nem-determinisztikus Turing-gépek ,erésebbek”), azt varjuk,
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hogy itt szigora tartalmazas érvényes. Ez azonban csak nagyon specialis esetekben van
bebizonyitva (pl. lineéris fliggvények esetén PAUL, PIPPINGER, TROTTER ES SZEMEREDI
igazoltak). A kovetkezs szakaszokban részletesen targyalni fogjuk a legfontosabb specialis
esetet, a P és NP osztalyok viszonyét.

A nem-determinisztikus idé- és tarbonyolultsidgi osztalyok kozott az aldbbi egyszerd
Osszefliggések allnak fenn:

4.2.3 Tétel: Legyen f jol szamolhato fliggvény. Ekkor
(a) NTIME(f(n)) € DSPACE(f(n))
(b) NSPACE(f(n)) C UesoDTIME(2¢/(")
(¢c) NTIME(f(n)) € UesoDTIME(2¢/ (™)),

Bizonyitas: (a) A konstrukci6 lényege, hogy egy nem-determinisztikus Turing-gép Osszes
legalis szamolasat egymasutan kiprobéalhatjuk tgy, hogy mindig csak annyi helyet haszna-
lunk, amennyi egy szédmoléashoz kell; ezenfeliil kell még némi hely annak nyilvantartasahoz,
hogy hol tartunk az esetek kiprobalasaban.

Pontosabban ez igy irhato le: Legyen T egy olyan nem-determinisztikus Turing-gép,
mely az £ nyelvet f(n) id6 alatt folismeri. Mint emlitettiik, foltehetjiik, hogy 7' barmely
legélis szamolasa legfeljebb f(n) lépésbdl all, ahol n a bemenet hossza. Modositsuk T' mii-
kodéset ugy, hogy (valamely x bemenetre) el6szor mindig a lexikografikusan legelsd legalis
lépést valassza (rogzitjik I' és X egy-egy rendezését, ekkor jol definialt a legalis lépések
lexikografikusan rendezése). Adunk a gépnek egy 1j ,nyilvantartd” szalagot, melyre folirja,
hogy milyen legalis 1épéseket valasztott. Ha ez a szamolas nem végzddik = elfogadasa-
val, akkor gép ne &alljon meg, hanem a nyilvantart6 szalagon keresse meg az utolsé olyan
lépést (mondjuk ez a j-edik), amit megvaltoztathat lexikografikusan nagyobbra, és hajt-
son végre egy legalis szamolast tgy, hogy a j-edik lépésig a nyilvantartd szalagon folirt
legélis lépéseket teszi, a j-edik lépésben a lexikografikusan rakovetkezot, ezekutan pedig a
lexikografikusan legels6t (és persze ennek megfelelGen irja at a nyilvantarté szalagot). A
visszalépéseknél persze a T szalagjainak a tartalméat is vissza kell allitani, ez pl. konny,
ha a nyilvantarté szalagra azt is felirjuk, hogy egy-egy lépésben milyen bettiket irt it a
gép.

A modositott, imméar determinisztikus Turing-gép az eredeti gép minden legalis szamo-
lasat végigprobalja, és kozben csak annyi tarat hasznal, mint az eredeti gép (ami legfeljebb
f(n)), plusz a nyilvantartoé szalagon hasznalt hely (ami ismét csak O(f(n)).

(b) Legyen T' = (k, %, T, ®) egy olyan nem-determinisztikus Turing-gép, mely L-et f(n)
tarral folismeri. Foltehetjiik, hogy T-nek csak egy szalagja van. Végig akarjuk probalni T
osszes legalis szamolasat. Kicsit vigyazni kell, mert T-nek egy legalis szamolasa akar 27(™)
lépésig tarthat, és igy akar 92/ legalis szamolés lehet; ennyi szamolas végigvizsgalaséra
mar nincs idénk.

Hogy a végigvizsgalast jobban szervezziik, a helyzetet egy gréaffal szemléltetjiik a kdvet-
kezsképpen. Rogzitsiik a bemenetek n hosszat. A gép egy helyzetén egy (g, p, h) harmast
értiink, ahol ¢ € T, —f(n) < p < f(n) é&s h € XMW+ A ¢ allapot a vezérlsegy-
ség allapota az adott lépésben, p szam mondja meg, hogy hol van a fej, h pedig meg-
adja a szalagon levé jeleket (mivel csak legfeljebb f(n) tarigényt szamitasok érdekelnek
minket, ezért elég 2f(n) + 1 mezdt tekinteni). Lathato, hogy a helyzetek szama legfol-
jebb D] f(n)|x[27)+1 = 20(/() Minden helyzetet kodolhatunk egy-egy ¥ folotti O(f(n))
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hossztsagi szoval.

Készitsiik el marmost azt az irdnyitott G' grafot, melynek cstcsai a helyzetek, és az u
csticsbodl a v csticsba rajzoljunk nyilat, ha az u helyzetbdl a v helyzetbe a gép egy legalis
lépése vezet. Vegylink fol egy v csticsot, és hiizzunk vg-hoz élt minden olyan ,helyzetbsl”,
melyben a gép a STOP allapotban van, és a szalagja 0-dik mezején 1 all. Jeldlje u, az x
bemenetnek megfelel§ induld helyzetet. Az x sz6 akkor és csak akkor van £-ben, ha ebben
az iranyitott grafban vezet u;-bdl vp-ba irdnyitott it.

A G grafot 20U(™) ids alatt meg tudjuk konstrualni, majd (pl. szélességi kereséssel)
O(|V(G)[?) = 20U/ (") id5 alatt el tudjuk dénteni, hogy tartalmaz-e u,-bdl vg-ba iranyitott
utat.

(c) Kovetkezik a (b) részbdl, mivel NTIME(f(n)) CNSPACE(f(n)). O

Az alabbi érdekes tétel azt mutatja, hogy a tarigényt nem csokkenti nagyon lényegesen,
ha nem-determinisztikus Turing-gépeket is igénybe vesziink:

4.2.4 Savitch Tétele: Ha f(n) jol szamolhato figguény, és f(n) > logn, akkor minden
L € NSPACE(f(n)) nyelvhez van olyan ¢ > 0, hogy L € DSPACE(cf(n)?).

Bizonyitas: Legyen T' = (1,3,I',®) egy olyan nem-determinisztikus Turing-gép, mely
L-et f(n) tarral folismeri. Tekintsiik a fenti G grafot; el akarjuk donteni, hogy tartalmaz-
e u,-bdl vg-ba iranyitott utat. Természetesen ezt a grafot nem akarjuk teljes egészében
megkonstrualni, mert igen nagy. Ezért ugy tekintjik, hogy egy ,orakulummal” van meg-
adva. Ez itt most annyit tesz, hogy két pontrél egyetlen lépésben el tudjuk donteni,
hogy Ossze vannak-e kotve. Pontosan ez igy fogalmazhaté meg: Bévitsiik ki a Turing-
gépek definicidjat. Egy ordkulumos Turing-gépen olyan Turing-gépet értiink, melynek egy
kiilon specialis szalagjat az ordkulum szamara foglaljuk le. A gépnek van még harom
kiilonleges allapota, ,ORAKULUM-KERDES”, ,ORAKULUM-IGEN” és ,ORAKULUM-
NEM”. Ha a gép az ,ORAKULUM-KERDES” allapotba jut, akkor a kévetkezd allapota
vagy az ,ORAKULUM-IGEN”, vagy az ,ORAKULUM-NEM?” lesz attol fiiggGen, hogy az
ordkulum-szalagjan levs u, v cstcsnevekre vezet-e él u-bol v-be.

4.2.5 Lemma: Tegyik fol, hogy ordkulummal adott eqgy G irdnyitott graf a t hosszusdgi
szavak halmazdn. Ekkor létezik olyan ordkulumos Turing-gép, mely adott u, v csucsokhoz
és q természetes szdmhoz legfeljebb qt + qlogq tar folhaszndldsdval eldonti, hogy vezet-e
G-ben u-bdl v-be legfeljebb 29 hosszisagu irdnyitott it.

A megszerkesztendd Turing-gépnek két szalagja lesz az ordkulum-szalagon kiviil. In-
dulaskor az elsé szalag az (u,q) part, a masodik a (v, q) part tartalmazza. A Turing-gép
miikddése soran mindkét szalag néhany (z,r) part fog tartalmazni, ahol = egy cstcs neve,
r < ¢ pedig egy természetes szam.

Legyen (z,7) és (y,s) a két szalagon 1évs utolsé par. A gép arra keres valaszt, hogy
x-bol y-ba vezet-e legfeljebb 2P hosszusagu tut, ahol p = min{r,s}. Ha p = 0, akkor
a valasz egy orakulum-kérdéssel megvélaszolhato. Egyébként az els§ szalag végére egy
(w, m) part irunk, ahol m = p — 1, w pedig egy cstcs neve, és rekurzive meghatéarozzuk,
hogy van-e w-bdl y-ba legfeljebb 2™ hosszusagn ut. Ha van, felirjuk (w, m)-et a méasodik
szalag végére, letoroljik az elsd szalag végérdl, és meghatarozzuk, hogy van-e z-bdl w-be
legfeljebb 2™ hossztusagu ut. Ha van, akkor letoroljiik (w, m)-et a masodik szalag végérsl:
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tudjuk, hogy van x-bdl y-ba legfeljebb 2P hosszusaga ut. Ha akar x és w, akir w és
y kozott nincsen legfeljebb 2™ hosszisagu ut, akkor a lexikografikusan koévetkezs w-vel
probalkozunk. Ha mar minden w-t végigprobéltunk, tudjuk, hogy x-bél y-ba nem vezet
legfeljebb 2P hosszusagu tt.

Konnyt belatni, hogy mindkét szalagon a felirt parok masodik elemei balrél jobbra
csokkennek, és igy a szalagokra legfeljebb ¢ par keriil. Egy par O(t + log q) jelet igényel,
igy a felhasznalt tar csak O(qt 4 qlog q). Ezzel a lemmét bebizonyitottuk.

Visszatérve a tétel bizonyitasdhoz, vegyiik észre, hogy az, hogy a G graf két csticsa
kozott vezet-e él, tar igénybevétele nélkiil konnyen eldénthetd; ezt az eldontést ugy is te-
kinthetjiik, mint egy orakulumot. Igy a Lemma alkalmazhato t,q = O(f(n)) értékekkel,
és azt kapjuk, hogy legfeljebb gt + qlog ¢ = O(f(n)?) téarral eldonthets, hogy egy adott u,
pontbdl vezet-e iranyitott ut vp-ba, vagyis, hogy az x sz6 L-ben van-e. U

Mint megjegyeztiik, igen a fontos a polinomiélis tarral determinisztikus Turing-gépen
eldonthetd nyelvek PSPACE osztalya. Kézenfekvs volna bevezetni az NPSPACE osztélyt,
mely a polinomiélis tarral nem-determinisztikus Turing-gépen folismerhets nyelvek oszta-
lya. Savitch tételének alabbi kovetkezménye mutatja azonban, hogy ez nem vezetne 1j
fogalomhoz:

4.2.6 Kévetkezmény: PSPACE = NPSPACE.

4.3. Példak NP-beli nyelvekre

A tovabbiakban, ha grafot mondunk, akkor tobbszords és hurokél nélkiili, un. egyszerd
grafot értiink alatta. Egy ilyen graf egyértelmiien leirhaté adjacencia-méatrixédnak f6atld
feletti részével, mely sorfolytonosan irva egy {0,1}*-beli szot alkot. Igy grafok egy tu-
lajdonsagéat tgy tekinthetjiik, mint egy {0,1} folotti nyelvet. Beszélhetiink tehat arrol,
hogy egy graf-tulajdonsag NP-ben van. (Vegyiik észre, hogy ha a grafot méas szokasos
modon adnénk meg, példaul tigy, hogy minden pontra megadjuk szomszédainak a listajat,
akkor a graf-tulajdonsagok NP-beli volta nem valtozna. Ezeket a reprezentacidkat ugyan-
is konnyt egymésbol polinomialis id6ben kiszamitani.) Ilyen moédon NP-ben vannak az
alabbi graf-tulajdonsagok:

a) Osszefiiggsség. Tanu: (g) at, minden pontpérra egy-egy.

b) Nem-0sszefiiggdség. Tant: a ponthalmaz egy valodi részhalmaza, melyet nem kot
Ossze él a tobbi ponttal.

c) Sikbarajzolhatosag. A természetes tant egy konkrét lerajzolés; a grafelmeéletbdl is-
mert tétel, hogy ez mindig megvalésithatoé tgy, hogy az élek egyenes szakaszok, és igy
elegendd a cstuicsok koordinatait megadni. Vigyazni kell azonban, mert a graf lerajzolasa-
ban a csiicsok koordinatai esetleg igen sokjegyd szamok lesznek, igy a tant hosszéira tett
kikotés nem teljesiil. (Be lehet bizonyitani, hogy minden sikbarajzolhato graf tgy is sik-
barajzolhat6, hogy minden éle egyenes szakasz, és minden csiics koordinatéi olyan egész
szamok, melyeknek n-ben polinomialis a jegyeinek a szama.)
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Megadhato azonban a sikbarajzolas kombinatorikusan is. Legyen G n ponta, m éli,
és az egyszerlség kedvéért Osszefliiggd graf. Minden orszagra megadjuk a hatarold zart
élsorozatot. Ebben az esetben a megadott élsorozat-rendszerrdl elegendd azt ellendrizni,
hogy minden él pontosan kettében van benne, és az élsorozatok szaima m —n+2. Az, hogy
ilyen élsorozat-rendszer 1étezése sziikséges feltétele a sikbarajzolhatosagnak, az Euler-féle
formulabol kovetkezik:

4.3.1 Tétel: Ha eqy dsszefliggd sikgrdf pontjainak szdma n, éleinek szama m, akkor or-
szagainak szdma m —n + 2. O

Az elégségességhez kicsit nehezebb topoldgiai eszkozok kellenek, ezeket itt nem részle-
tezziik.

d) Sikba nem rajzolhatosag. Az alabbi alapvets grafelméleti tételt lehet felhasznalni:

4.3.2 Kuratowski tétele: Eqy grdaf akkor és csak akkor rajzolhato sikba, ha nem tartalmaz
olyan részgrdfot, mely élek felosztdsdval jon létre a teljes 5-sz0gbdl vagy a hdarom-hdz-hdrom-
kat grafbol. O

Ha a graf nem sikbarajzolhato, akkor erre ez a részgraf szolgalhat tantuként.
e) Teljes parositas létezése. Tant: a parositas.

f) Teljes parositas nem létezése. A tanut paros grafok esetén a kovetkezs alapvetd
tétel alapjan adhatjuk meg:

4.3.3 Kénig—Frobenius tétel: Egy G pdros grdafban akkor és csak akkor van teljes pd-
rositds, ha ugyanannyi ,alsé” €és ,felsé” pontja van, €s az ,alsé” pontjai kozil vdlasztott
barmely X ponthalmaznak legaldbb | X| szomszédja van. O

Igy ha a paros grafban nincsen teljes parosités, akkor arra a tételbeli feltételt megsérts
X halmaz a tand.

Altalanos grafra egy ugyancsak alapvetd, bar némileg bonyolultabb tételt hasznalha-
tunk:

4.3.4 Tutte tétele: Egy G grifban akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha a grdf
pontjainak barmely X halmazdt elhagyva, a maradék grdf pdratlan pontszami dsszefiiggd
komponenseinek szima legfeljebb | X|. O

Igy ha a grafban nincsen teljes parositas, akkor arra egy olyan X ponthalmaz a tan,
melyet elhagyva tul sok paratlan komponens keletkezik.

g) Hamilton kor létezése. Tani: a Hamilton-kor.
h) Harom szinnel val6 szinezhetdség. Tant: a szinezés.

Ezek kozil az a)-f) tulajdonsagok P-ben vannak. Ez a) és b) esetében egyszertien
belathato (széltében vagy mélységben keresés). c¢)-d)-re polinomialis idejii sikbarajzolési
algoritmust HOPCROFT és TARJAN adott meg. e)-f)-re paros graf esetén ,magyar modszer”
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alkalmazhato (ezt KONIG és EGERVARY munkai alapjan KUHN fogalmazta meg), nem-péaros
grafokra pedig EDMONDS algoritmusa. A g)-h) tulajdonsdgokra nem ismeretes polinomialis
idejd algoritmus (erre a kovetkezd szakaszban még vissztériink).

A szamelméletben és algebraban is igen sok probléma tartozik az NP osztalyba. Minden
természetes szamot tekinthetiink gy, mint egy {0, 1}*-beli szot (kettes szamrendszerben
felirva a szamot). Ebben az értelemben NP-ben vannak az alabbi tulajdonsagok:

i) Osszetettség. Tanu: egy valodi oszto.

j) Primség. Itt lényegesen nehezebb a megfelel§ tanut megtalalni. Az alabbi alapvetd
szamelméleti tételt hasznaljuk:

4.3.5 Tétel. Egy n > 2 egész szam akkor és csak akkor prim, ha van olyan a természetes
szdm, melyre a® ' =1 (mod n) de a™ # 1 (mod n) hal<m <n — 1. O

E tétel alapjan azt szeretnénk, hogy arra, hogy n prim, az a szam legyen a tant. Mivel
nyilvanvald, hogy az a szamnak csak n-nel vett osztési maradéka jatszik szerepet, mindig
lesz olyan a tant is, melyre 0 < a < n. Igy tehéat a tant hosszara tett kikotésiink rendben
is volna: a-nak nincsen tébb szamjegye, mint k, az n jegyeinek szdma. A 3.1.2 Lemma
alapjan ellendrizni lehet polinomialis id6ben a

(1) a™ ' =1 (modn)

feltételt is. Sokkal nehezebb kérdés azonban, hogy hogyan ellenérizziik a tovabbi feltétele-
ket:

(2)a™#1 (1<m<n-—1) (modn).

Minden konkrét m-re ez ugyanigy megtehetd polinomialis id6ben, mint (1) ellendrzése, de
ezt (latszolag) n — 2-szer, tehat k-ban exponencialisan sokszor kell megtenniink. Felhasz-
naljuk azonban azt az elemi szamelméleti tényt, hogy ha (1) teljesiil, akkor a legkisebb
olyan m = myg, mely (2)-t megsérti (ha van ilyen egyéltalan), (n — 1)-nek osztoja. Azt is
kénnyt belatni, hogy ekkor (2)-t mg minden (n— 1)-nél kisebb tébbszorose is megsérti. Igy
ha n — 1 primfelbontasa n — 1 = pi'py? ... p;*, akkor valamely m = (n — 1)/p; is megsérti
(2)-t. Elegendd tehat az ellendrizni, hogy minden 1 < i < t-re

a"D/Pi £ 1(mod n).

Marmost nyilvanvalo, hogy ¢t < k, és igy legfeljebb k értékre kell (2)-t ellendrizni, melyet
az el6z6ekben leirt modon Gsszesen polinomialis id6ben meg lehet tenni.

Van azonban még egy nehézség: hogyan szamitjuk ki n — 1 primfelbontésat? Ez maga-
ban nehezebb probléma, mint eldonteni, hogy egy szam prim-e. Megtehetjiik azonban, hogy
magat a primfelbontést is a ,;tantihoz” soroljuk; ez tehat az a szdmon kiviil a py, 71, ..., ps, 1
szamokbol all (ez konnyen lathatoan legfeljebb 3k bit). Ekkor méar csak az a probléma,
hogy ellendrizni kell, hogy ez valéban primfelbontés-e, vagyis hogy n —1 = pi* ...p;* (ez
konnyt), és hogy pi,...,p: valoban primek. Ehhez rekurzive igénybe vehetjiik magat az
itt targyalt eljarast.
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Ellenérizni kell azonban, hogy ez a rekurzié polinomialisan hosszi tantkat ad és po-
linomialis id6ben eldonthets, hogy ezek tényleg tantk. Jelolje L(k) az igy definialt tana
maximalis hosszat k jegyd szamok esetén. Ekkor a fenti rekurzié szerint

L(k) < 3k+ Y L(ks),
=1

ahol k; a p; prim jegyeinek szama. Mivel py...p; < n — 1 < n, kovetkezik, hogy
ki+ ...+ k <k

Az is nyilvanvalo, hogy k; < k — 1. Ezek alapjan a fenti rekurziobol kovetkezik, hogy
L(k) < 3k%. Ez ugyanis nyilvanval6 k = l-re, és ha mar tudjuk minden k-nal kisebb
szamra, akkor

t t
L(k) < 3k+Y L(k)<3k+» 3k

i=1 i=1

t
< Bk+3(k—1)> ki <3k+3(k—1) k< 3k
i=1
Hasonléan lehet igazolni, hogy egy jelsorozatrél polinomidlis idében eldonthetd, hogy a
fenti médon definialt tani-e.

k) Korlatos oszto létezése. Az n szamrol nem elég eldonteni, hogy prim-e, hanem ha
azt talaljuk, hogy nem prim, akkor egy valodi osztojat is szeretnénk megtalalni. (Ha ezt a
feladatot meg tudjuk oldani, akkor a teljes primfelbontast ennek ismétlésével meg tudjuk
kapni.) Ez a feladat nem igen-nem probléma, de nem nehéz atfogalmazni ilyen feladatta:
Adott két természetes szam: n €s k; van-e n-nek k-ndl nem nagyobb valédi osztdja? Kz a
feladat nyilvanvaloan NP-ben van (tant: az oszto).

NP-ben van azonban a komplementer nyelv is, vagyis mindazon (n, k) parok halmaza,
melyekre az all, hogy n minden valédi osztdja nagyobb, mint k. Erre tant ugyanis n-nek
a primfelbontésa, mellékelve minden primtényez6rdl annak a tantjat, hogy az prim.

Nem ismeretes, hogy az Osszetettség (még kevésbé a korlatos oszto létezése) P-ben van-
e. Az algoritmus fogalmanak bdévitésével, véletlen szamok felhasznéalasaval egy szamrol
eldonthets polinomialis idében hogy prim-e (lasd a ,Randomizalt algoritmusok” c. feje-
zetet). Ugyanakkor a megfelel§ keresési feladat (valodi oszto keresése), ill. a korlatos
oszt6 1étezésének eldontése 1ényegesen nehezebb, erre még véletlent hasznalva sem sikeriilt
polinomialis idejt algoritmust adni.

1) Polinom reducibilitasa a racionalis test f6lott. Tani: egy valodi osztd. Meg kell itt
azonban gondolni, hogy egy valodi oszto felirdsahoz sziikséges bitek szama korlatozhato az
eredeti polinom felirasaban szerepld bitek szamanak egy polinomjaval. (Ennek bizonyitasat
nem részletezziik.) Megmutathato az is, hogy ez a nyelv P-ben is benne van.

Egy Az < b linearis egyenl6tlenségrendszert (ahol A m sora és n oszlopu egész matrix,
b pedig m elemii oszlopvektor) tekinthetiink a 07, ,,17, .. és ;" jelekbdl &ll6 abécé f6lotti
szonak pl. agy, hogy az elemeit kettes szamrendszerben adjuk meg, és sorfolytonosan irjuk
le, minden szam utan vessz6t, minden sor utan pontosvesszét irva. Linearis egyenlGtlen-
ségrendszerek alabbi tulajdonsagai NP-ben vannak:
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m) Megoldas létezése. Itt nyilvanvaloan adodik taninak a megoldas, de vigyazni kell: be
kell 1atni, hogy ha egy egész egyiitthatos linearis egyenlétlenségrendszer megoldhaté, akkor
a racionalis szamok korében is megoldhaté, éspedig gy, hogy a megoldas szamlaloinak és
nevezdinek csak polinomidlis szami szamjegye van. Ezek a tények a lineéris programozas
elméletének alapjaibol kovetkeznek.

n) Megoldas nem létezése. A linearis programozasbol ismert alapvetd tételt hasznaljuk
fel:

4.3.6 Farkas-lemma: Ax < b akkor és csakis akkor mem oldhaté meg, ha az yA = 0,
yb = —1, y > 0 egyenldtlenségrendszer megoldhato. O

Ennek alapjan a megoldas nem létezésére a lemmaban szereplé mésik egyenlGtlenség-
rendszer megoldasanak megadasaval tantsithatjuk.

o) Egész megoldas létezése. Itt is maga a megoldas a tant, de a)-hoz hasonlé meggon-
dolasokra van sziikség, melyek itt bonyolultabbak (VOTYAKOV és FRUMKIN eredménye).

Erdemes megjegyezni, hogy a linedris programozds alapproblémaja, t.i. linearis feltéte-
lek mellett linearis célfiiggvény optimuménak megkeresése, konnyen visszavezethets a li-
nearis egyenl&tlenségrendszerek megoldhatosaganak kérdésére. Hasonloan, optimalis egész
megoldas keresése visszavezethetd egész megoldas 1étezésének az eldontésére.

Hosszti ideig nem volt ismeretes, hogy a lineéris egyenlGtlenségrendszerek megoldha-
tosdganak problémaja P-ben van-e (a kozismert szimplex-modszer nem polinomiélis). Az
elsé polinomidlis algoritmus erre a feladatra HACSIJAN ellipszoid-médszere volt. Ennek a
modszernek az ideje azonban igen magas foka polinomra vezetett, ezért gyakorlatban nem
versenyezhetett a szimplex-modszerrel, mely ugyan a legrosszabb esetben exponencialis,
de atlagban (tapasztalat szerint) sokkal gyorsabb, mint az ellipszoid-modszer. Azota tobb
polinomidlis idejd linearis programozasi algoritmust is talaltak, ezek koziil KARMARKAR
modszere a szimplex modszerrel a gyakorlatban is felveszi a versenyt.

Linearis egyenlGtlenségrendszerek egész szamokban valé megoldésara nem ismeretes
polinomiéalis algoritmus, s6t ilyen algoritmus nem is varhato (megint csak lasd a kovetkezd
pontot).

Az el6z6 példasort vizsgalva, érdemes az aldbbi megallapitdsokat tenni:

e Sok NP-beli tulajdonsag tagadasa is NP-beli (vagyis a megfelel6 nyelv komplemen-
tere is NP-ben van). Ez a tény azonban &altalaban nem trivialis, s6t a matematika
kiilonboz8 dgaiban sokszor a legalapvetSbb tételek mondjak ki ezt egyes nyelvekrsl
(Kuratowski, Frobenius-Kénig, Tutte tétele, Farkas lemmaéja).

e Igen sokszor az a helyzet, hogy ha egy tulajdonsagrol (nyelvrél) kideriil, hogy NPNco-
NP-ben van, akkor elébb-utébb az is kideriil, hogy P-ben van. Példaul ez tortént
teljes parositasok létezésével, sikbarajzolhatosiggal, linearis egyenl&tlenségrendszer
megoldasaval. Nagy erével folytak a vizsgalatok a primteszteléssel kapcsolatban.
Végiil 2002-ben AGRAWAL, KAYAL, és SAXENA bebizonyitottak, hogy ez a probléma
is P-ben van.

e Ha NP-t a ,rekurzive folsorolhatd”, P-t pedig a ,rekurziv’ analogonjanak tekintjiik,
akkor azt varhatjuk, hogy mindig ez a helyzet. Erre azonban nincsen bizonyités, s6t
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nem is igen varhato, hogy igaz legyen teljes altalanossaghan.

e Méas NP-beli problémékkal az a helyzet, hogy megoldasuk polinomiélis id6ben re-
ménytelennek tinik, igen nehezen kezelhet6k (Hamilton-kor, graf-szinezés, linearis
egyenl6tlenségrendszer egészértékd megoldasa). Nem tudjuk bebizonyitani, hogy
ezek nincsenek P-ben (nem tudjuk, hogy P=NP fennall-e); azonban mégis bebizonyit-
hat6 olyan egzakt tulajdonsaguk, mely mutatja, hogy nehezek. Ezzel foglalkozunk a
koévetkezd pontban.

e Sok olyan NP-beli probléma van, melyet ha meg tudunk oldani, akkor a (termé-
szetes modon) hozzarendelhetd keress feladatot is meg tudjuk oldani. Példaul ha
polinomialis id&ben el tudjuk donteni, hogy egy grafban van-e teljes péarositas, akkor
a kovetkezSképpen tudunk ugyancsak polinomialis idében teljes parositést keresni:
addig hagyjunk el éleket a grafbol, amig csak marad benne teljes parositas. Amikor
megakadunk, a maradék graf éppen egy teljes parosités kell, hogy legyen. Hason-
16 egyszert fogasokkal vezethetd vissza a Hamilton-kor létezésének, a 3 szinnel valo
szinezhetGségnek stb. megfelels keress feladat a dontési feladatra. Ez azonban nem
mindig van igy. Példaul hidba tudjuk (legalabbis bizonyos értelemben) polinomialis
id6ben eldonteni, hogy egy szam prim-e, nem sikeriilt ezt egy valédi osztdé megtalé-
lasdnak probléméjara alkalmazni.

Természetesen vannak érdekes nyelvek més nem-determinisztikus bonyolultsagi osz-
talyokban is. A nem-determinisztikus exponencidlis idé (NEXPTIME) osztaly gy defi-
nialhato, mint az NTIME(2"") osztalyok uniéja minden ¢ > 0-ra. Egy példat Ramsey
tételével kapcsolatban fogalmazhatunk meg. Legyen G egy graf; a G-hez tartozdé R(G)
Ramsey-szdm az a legkisebb N > 0, melyre fennall, hogy akdrhogyan is szinezziik az N
csticst teljes graf éleit két szinnel, valamelyik szin tartalmazza G-nek egy példanyat. All-
jon L azokbol a (G, N) parokbol, melyekre R(G) > N. A (G, N) bemenet mérete (ha G-t
mondjuk adjacencia-matrixa irja le) O(|V(G)|? + log N).

Marmost £ € NEXPTIME, mert annak, hogy (G, N) € L, tanija a G éleinek egy
2 szinnel szinezése, melyben nincs egyszini G, és ez a tulajdonsag O(N |V(G)|) id6ben
ellendrizhets, ami exponencialis a bemenet méretében (de nem rosszabb). Masrészrol de-
terminisztikusan nem tudunk jobb algoritmust (G, N) € L eldéntésére, mint duplan expo-
nencialist. A trivialis algoritmus, aminél lényegesen jobb sajnos nem ismeretes, végignézi
az N cstcst teljes graf éleinek minden 2 szinnel valo szinezését, és ezek szama 2V(N—=1)/2,

4.4. NP-teljesség

Azt mondjuk, hogy az £1 C X7 nyelv polinomidlisan visszavezethetd az Lo C X5 nyelvre,
ha van olyan polinomialis id6ben kiszamithato f : £] — X5 fiiggvény, hogy minden z € ]
szora

x € Ly < f(z) € Lo.

Kozvetleniil ellendrizhetd a definici6 alapjan, hogy ez a relacié tranzitiv:
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4.4.1 Allitas: Ha L1 polinomidlisan visszavezethetd Lo-re, és Lo polinomidlisan visszave-
zethetd Ls-ra, akkor L1 is polinomidlisan visszavezethetd Ls-ra. ]

Azt, hogy egy nyelv P-ben van, gy is kifejezhetjiik, hogy polinomialisan visszavezet-
hets az {1} nyelvre. Valamint megfogalmazhatjuk az alabbit:
4.4.2 Allitas: Ha egy nyelv P-ben van, akkor minden rd polinomidlisan visszavezethetd
nyelv is P-ben van. Ha eqy nyelv NP-ben van, akkor minden rd polinomidlisan visszavezet-
hetd nyelv is NP-ben van. O

Egy NP-beli £ nyelvet NP-teljesnek neveziink, ha minden NP-beli nyelv polinomi-
alisan visszavezethetd L-re. Ezek tehat a ,legnehezebb” NP-beli nyelvek. Ha egyetlen
NP-teljes nyelvrél meg tudnank mutatni, hogy P-ben van, akkor kovetkezne, hogy P=NP.
Nyilvanvalé az aldbbi észrevétel is:

4.4.3 Allitas: Ha eqy NP-teljes £1 nyelv polinomidlisan visszavezethetd eqy Lo € NP nyelv-
re, akkor Lo is NP-teljes. O

Egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy létezik NP-teljes nyelv. Els6 célunk, hogy megadjunk
egy NP-teljes nyelvet; utdna (ennek més nyelvekre valé polinomidlis visszavezetésével, a
4.4.3 allitas alapjan) sok mas problémarol is bebizonyitjuk, hogy NP-teljes.

Egy Boole-polinomot kielégithetdnek neveziink, ha az altala definialt Boole-fliggvény
nem azonosan 0. A Kielégithetdség Probléma az, hogy adott f Boole-polinomrol dontsiik
el, hogy kielégithets-e. A problémat altalaban abban az esetben tekintjiik, amikor a Boole-
polinom egy konjunktiv normalforméaval van megadva.

Feladatok. 1. Mikor kielégithets egy diszjunktiv norméalforma?

2. Adott egy G graf és harom szin, 1, 2 és 3. Minden v csticshoz és i szinhez vezessiink be
egy z[v, 1] logikai értéket. Irjunk fol olyan B konjunktiv normalformat az z[v, i] valtozokra,
mely akkor és csak akkor igaz, ha

a) van olyan szinezése a cstuicsoknak az adott 3 szinnel, hogy x[v, 7] akkor és csak akkor
igaz, ha v szine 1;

b) az el6z8 szinezésrdl még azt is megkoveteljiik, hogy szomszédos cstcsok szine kiilon-
boz6 legyen.

¢) Irjunk 61 olyan konjunktiv normalformat, mely akkor és csak akkor kielégithetd, ha
a G graf 3 szinnel szinezhetd.

Minden konjunktiv normalformat tgy is tekinthetiink, mint az ,,2”, .07, .17, (", ,,)”, ,,—”
A7 €s V7 jelekbdl allo abécé f6lotti szot: a valtozok indexeit kettes szamrendszerben irjuk
fol, pl. az (x1 AT3 A xg) V (T1 A x2) konjunktiv normalforméanak a kovetkezs szo felel meg:
(1 A =211 A 2110) V (-2l A 210). Jelolje SAT a kielégitheté konjunktiv normalforméak
altal alkotott nyelvet.

4.4.4 Cook Tétele: A SAT nyelv NP-teljes.



4. FEJEZET: NEM-DETERMINISZTIKUS ALGORITMUSOK 69

Bizonyitas: Legyen L tetsz6leges NP-beli nyelv. Ekkor létezik olyan T'= (k, X, T, o, 3,7)
nem-determinisztikus Turing-gép és léteznek olyan c,c; > 0 egész szamok, hogy T L-et
c1-n id6ben folismeri. Feltehetjiik, hogy k£ = 1. Tekintsiink egy tetszéleges hy ... hy € X
szot. Legyen N = [c1 - n¢]. Vezessiik be az alabbi valtozokat:

xlt, g] (0<t<N, gel),
y[t, pl (0<t<N, —N <p<N),
zt,p,h] (0<t<N,-N<p<NheX).

Ha adott a T" gép egy legalis szadmolasa, akkor adjuk ezeknek a valtozoknak a kovetkezd
értéket: x[t, g] igaz, ha a t-edik lépés utan a vezérldegység a g allapotban van; y|t, p| igaz,
ha a t-edik lépés utén a fej a szalag p-edik mezején tartozkodik; z[t, p, h| igaz, ha a t-edik
lépés utan a szalag p-edik mezején a h jel all. Nyilvanvald, hogy az z,y, z valtozok a
Turing-gép szamolasat egyértelmiien meghatarozzak (nem fog azonban a valtozok minden
lehetséges értéke a Turing-gép egy szamolasanak megfelelni).

Koénnyen folirhatok azonban olyan logikai Osszefliggések e valtozok kozott, amelyek
egylittvéve azt fejezik ki, hogy ez egy olyan legélis szdmolés, mely hy ... h,-et elfogadja.
Fol kell irni, hogy minden lépésben a vezérlGegység valamelyik allapotban van:

Vzlt.g]  (0<t<N);
gel

és nincsen két allapotban:
zlt, g vVaElt,g]  (9#¢ €T3 0<t<N).

Hasonléan folirhatjuk, hogy a fej minden lépésben egy és csakis egy helyen van, és a szalag
minden mezején egy és csakis egy jel all. Folirjuk, hogy a gép kezdetben a START, a
szamolés végén a STOP allapotban van, és a fej a 0 mez6rdl indul:

2[0,START) =1,  #[N,STOP]=1,  [0,0] = 1.

és hasonloan, hogy kezdetben a szalagon a hj ... h, bemenet, a végén a 0 mezén az 1 jel
all:

A0i—Lh]=1 (1<i<n)
z[0,i —1,%] =1 (i <0 vagyi>n)
2[N,0,1] = 1.

Ki kell tovabba fejezniink a gép szamolasi szabalyait, vagyis, hogy minden g, ¢’ € ', h, b/ €
Y, ee{-1,0,1}, - N <p< N és0<t< N esetén, ha (g,h,¢', 1/, &) & ®, akkor

9]V yep] V2l p Bl VIR T L]V gt + Lp e V2t + 1,p, ),
és hogy ahol nem &ll a fej, ott a szalag tartalma nem véaltozik:
(ylt,p] v 2[t,p, h] V z[t + 1, p, h]).

Ezeket az Osszefiiggéseket A jellel Gsszekapcsolva olyan konjunktiv normalformat kapunk,
mely akkor és csak akkor elégitheté ki, ha a T Turing gépnek van legfeljebb N idejii
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hi ... hy-et elfogadd szdmolésa. Konnyti ellenérizni, hogy a leirt konstrukci6 adott by ... hy,
esetén polinomialis id&ben elvégezhetd. O

Kényelmes lesz a tovabbiakban, ha a kielégithet&ség probléma két speciélis esetére is
megmutatjuk, hogy NP-teljes. Nevezziik roviden k-formdnak a konjunktiv k-normalformat,
vagyis az olyan konjunktiv normalformét, melynek minden tényezgjében legfeljebb k literal
fordul elg. Jeldlje k-SAT a kielégithet k-formak &ltal alkotott nyelvet. Jeldlje tovabba
SAT-k azt a nyelvet, mely azon kielégithetd konjunktiv normalforméakbol all, melyekben
minden valtozé legfeljebb k elemi diszjunkcidéban fordul eld.

4.4.5 Tétel. A 3-SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Uj vatozok bevezetésével a SAT nyelvet visszavezetjitk a 3-SAT nyelvre.
Legyen adva egy B konjunktiv normalforma, és tekintsiik ennek egy elemi diszjunkcidjat.
Ez folirhato E = z1 V ...V z; alakban, ahol minden z; egy literal. Vezessiink be be k 1]
valtozot, y, ... y,;E—t, és irjuk ol a

ylE \% 717 ylE \ 21
és
E.\, = E., —E _E., E .
Yi V zi, Yi VYii1s Yi VY1V 2z (i=2,...k)

elemi diszjunkciokat (ezek azt ,fejezik ki”, hogy y{E =z és yZE = yZE_ 1V z;, vagyis hogy
yZE =21 V...V z). Ezeket és az y,? egytagi elemi diszjunkcidkat minden F-re A jelekkel
egyméshoz flizve egy olyan 3-normalformét kapunk, mely akkor és csak akkor elégithets
ki, ha a kiinduléasul vett B konjunktiv normélforma kielégithetd. O

Természetesen vetddik fol a kérdés, hogy miért éppen a 3-SAT problémat tekintettiik.
A 4-SAT, 5-SAT stb. probléméak nehezebbek, mint a 3-SAT, igy természetesen ezek is NP-
teljesek. Masrészt azonban az alabbi tétel mutatja, hogy a 2-SAT probléma méar nem NP-
teljes (legalabbis, ha P#NP). (Azt is illusztralja ez, hogy gyakran a feladatok feltételeinek
kis modositasa polinomialisan megoldhaté feladatbol NP-teljes feladathoz vezet.)

4.4.6 Tétel. A 2-SAT nyelv P-ben van.

Bizonyitas: Legyen B egy 2-normalforma az x1,...,x, valtozokon. Konstruiljunk meg
egy G irdnyitott grafot a kovetkezGképpen. Csticsai legyenek az dsszes literalok, és kossiik
Ossze a z; literdlt a zj; literallal, ha z; V z; egy elemi diszjunkcié B-ben. Vegytik észre, hogy
ekkor ebben a grafban Z;-bdl is vezet él Z;-be.

Tekintsiik ennek az irdnyitott grafnak az erdsen dsszefiiggd komponenseit; ezek azok a
pontosztalyok, melyeket gy kapunk, hogy két pontot egy osztalyba sorolunk, ha koztiik
mindkét iranyban vezet iranyitott tt.

4.4.7 Lemma: A B formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha G egyetlen erdsen Ossze-
fiiggd komponense sem tartalmaz eqy vdltozot és a negdltjdt.

Ebbdl a Lemmabol a tétel allitasa mar kovetkezik, mert egy irdnyitott graf erdsen
Osszefiiggd komponensei konnyen megkeresheték polinomialis idGben.
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A lemma bizonyitasiahoz elGszor is jegyezziik meg, hogy ha egy értékadas a B for-
mulat kielégiti, és ebben az értékadasban egy z; literél ,jigaz”, akkor minden olyan z; literal
is ,jigaz”, melybe z;-bdl él vezet: ellenkezd esetben az Z; V z; elemi diszjunkcié nem volna
kielégitve. Ebbdl kovetkezik, hogy egy erGsen Osszefiiggd komponens pontjai vagy mind
sJgazak’” vagy egy sem. De ekkor nem szerepelhet egy komponensben egy valtozd és a
negaltja.

Megforditva, tegyiik fol, hogy semelyik erdsen Osszefiiggé komponens sem tartalmaz
egylitt egy valtozot és a negaltjat. Tekintsiink egy x; valtozot. A feltétel szerint x; és
T; kozott nem vezethet mindkét iranyban irdnyitott at. Tegyiik f6l, hogy egyik iranyban
sem vezet. Ekkor huzzunk egy 4j élt z;-bdl T;-ba. Ettdl nem sériil meg az a feltevésiink,
hogy egyetlen erésen Osszefiiggé komponens sem tartalmaz egy pontot a negaltjaval egyiitt.
Ugyanis ha létrejonne egy ilyen erésen Osszefiiggd komponens, akkor ennek tartalmaznia
kellene az 4j élt, de ekkor x; és T; is ebbe a komponensbe tartoznanak, és ezért lenne a
grafban Z;-bol x;-be vezetd iranyitott ut. De ekkor ez az 0t az eredeti grafban is megvolna,
ami lehetetlen.

Ezt az eljarast ismételve behtizhatunk tehat aj éleket (méghozza egy-egy valtozobol a
negaltjahoz) ugy, hogy a kapott grafban minden valtozo és a negaltja kozott pontosan egy
irdnyban vezet irdnyitott ut. Legyen marmost x; = 1 akkor és csak akkor, ha Z;-bol x;-be
vezet iranyitott at. Azt allitjuk, hogy ez az értékadas minden elemi diszjunkciot kielégit.
Tekintsiink ugyanis egy elemi diszjunkciét, mondjuk z; V z;-t. Ha ennek mindkét tagja
hamis volna, akkor — definici6 szerint — vezetne iranyitott t z;-b6l Z;-ba és z;-bdl Z;-ba.
Tovabba a graf definicioja szerint, Z;-bol él vezet z;-be és Z;-bol él vezet zi-be. Ekkor
viszont z; és Z; egy Osszefiiggé komponensben vannak, ami ellentmondas. 0

4.4.8 Tétel. A SAT-3 nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Legyen B = Fy A Fa A ... A\ By, tetsz6leges konjunktiv normalforma. Felte-
hetjiik, hogy az elemi diszjunkcidkban csak kiilonb6z6 valtozok vannak. Helyettesitsiik az
E; diszjunkcioban szerepls x; valtozot egy 1] y;- valtozoval, és vegylik hozza az igy kapott
kifejezéshez 1j elemi diszjunkcidoként a kovetkezSket minden j-re:
_ _ - _
YV VY T VYT Y Vg

Nyilvanvalé, hogy igy olyan konjunktiv normélformét kapunk, melyben minden véltozo leg-
feljebb haromszor fordul eld, és mely akkor és csak akkor elégithets ki, ha B kielégithets. [

Feladatok. 3. Definialjuk a 3-SAT-3 nyelvet, és bizonyitsuk be, hogy NP-teljes.
4. Mutassuk meg, hogy a SAT-2 nyelv P-ben van.

4.5. Tovabbi NP-teljes problémak

A tovabbiakban kiilonb6z6 fontos nyelvekrs] fogjuk megmutatni, hogy NP-teljesek. Ezek
tobbsége nem logikai jellegti, hanem ,mindennapos” kombinatorikai, algebrai stb. problé-
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méakat irnak le. Ha egy L nyelvrél megmutatjuk, hogy NP-teljes, akkor kévetkezik, hogy

L csak akkor lehet P-ben, ha P=NP. Bar ez az utobbi egyenléség nincs megcafolva, eléggé

altaldnosan elfogadott az a hipotézis, hogy nem &ll. Ezért egy nyelv NP-teljességét tgy

tekinthetjiik, mint annak bizonyitékat, hogy az nem doénthetd el polinomialis idében.
Fogalmazzunk meg egy alapvetd kombinatorikai feladatot:

LEFOGASI FELADAT: Adott egy véges S halmaz részhalmazainak egy {Aq,..., A} rend-
szere, és egy k természetes szam. Van-e olyan legfeljebb k elemi részhalmaza S-nek, mely
minden A;-t metsz?

4.5.1 Tétel. A LEFOGASI FELADAT NP-teljes

Bizonyitas: Visszavezetjik a 3-SAT-ot erre a probléméra. Adott B konjunktiv 3-
norméalformahoz megkonstrualunk egy halmazrendszert a kovetkez6képpen: az alaphalmaz
legyen a B-beli valtozojelek és negéltjaik halmaza: {xi,...,2pn,Z1,...,Tp}. B minden
tényezGjéhez tekintsiik a benne felléps véltozojelek és negalt valtozojelek halmazat, és
ezenkivill az {z;, T;} halmazokat. Ennek a halmazrendszernek az elemei akkor és csak ak-
kor foghatok le legfeljebb n ponttal, ha a normalforma kielégithetd. O

A lefogasi feladat NP-teljes marad akkor is, ha a halmazrendszerre kiilénb6z6 meg-
szoritasokat tesziink. A fenti konstrukciobol lathato, hogy a lefogasi feladat mar olyan
halmazrendszerre is NP-teljes, mely legfeljebb haromelemt halmazokbol all. (Latni fogjuk
kicsit kés6bb, hogy azt is elérhetjiik, hogy csak kételemid halmazok — vagyis egy graf élei
— szerepeljenek.) Ha a SAT nyelvet el6szor a SAT-3 nyelvre vezetjiik vissza a 4.4.8 tétel
szerint, és erre alkalmazzuk a fenti konstrukciot, olyan halmazrendszert kapunk, melyre
az alaphalmaz minden eleme legfeljebb 4 halmazban van benne. Kissé bonyolultabban
visszavezethetnénk a feladatot olyan halmazrendszer lefogésara is, melyben minden elem
legfeljebb 3 halmazban van benne. Ennél tovabb mar nem mehetiink: ha minden elem
legfeljebb 2 halmazban van benne, akkor a halmazlefogasi probléma polinomialis id6ben
megoldhato (lasd a 3. feladatot).

A lefogasi feladattal konnyen lathatoan ekvivalens az alabbi probléma (csak az ,elemek”
és ,részhalmazok” szerepét kell foleserélni):

LEFEDESI FELADAT: Adott egy véges S halmaz részhalmazainak egy { Ay, ..., A;, } rend-
szere és egy k természetes szam. Kivalaszthaté-e k halmaz tgy, hogy egyesitésiik az egész
S halmaz legyen?

A fentiek szerint ez mar akkor is NP-teljes, ha az adott részhalmazok mindegyike
legfeljebb 4 elem.

Tovabbi fontos feladat halmazrendszerekre az alabbi feladatpér:

k-PARTICIO FELADAT: Adott egy véges S halmaz részhalmazainak egy {Ay, ..., Ay, } rend-
szere 6s egy k természetes szam. Kivalaszthato-e olyan {4, , ..., A;, } részrendszer, mely az
alaphalmaz egy particiojat adja (vagyis diszjunkt halmazokbol &ll, és egyesitése az egész
S halmaz)?

PARTICIO FELADAT: Adott egy véges S halmaz részhalmazainak egy {41, ..., Ay, } rendsze-

re. Kivalaszthato-e olyan {A;,, ..., A;, } részrendszer, mely az alaphalmaz egy particiojat
adja?
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4.5.2 Tétel: A k-PARTICIO FELADAT €s a PARTICIO FELADAT NP-teljes.

Bizonyitas: A legfeljebb 4 elemi halmazokkal valo fedés problémajat (melyrsl mar tudjuk,
hogy NP-teljes) vezetjiik vissza a k-PARTICIO probléméara. Adott tehat egy véges S halmaz
legfeljebb 4 elemt részhalmazainak egy rendszere és egy k természetes szam. El akarjuk
donteni, hogy kivilaszthato-e k darab az adott halmazok koziil ugy, hogy egyesitésiik az
egész S legyen. Csapjuk hozzd a rendszerhez az adott halmazok Gsszes részhalmazait
(itt hasznaljuk ki, hogy az adott halmazok korlatosak: ettsl a halmazok szama legfeljebb
24 = 16-szorosara né). Nyilvanvalo, hogy ha az eredeti rendszerbsl k darab lefedi S-et,
akkor a bovitett rendszerbdl alkalmas & darab S-nek egy particiojat adja, és viszont. Fzzel
belattuk, hogy a k-particio feladat NP-teljes.

Maésodszorra a k-PARTICIO feladatot a PARTICIO feladatra vezetjiik vissza. Legyen U
egy S-t6l diszjunkt k elemt halmaz. Uj alaphalmazunk legyen SUU, a halmazrendszer hal-
mazai pedig legyenek az A; U{u} alakt halmazok, ahol u € U. Nyilvanvald, hogy ha ebbél
kor ezek szama k, és S-be es6 részeik S-nek egy particiojat adjak k halmazra. Megforditva,
S minden k darab A; halmazra térténé particidja az S U U halmaznak az tj halmazrend-
szerbeli halmazokra torténd particiojat szolgaltatja. igy a PARTICIO feladat is NP-teljes. [J

Ha az adott halmazok kételemtiek, akkor a PARTICIO feladat éppen a teljes parositas
létezésének problémaja, és igy polinomidlis id6ben megoldhatd. De megmutathato, hogy
méar 3 elemi halmazokra a PARTICIO feladat NP-teljes.

Most egy alapvets grafelméleti feladattal, a szinezési problémaval foglalkozunk. Em-
litettiik, hogy ez a feladat polinomialis id6ben megoldhatd, ha két sziniink van. KEzzel
szemben:

Lathato, hogy a lefogasi feladat mar olyan halmazrendszerre is NP-teljes, mely legfel-
jebb haromelemi halmazokbdl all. Latni fogjuk, hogy azt is elérhetjiik, hogy csak kételemi
halmazok (vagyis egy graf élei) szerepeljeneck. El&bb azonban egy mésik alapvetd grafel-
méleti feladattal, a szinezési problémaval foglalkozunk. Emlitettiik, hogy ez a feladat
polinomiélis id6ben megoldhato, ha két szinlink van. Ezzel szemben:

4.5.2 Tétel. Grdfok 3 szinnel vald szinezhetdsége NP-teljes probléma.

Bizonyitas: Legyen adva egy B konjunktiv 3-forma; megkonstrualunk hozzé egy G grafot,
mely akkorés csak akkor szinezhetd ki harom szinnel, ha B kielégithets.

A G graf pontjai kozé elGszor is felvessziik a literdlokat, és minden véltozot 6sszekotiink
a negaltjaval. Felvesziink még két pontot: u-t és v-t, és Osszekotjik Sket egymaéssal, vala-
mint u-t Gsszekotjiik az Osszes negalatlan és negalt valtozoval. Végiil, minden z;, V 2;, V 24
elemi diszjunkciohoz felvesziink még egy-egy 6tszoget; ennek két szomszédos cstcsat v-vel
kotjiik Gssze, a masik harom csticsat pedig rendre z; -gyel, z;,-vel és z;,-mal. Azt allitjuk,
hogy az igy megkonstrualt G graf akkor és csakis akkor szinezhets ki harom szinnel, ha B
kielégithets (Al abra).

A bizonyitasban kulcsszerepet jatszik az alabbi konnyen belathato észrevétel: ha vala-
mely z;, V 2z, V 2, elemi diszjunkciora a z;,, 2;,, 2, és v pontok ki vannak szinezve harom
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4.1. abra. Visszavezetési konstrukei6 pl. az (T1 V Ta V 24) A (21 V 22 V T3) formuldhoz

szinnel, akkor ez a szinezés akkor és csakis akkor terjeszthets ki a megfelels 6tszogre legalis
szinezésként, ha a négy pont szine nem azonos.

Tegylik fol elGszor is, hogy B kielégithets, és tekintsiink egy megfelel6 értékadast.
Szinezzilk pirosra azokat a literalokat, melyek ,igazak”, és kékre a tobbit. Szinezzik u-t
sargara, v-t pedig kékre. Mivel minden elemi diszjunkciéban kell, hogy legyen egy piros
pont, ez a szinezés kiterjeszthets az 6tszogek pontjaira legélis szinezésként.

Megforditva, tegyiik fol, hogy a G graf harom szinnel szinezhetd, és tekintsiik egy ,legé-
lis” szinezését pirossal, kékkel és sargaval. Feltehetjiik, hogy a v pont kék, az u pont pedig
sarga. Ekkor a literaloknak megfelel§ pontok csak kékek és pirosak lehetnek, és minden
valtozo és a negaltja kozil az egyik piros, a masik kék. Abbol, hogy az 6tszogek is ki
vannak szinezve, kovetkezik, hogy minden elemi diszjunkciéban van egy piros pont. De ez
azt is jelenti, hogy ,igaznak” véve a piros pontokat, egy olyan értékadast kapunk, mely B-t
kielégiti. O

Koénnyen kovetkezik az el6z6 tételbdl, hogy barmely k& > 3 szamra a grafok k szinnel
valo szinezhet&sége is NP-teljes.

A 4.5.1 tétel bizonyitasanal megkonstrualt halmazrendszerben legfeljebb harom elemt
halmazok voltak, éspedig azért, mert a 3-SAT problémét vezettiik vissza lefogasi feladatra.
Mivel a 2-SAT probléma P-ben van, azt varhatnank, hogy kételemii halmazokra a lefo-
gasi probléma is P-ben van. Megjegyezziik, hogy ez a specidlis eset kiilondsen érdekes,
mert itt grafok éleinek lefogasarol van szo. Eszrevehetjiik, hogy egy lefogé ponthalmaz-
bol kimarad6 pontok fiiggetlenek (nem megy koztiik él), és megforditva. Ezért minimalis
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lefogd halmaz helyett maximalis fiiggetlen halmazt is kereshetiink, ami szintén alapvetd
grafelméleti feladat. Igen-nem kérdésként megfogalmazva:

FUGGETLEN PONTHALMAZ FELADAT: Adott eqy G grif és eqy k természetes szam, van-e
G-ben k fiiggetlen pont?

Sajnos azonban ez a probléma sem konnyebb lényegesen, mint az altalanos lefogasi
feladat:

4.5.3 Tétel: A FUGGETLEN PONTHALMAZ FELADAT NP-teljes.

Bizonyitas: Visszavezetjiikk r4 a 3 szinnel valo szinezhet&ség problémajat. Legyen G
tetszGleges n pontu graf, és konstrualjuk meg a H grafot a kovetkezdképpen: Vegyiik G-
nek harom diszjunkt példanyat, Gi-et, G-t és Gs-at, és kossiik Gssze a harom példany
egymasnak megfelel6 pontjait. Legyen H a kapott graf, ennek tehat 3n pontja van.
Allitjuk, hogy a H grafban akkor és csak akkor van n fiiggetlen pont, ha G harom
szinnel szinezhetd. Valoban, ha G harom szinnel, mondjuk pirossal, kékkel és sargaval ki-
szinezhetd, akkor a piros pontoknak megfelel§ G1-beli, a kék pontoknak megfelel Go-beli,
és a sarga pontoknak megfelels G3-beli pontok egyiittvéve is fiiggetlenek a H grafban, és
szamuk éppen n. A megforditas ugyanigy lathato be. O

Megjegyzés: A fliggetlen ponthalmaz probléma (és ugyanigy a halmazrendszer lefo-
gasanak feladata) csak akkor NP-teljes, ha a k szam is része a bemenetnek. Nyilvanvalo
ugyanis, hogy ha k-t rogzitjiik (pl. k=137), akkor egy n pontu grafra polinomialis idében
(az adott példaban O(n'3") idében) eldénthets, hogy van-e k fiiggetlen pontja. Méas a
helyzet a szinezhet&séggel, ahol mar a 3 szinnel valé szinezhetdség is NP-teljes.

Feladatok. 5. Igazoljuk, hogy annak eldontése is NP-teljes, hogy egy adott 2n pontu
grafban van-e n pontu fliggetlen ponthalmaz.

6. Igazoljuk, hogy annak eldontése is NP-teljes, hogy egy G graf kromatikus szama
egyenld a legnagyobb teljes részgrafjanak pontszamaval.

7. Mutassuk meg, hogy ha egy halmazrendszer olyan, hogy az alaphalmaz minden eleme
legfeljebb 2 halmazban van benne, akkor a ré vonatkoz6 LEFOGASI FELADAT polinomiélisan
visszavezethetd a parositas-problémaéra.

8. Igazoljuk, hogy ,hipergrafokra” méar a 2 szinnel val6 szinezhetGség is NP-teljes: Adott
egy véges S alaphalmaz és részhalmazainak egy {A1,..., Ay, } rendszere. Kiszinezhets-e S
2 szinnel ugy, hogy minden A; mindkét szind pontot tartalmazzon?

Igen sok mas fontos kombinatorikai és grafelméleti probléma is NP-teljes: Hamilton kor
létezése, a pontok diszjunkt haromszogekkel valo lefedhetdsége (2-szogekre ez a péarositas-
problémal), adott pontparokat 6sszek6ts pontdiszjunkt utak létezése stb. GAREY és JOHN-
SON (1979) konyve szazéaval sorol fol NP-teljes problémékat.

A kombinatorikan kiviil is szamos NP-teljes probléma ismert. Ezek koziil talan a leg-
fontosabb a kovetkezd:

DIOPHANTOSZI EGYENLOLENSEGRENDSZER. Adott egy Az < b egész egylitthatos linearis
egyenl6tlenségrendszer, el akarjuk donteni, hogy van-e megoldéasa egész szamokban? (A
matematikidban a ,diophantoszi”’ jelz6 arra utal, hogy egész szamokban keressiik a megol-
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dast.)

4.5.5 Tétel: A DIOPHANTOSZI EGYENLOLENSEGRENDSZER megoldhatdsaga NP-teljes
probléma.

Bizonyitas: Legyen adva egy B 3-forma az x1,...x, valtozokon. Irjuk fol az alabbi
egyenlGtlenségeket:

0<x; <1 minden i-re,

Ti, +Tip, iy > 1 minden x;, V x;, V x;, elemi diszjunkciora,
Tiy + Xy + (1 —x45) > 1 minden x;, V x;, V T, elemi diszjunkciora,
Ty + (1 —2)+ (1 —zy) > 1 minden z;, V T, V T;, elemi diszjunkciora,

(1—2y)+ (1 —wi,)+(1—x4)>1 minden T;, VT, VT, elemi diszjunkciora.

Nyilvanval6, hogy ennek a linearis egyenlGtlenségrendszernek a megoldasai pontosan a B-t
kielégits értékadasok, igy a 3-SAT problémat visszavezettiik a linearis egyenlGtlenségrend-
szerek egész szamokban valé6 megoldhatosaganak problémajara. O

A bizonyitasbol kitiinik, hogy linearis egyenlStlenségrendszerekre mér a 0-1 értékd meg-
oldas 1étezésének problémaja is NP-teljes. Valdjaban még ennek egy igen specidlis esete
is NP-teljes. (Igy a fenti bizonyitas folosleges volt; mégis leirtuk azért, hogy lassuk, mi-
lyen természetesen lehet logikai feltételeket egész szamokra vonatkozé egyenlGtlenségekké
atfogalmazni. Az ilyen atfogalmazas az egész értéki linearis programozas sok gyakorlati
alkalmazasanak az alapja.)

RESZLETOSSZEG PROBLEMA: Adottak az aq,...,ap és b természetes szamok. Van-e az
{ai,...,an} halmaznak olyan részhalmaza, melynek az &sszege b?

4.5.6 Tétel: A RESZLETOSSZEG PROBLEMA NP-teljes.

Bizonyitas: A PARTICIO problémét vezetjiik vissza a RESZLETOSSZEG problémaéra.
Legyen {Ai,..., Ay} az S = {0,...,n — 1} halmaz részhalmazainak egy rendszere, el
akarjuk donteni, hogy van-e olyan részrendszere, mely S-nek egy particiojat adja. Legyen
g = m + 1, és rendeljiik hozza minden A; halmazhoz az a; = 3 JEA; ¢’ szamot. Legyen
tovabba b = 1+ ¢+ ... + ¢ L. Azt Allitjuk, hogy A;; U... U A;, akkor és csak akkor
particija az S halmaznak, ha

ail—l—...—l—aik:b.

A csak akkor” trividlis. Megforditva, tegyiik fol, hogy a;, + ...+ a;, = b. Legyen c; azon
A; halmazok szama, melyek a j elemet tartalmazzék (0 < j <mn —1). Ekkor

iy + ...+ ag, :Zdjqj.
J

Mivel b egyértelmten irhato {6l ¢ alapt szAimrendszerben, kovetkezik, hogy d; = 1, vagyis
A;, U...UA,;, particidja S-nek. O
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Ez az utobbi probléma jo példa arra, hogy a szamok kodolasa jelentésen tudja befo-
lyasolni az eredményeket. Tegyiik fol ugyanis, hogy minden a; szam tgy van megadva,
hogy ez a; bitet igényel (pl. egy a; hosszi 1...1 sorozattal). Ezt roviden tigy mondjuk,
hogy wundris jelolést hasznalunk. Ezzel a bemenet hossza természetesen megnd, igy az
algoritmusok lépésszama viszonylag kisebb lesz.

4.5.7 Tétel: Undris jelolés esetén a részletisszeg probléma polinomidlisan megoldhatdo.

(A linearis egyenlétlenség egész szamokban valoé megoldhatosaganak altalanos problé-
méja unaris jelolés esetén is NP-teljes; ezt a fenti visszavezetés mutatja.)

Bizonyitas: Minden 1 < p < m-re meghatérozzuk mindazon ¢ természetes szamok 7,
halmazat, melyek el6allnak a;, + ...+ a;, alakban, ahol 1 < i1 < ... < i, < p. Ezt a
kovetkez6 trividlis rekurzioval tehetjiik meg:

Ty = {0}, Tp+1 = Tp U {t + apt1: te Tp}

Ha T}, meg van hatérozva, akkor csak azt kell megnézniink, hogy b € T, teljesiil-e.

Be kell latnunk, hogy ez az egyszerd algoritmus polinomiélis. Ez azonnal adodik abbol
az észrevételbdl, hogy T), € {0,...,) . a;}, igy a T}, halmazok mérete polinomialis a beme-
net méretében, ami most ), a;. O

Megjegyzések: 1. NP-nehéznek nevezik az olyan f fliggvényt, mely nem sziikségképpen
van NP-ben, de melyre minden NP-beli probléma visszavezethetd abban az értelemben,
hogy ha az f fiiggvény értékének a kiszamitasat hozzavesszitk a RAM utasitasaihoz (s igy
egyetlen lépésnek tekintjiik), akkor barmely NP-beli probléma polinomialis id6ben meg-
oldhat6. Minden NP-teljes nyelv karakterisztikus fiiggvénye NP-nehéz, de vannak olyan
NP-nehéz karakterisztikus fliggvényid nyelvek is, melyek hatarozottan nehezebbek, mint
barmely NP-beli probléma (pl. az n x n-es GO tablan egy allasrol annak eldontése, hogy
ki nyer). Van sok fontos NP-nehéz fiiggvény, mely nem 0-1 értékid. Az operaciokutatés
igen sok diszkrét optimalizalasi problémajarol deriilt ki, hogy NP-nehéz. Igy NP-nehéz
az utazoligynok-probléma (egy graf minden éléhez egy ,koltség” van hozzarendelve, és ke-
ressiink minimalis koltségti Hamilton-kort), a Steiner-probléma (az el6z6 feltételek mellett
keressiink minimalis koltsegt Osszefliggs részgrafot, mely adott cstucspontokat tartalmaz),
a hatizsak-probléma, az titemezési problémék nagy része stb. Sok leszamlalasi probléma is
NP-nehéz (pl. egy graf teljes parositasai szaméanak, Hamilton-korei szamanak, vagy legalis
szinezései szamanak megallapitasa).

2. Tapasztalati tény, hogy a legtobb folvet6dé NP-beli problémérol vagy az deriil ki,
hogy NP-teljes, vagy az, hogy P-beli. Nem sikeriilt eddig sem P-be, sem az NP-teljesek
kozé elhelyezni az alabbi problémékat:

a) Adott n természetes szamnak van-e k-ndl nem nagyobb osztdja?
b) Két adott grif izomorf-e?

3. Ha egy problémardl kideriil, hogy NP-teljes, akkor nem remélhetjiik, hogy olyan ha-
tékony, polinomialis ideji algoritmust tudunk talalni ra, mint pl. a parositas-problémara.
Mivel ilyen problémak gyakorlatilag igen fontosak lehetnek, nem adhatjuk 6l ket egy ilyen
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negativ eredmény miatt. Egy-egy NP-teljes probléma koriil kiilonb6z8 tipusi részeredmé-
nyek tomege sziiletik: specialis osztalyok, melyekre polinomiélisan megoldhat6; exponenci-
alis, de nem t1l nagy bemenetekre jol hasznalhat6 algoritmusok; heurisztikdk, melyek nem
adnak pontos eredményt, de (bizonyithatéan vagy tapasztalatilag) jo kozelitést adnak.

Néha azonban a feladatnak éppen a bonyolultsiaga az, ami kihasznalhaté: lasd a Krip-
tografiarol szolo fejezetet.



5. fejezet

Randomizalt algoritmusok

A 2. fejezetben idéztiik a Church-tézist: minden ,algoritmus” (a sz6 heurisztikus értelmé-
ben) megvalosithato pl. egy Turing-gépen. Ez azonban nem teljesen igaz: ha egy algorit-
musban megengedjiik a ,forint feldobést”, vagyis véletlen szam generalasat elemi 1épésként,
akkor bizonyithatoan képesek lesziink olyan feladatok megoldésara, melyekre a Turing-gép
nem (ezt a kovetkezd fejezetben mutatjuk meg). Mas esetekben a véletlen vélasztas az
algoritmusokat jelentGsen meggyorsitja. Erre latunk példakat ebben a fejezetben.

Mivel igy 1j, er6sebb matematikai gépfogalmat nyeriink, ennek megfelels bonyolultsagi
osztalyok is bevezethetSk. Ezek koziil néhany legfontosabbat targyalunk a fejezet végén.

5.1. Polinomazonossag ellenérzése

Legyen f(x1,...,xy) egy n-valtozos racionélis egyiitthatos polinom, mely minden valtozo-
jaban legfeljebb k-adfoku. El szeretnénk donteni, hogy f azonosan 0-e (mint n-valtozos
fiiggvény). A klasszikus algebrabol tudjuk, hogy egy polinom akkor és csak akkor azono-
san 0, ha zardjeleit felbontva, minden tag ,kiesik”. Ez a kritérium azonban nem mindig
alkalmazhato jol. Példaul elképzelhets, hogy a polinom zardjeles alakban van adva, és
a zardjelek folbontésa exponencialisan sok taghoz vezet. Jo6 volna olyan polinomokra is
mondani valamit, melyek megadasdban az alapmtveleteken kiviil mas mtveletek, pl. de-
terminans kiszamitasa is szerepelhet.

Az alapgondolat az, hogy a valtozok helyébe véletlenszertien valasztott szamokat frunk,
és kiszamitjuk a polinom értékét. Ha ez nem 0, akkor természetesen a polinom nem lehet
azonosan 0. Ha a kiszamitott érték 0, akkor lehet ugyan, hogy a polinom nem azonosan
0, az azonban igen kis valészintiségli, hogy ,beletalaltunk” egy gyokébe; igy ilyen esetben
megéllapithatjuk, hogy a polinom azonosan 0; kicsi a valdszintisége, hogy tévediink.

Ha a valtozoknak pl. a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlas szerint valasztott valos
értékeket tudnank adni, akkor a hiba valdszintisége 0 volna. Valojaban azonban diszkrét
értékekkel kell szamolnunk; ezért azt tessziik fel, hogy a valtozok értékei egy [0, N] inter-
vallum egész szamai koziil vannak véilasztva egyenletes eloszlas szerint. Ekkor a tévedés
val6szintisége mar nem lesz 0, de ,kicsi” lesz, ha N elég nagy. Erre vonatkozik a kovetkezd
alapvetd eredmény:

5.1.1 Schwartz Lemmaja: Ha f nem azonosan 0 n-véaltozos, minden valtozdjaban legfel-
jebb k-adfokt polinom, és a &; (i = 1,...,n) értékek a [0, N — 1] intervallumban egyenletes
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eloszlas szerint véletlenszertien és egyméstol fliggetleniil valasztott egész szamok, akkor

kn

Prob(f(§1.-- &) = 0) < <.

Bizonyitas: Az allitast n szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk be. n = 1l-re az allitas
igaz, mert egy k-adfoku polinomnak legfeljebb k£ gyoke lehet. Legyen n > 1, és rendezziik
f-et x1 hatvanyai szerint:

f=fo+ fiz1+ fox? + ... fizh,

ahol fo,..., fi az xo, ..., x, valtozok polinomjai, f; nem azonosan 0, és t < k. Marmost

Prob(f(£1,...,&) = 0) <

Prob(f(&1,.-.,&) = 0| fa(&2,...,2n) = 0)Prob(fy (&, ..., &) = 0)+
+Prob(f (&1, -, &) = 0| fu(&2, .-, &n) # 0)Prob(fu(&2; - -, &n) # 0)

< Prob(fu(&a, .-, &) = 0) + Prob(f(&1, ., &) = 0| fal&2, ..., &) # 0).

Itt az els tagot az indukcids feltevésbdl tudjuk megbecsiilni, a masodik tag pedig legfeljebb
k/N (mivel & fiiggetlen a o, . .., &, valtozoktol, igy ha azokat gy rogzitjik, hogy f, # 0
és igy f mint x; polinomja nem azonosan 0, akkor legfeljebb k/N annak a valoszintsége,
hogy &1 gydke legyen). Igy

T

Prob(f({1,...,&n) =0) < k(n_l)+f@

<
N >

W.

Ezek alapjén a polinom azonosan 0 voltanak eldontésére a kovetkezd véletlent hasznalo,
randomizdlt algoritmus adoédik:

5.1.2 Algoritmus: Szamitsuk ki f(&1,...,&n)-t a [0, 2kn] intervallumban egyenletes elosz-
tds szerint véletlenszerden és eqymadstdl fiiggetlendil vdlasztott egész &; értékekkel. Ha nem 0
értéket kapunk, megdllunk: f mem azonosan 0. Ha 0 értéket kapunk, megismételjik a szd-
mitast. Ha 100-szor eqgymdsutdn 0-t kapunk, megdllunk, és azt mondjuk, hogy f azonosan

0.

Ha f azonosan 0, ez az algoritmus ezt is allapitja meg. Ha f nem azonosan 0, akkor
minden egyes iteracional — Schwartz lemmaja szerint — 1/2-nél kisebb annak a valoszint-
sége, hogy 0-t kapunk eredményiil. 100 fiiggetleniil megismételt kisérletnél 27100-nal kisebb
annak a valdszintisége, hogy ez mindig bekdvetkezik, vagyis, hogy az algoritmus hibasan
azt allitja, hogy f azonosan 0.

Ahhoz, hogy az algoritmust valoban végre tudjuk hajtani, két dolog kell: egyrészt
fiiggetlen véletlen szamokat kell tudni generalni (ezt most feltessziik, hogy megvaldsithato,
éspedig a generalando szamok bitjeinek szaméaban polinomialis id6ben), masrészt f-et ki

stz

lehet pl. explicit zarojeles kifejezés, de mas is, pl. determinéns alak).
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A modszer alkalmazéasara meglepd példaként egy parositas-algoritmust mutatunk be.

(A parositas-problémat a[l fejezetben mar targyaltuk.) Legyen G péaros graf A és B szin-
osztalyokkal, A = {a1,...,an}, B = {b1,...,b,}. Minden a;b; élhez rendeljiink hozza egy
x5 valtozot. Konstrualjuk meg az n x n-es M = (m;;) matrixot a kovetkezdképpen:

Tij, ha aibj S E(G),

mi; = 11

0, egyébként.
Ennek a matrixnak a determinénsa szoros kapcsolatban all a G graf parositasaival, mint
azt KONIG DENES észrevette FROBENIUS egy munkajat elemezve (v.6 a 4.3.3 tétellel):

5.1.3 Tétel: A G pdros grifban akkor és csak akkor van teljes parositds, ha det(M) # 0.

Bizonyitas: Tekintslik a determinéns egy kifejtési tagjat:

EMir(1)M27(2) - - - Mz (n)»
ahol m az 1,...,n szamok egy permutaciéja. Hogy ez ne legyen 0, ahhoz az kell, hogy
ai és br(;) minden i-re Ossze legyenek kotve; masszoval, hogy {aibr(1y, ... anbr(n)} teljes
pérositas legyen G-ben. Igy ha G-ben nincs teljes parositas, a determinans azonosan 0.
Ha G-ben van teljes parositas, akkor minden ilyennek megfelel egy-egy nem-0 kifejtési tag.
Mivel ezek a tagok nem ejtik ki egymast (barmely kettd tartalmaz két kiilonbozs valtozot),
a determinéns nem azonosan 0. U

Mivel det(M) az M méatrix elemeinek olyan polinomja, mely polinomiélis idében ki-
szamithato (pl. Gauss-eliminacioval), ebbdl a tételbsl polinomialis ideji randomizalt al-
goritmus adodik a parositasprobléméra paros grafokban. Azt korabban mar emlitettiik,
hogy erre a problémara létezik polinomialis ideji determinisztikus algoritmus is (a ,ma-
gyar modszer”). Az itt targyalt algoritmusnak az az egyik elénye, hogy igen egyszertien
programozhaté (determinans-szamitas altalaban van a konyvtarban). Ha ,gyors” mat-
rixszorzasi eljarasokat alkalmazunk, ez a randomizélt algoritmus aszimptotikusan kicsit
gyorsabb, mint a leggyorsabb ismert determinisztikus: O(n?®) helyett O(n?%) idé alatt
végrehajthato. Legfébb érdeme azonban az, hogy jol parhuzamosithato, mint azt a kovet-
kez6 fejezetben latni fogjuk.

Hasonl6, de kicsit bonyolultabb moédszerrel nem-paros grafokban is eldonthets, hogy
van-e teljes parositas. Legyen V = {v1,...,v,} a G graf ponthalmaza. Rendeljiink megint
minden v;v; élhez (ahol i < j) egy x;; valtozot, és konstrualunk meg egy antiszimmetrikus
n x n-es T = (t;;) matrixot a kévetkezéképpen:

z, hawvw; € E(G), ési < j;
tij = { —x, hawvw; € E(G), ési> j;
0, egyébként.
Tutte-t6l szarmagzik a fent idézett Frobenius—Kdnig-féle tétel kovetkezs analogonja, melyet
bizonyitas nélkiil idéziink:

5.1.4 Tétel: A G grdfban akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha det(T) # 0. O

Ebbdl a tételbsl, a paros graf esetéhez hasonléan egy polinomiélis ideji randomizalt
algoritmus adodik annak eldontésére, hogy G-ben van-e teljes parositas.
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5.2. Primtesztelés

Legyen m pératlan természetes szam, el akarjuk donteni, hogy prim-e. Az el6z6 fejezetben
lattuk, hogy ez a probléma NPNco-NP-ben van. Az ott leirt tanik azonban (legalabbis
egyelére) nem vezettek polinomidlis idejd primteszthez. Ezért most elészor az Osszetett-
ségnek egy 1j, bonyolultabb moédon valé NP-leirasat (tantsitasat) adjuk meg.

Idézziik f6l az an. ,Kis” Fermat Tételt: Ha m prim, akkor minden 1 < a < m — 1
természetes szamra ™' — 1 oszthaté m-mel. Ha — adott m mellett — egy a szamra
a™ ! — 1 oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kielégiti a Fermat-feltételt.

A minden 1 < a < m — 1 szdmra megkovetelt Fermat-feltétel jellemzi is primeket, mert
ha m Osszetett szam, és a-nak barmely olyan szémot véilasztunk, mely m-hez nem relativ
prim, akkor ™! — 1 nyilvanvaléan nem oszthaté6 m-mel. Természetesen nem tudjuk
a Fermat-feltételt minden a-ra ellendrizni; ez exponencialis id6t igényelne. Kérdés tehat,
hogy milyen a-kra alkalmazzuk? Vannak olyan m osszetett szamok (az Gn. pszeudoprimek),
melyekre a Fermat-feltétel minden m-hez relativ prim a szamra teljesiil; ezekre kiilondsen
nehéz lesz a feltételt megsérts a szamot talalni. (Ilyen pszeudoprim példaul az 561 =
3-11-17.)

Idézziik fol, hogy egy m szammal azonos osztasi maradékot add egész szamok halmazat
modulo m maradékosztdlynak nevezzik. A maradékosztaly primitiv, ha elemei m-hez rela-
tiv primek (ez nyilvan egy maradékosztaly minden elemére egyszerre teljestil, mint ahogyan
a Fermat-feltétel is).

Erdemes megjegyezni, hogy ha m nem pszeudoprim, akkor a modulo m primitiv ma-
radékosztalyoknak legfeljebb a felére teljesiil a Fermat-feltétel. (A nem primitiv maradék-
osztalyok egyikére sem). Az olyan a primitiv maradékosztalyok ugyanis, melyek a Fermat-
feltételt kielégitik, a szorzésra nézve részcsoportot alkotnak. Ha ez a részcsoport valddi,
akkor indexe legalabb 2, igy a primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb a felét tartalmazza.

Igy ha m nem pszeudoprim, akkor a kovetkezs egyszert randomizalt primteszt miikodik:
ellenérizziik, hogy egy véletlenszertien valasztott 1 < a < m — 1 szam kielégiti-e a ,Kis”
Fermat Tételt. Ha nem, tudjuk, hogy m nem prim. Ha igen, akkor ismételjiilk meg
az eljarast. Ha 100-szor egymastol fiiggetleniil azt taldltuk, hogy a ,Kis’-Fermat-tétel
teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy m prim. Eléfordulhat ugyan, hogy m Osszetett, de
ha nem pszeudoprim, akkor minden lépésben 1/2-nél kisebb volt annak a valoszintisége,
hogy a feltételt kielégits a-t talaltunk, és igy 27190-nal kisebb annak a valészintsége, hogy
egymasutan 100-szor ez bekovetkezzen.

Sajnos ez a modszer pszeudoprimekre cs6dot mond (azokat nagy valoszintiséggel pri-
meknek talalja). Igy a Fermat-feltételt kissé modositjuk. Irjuk fel az m — 1 szamot 2F M
alakban, ahol M péaratlan. Azt mondjuk, hogy egy a szam kielégiti a Rabin-feltételt, ha az

-1, d™+1, M 41, M1, a2k71M+1

szamok egyike sem oszthatd m-mel. Mivel ezeknek a szorzata éppen a™ ' —1, minden olyan
a szam, mely a Rabin-feltételt megsérti, megsérti a Fermat-feltételt is (de nem megfordit-
va, mert m lehet Osszetett, és igy lehet osztdja egy szorzatnak anélkiil, hogy barmelyik
tényezéjének is osztdja volna).

5.2.1 Lemma: Akkor és csak akkor elégiti ki minden 1 < a < m — 1 egész szam a Rabin-
feltételt, ha m primszam.
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Bizonyitas: 1. Ha m &sszetett, akkor barmely valodi osztdoja megsérti a Rabin-feltételt.
I1. Tegyiik fol, hogy m prim. Ekkor a Fermat-feltétel szerint barmely 1 < a < m
természetes szamra ™! — 1 oszthato m-mel. Ez a szam azonban szorzattd bonthato:

a™ 1= (M= 1) (™ + 1)@+ D)™ +1).. (M -1).

Igy (ismét felhasznalva, hogy m prim) ezen tényezdk valamelyike is oszthato kell, hogy
legyen m-mel, vagyis a kielégiti a Rabin-feltételt. O

Az algoritmus kulcslépése az az eredmény, hogy - a Fermat-feltétellel ellentétben - a
Rabin-feltételt Osszetett szamokra a maradékosztalyok tobbsége megsérti:

5.2.2 Lemma: Ha m dsszetett szam, akkor modulo m a primitiv maradékosztdlyoknak
legaldbb fele megsérti a Rabin-feltételt.

Bizonyitas: Mivel a lemma igazsdgat nem-pszeudoprimekre méar belattuk, igy a tovab-
biakban feltehetjiik, hogy m pszeudoprim. Legyen m primfelbontasa pi' ..., py* (t > 2).
Allitjuk, hogy minden i-re p; — 1 osztéja (m — 1)-nek. Tegyiik f61, hogy ez nem all, akkor
m—1= (p; —1)g+r, ahol 1 < r < p; —1. Mint az el6z5 fejezetben mar folhasznal-
tuk, van olyan p;-vel nem oszthatd a szam, melyre a” — 1 nem oszthaté p;-vel. De ekkor
a™ b = (aPi~1)a" = a” # 1(mod p;), és igy @™ ! — 1 nem oszthaté p;-vel, tehdt m-mel
sem. Ez ellentmond annak, hogy m pszeudoprim.

Legyen [ az a legnagyobb kitev§ a 0 < [ < k intervallumban, melyre a p; — 1 szamok
egyike sem osztoja 2'M-nek. Mivel a p; — 1 szamok péarosak, M pedig paratlan, [ > 1.
Marmost ha [ < k, van olyan i, hogy p; — 1 osztoja 241 M-nek és ezért p; osztoja a® M — 1-
nek minden primitiv a maradékosztéalyra és minden | < s < k-ra (ez trivialisan igaz akkor
is, ha | = k). Ekkor viszont p; nem lehet osztoja a®>"M + 1-nek és igy m sem osztoja
a®M 4 1-nek. Tehat ha a olyan primitiv maradékosztaly, mely megsérti a Rabin-feltételt,
akkor m osztoja kell, hogy legyen az a™ —1, a™ +1, a®M +1, .. ., a?M 41 maradékosztalyok
valamelyikének. Ezért minden ilyen a-ra m vagy (aQZM —1)-nek vagy (ale +1)-nek osztoja.
Nevezziik a modulo m primitiv ¢ maradékosztalyt ,elsé fajtanak”, a?M = 1(mod m), és

,masodik fajtanak”, ha a?'M = —1(

mod m).

Becsiiljiik meg elGszor az elsg fajta maradékosztalyok szamat. Tekintsiink egy i, 1 <
i < t indexet. Mivel p; — 1 nem osztoja a 2'M kitevonek, 2! = (pi — 1)qg + r, ahol
1 <r < p;—1. Mint az el6z6 fejezetben mér félhasznaltuk, van olyan p;-vel nem oszthato
¢ szam, melyre ¢” —1 nem oszthato6 p;-vel. De ekkor ¢! = (¢Pi=1)4c" = ¢ # 1(mod p;), és
igy ¢! —1 nem oszthaté p;-vel. Ugyancsak hasznéaltuk mar azt a gondolatmenetet, hogy
ekkor a modulo p; primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb a fele olyan, hogy a™ ! — 1
oszthato p;-vel. A | Kinai Maradéktétel” szerint kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés van a
P1 - .. pg szorzatra mint modulusra vett primitiv maradékosztalyok és a p1, ..., p; primekre
vett primitiv maradékosztaly-t-esek kozott. Igy modulo p...p; a primitiv maradékosz-
talyoknak legfeljebb 2f-ed része olyan, hogy mindegyik p; osztoja (anM — 1)-nek. Ezért
a modulo m vett primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb (2¢)- edrésze olyan, hogy m
osztoja (a2lM — 1)-nek.

Konnyt latni, hogy két masodik fajta maradékosztaly szorzata elsé fajta. Igy a méso-
dik fajta maradékosztalyokat egy rogzitett maradékosztallyal végigszorozva kiillonb6zs elsd
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fajta maradékosztalyokat kapunk, tehat a méasodik fajta maradékosztalyok szama legfel-
jebb akkora, mint az elsé fajtajuaké. Igy a kettd egyiitt is a primitiv maradékosztalyoknak
legfeljebb 2!~ 1-edrészét, és igy legfeljebb felét teszi ki. O

5.2.3 Lemma: Adott m-rél és a-rol polinomiélis id6ben eldonthetd, hogy a kielégiti-e a
Rabin-feltételt.

Ehhez csak a 3.1.2 lemmat kell emlékezetbe idézni: a® maradéka modulo ¢ kiszamithato

polinomialis id6ben. E harom lemma alapjén a kdvetkezé randomizalt algoritmus adhaté
primtesztelésre:

5.2.4 Algoritmus: Véletlenszertien valasztunk egy a szdmot 1 és m — 1 kozott, és meg-
nézziik, hogy kielégiti-e a Rabin-feltételt. Ha nem, akkor m Osszetett. Ha igen, 1j a-t
valasztunk. Ha 100-szor egymésutéan teljesiil a Rabin-feltétel, akkor azt mondjuk, hogy m
prim.

Ha m prim, akkor az algoritmus biztosan ezt mondja. Ha m &sszetett, akkor a vélet-
lenszertien valasztott a szam legalabb 1/2 valoszintiséggel megsérti a Rabin-feltételt. Igy
szaz fiiggetlen kisérlet soran 27 199-n4l kisebb annak a valoszintisége, hogy egyszer sem sériil
meg a Rabin-feltétel, vagyis hogy az algoritmus azt mondja, hogy m prim.

Megjegyzések: 1. Ha az algoritmus azt talalja, hogy m Gsszetett, akkor — érdekes moédon
— nem abbol latjuk ezt, hogy egy osztojat taldlja meg, hanem (lényegében) arrol, hogy
megsérti a Rabin-feltételt. Ha a szam a Fermat-feltételt nem sérti meg, akkor m nem lehet
aa —1,aM+1,a*M +1,a*M 41, . .. ,an_lM + 1 szdmok mindegyikéhez relativ prim, igy
ezekkel vett legnagyobb kozos osztoit kiszamitva, valamelyik egy valodi oszté lesz. Nem
ismeretes (sem determinisztikus, sem randomizalt) polinomialis algoritmus arra, hogy ha
a Fermat-feltétel is megsériil, egy valodi osztot talaljunk. Ez a feladat gyakorlatban is
lényegesen nehezebb, mint a primség eldontése. A kriptografiarol szolo fejezetben latni
fogjuk, hogy ennek a tapasztalati ténynek fontos alkalmazéasai vannak.

2. Megprobalhatunk adott m-hez a Rabin-feltételt megsérts a-t nem véletlen valasz-
tassal, hanem az 1, 2, stb. szdmok kiprobélasaval keresni. Nem ismeretes, hogy ha m
Osszetett, milyen kicsi az elsé ilyen szam. Felhasznalva azonban az analitikus szdmelmélet
egy évszazados sejtését, az tn. Altalanositott Riemann Hipotézist, meg lehet mutatni, hogy
nem nagyobb, mint log? m. Igy ez a determinisztikus primtesztelés polinomialis idejt, ha
az Altalanositott Riemann Hipotézis igaz.

Az el6z6ekben megismert primtesztelési algoritmust felhasznéalhatjuk arra, hogy adott n
szamjegyi primszamot keressiink (mondjuk kettes szamrendszerben). Valasszunk ugyanis
véletlenszertien egy k szamot a [2771, 2" — 1] intervallumbol, és ellendrizziik, hogy prim-e,
mondjuk legfeljebb 27190 valészintiségt hibaval. Ha igen, megallunk. Ha nem, 1j k szamot
valasztunk. Marmost a primszamok elméletébsl kovetkezik, hogy ebben az intervallum-
ban nemcsak, hogy van primszam, de a primszidmok szama elég nagy: aszimptotikusan
(loge)2™~ /n, vagyis egy véletlenszeriien valasztott n jegy( szam kb. (loge)/n valoszi-
niiséggel lesz prim. Ezért a kisérletet O(n)-szer ismételve mar igen nagy valoszintiséggel
taldlunk primszamot.
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Ugyanigy valaszthatunk véletlen primet minden elég hosszu intervallumbél, pl. az [1, 2"]
intervallumbol.

5.3. Randomizalt komplexitasi osztalyok

Az el6z6 két pontban olyan algoritmusokat targyaltunk, melyek véletlen szamokat hasznal-
tak fel. Most az ilyen algoritmusokkal megoldhaté feladatoknak definialjuk egy osztalyat.

Elgszor a megfelel6 gépet definidljuk. Legyen T = (k, 3, o, 3,7) egy nem-
determinisztikus Turing-gép, és legyen minden g € T', hq, ..., hy € Y-ra az a(g, hq,. .., hi),
B(g,h1,-..,hi), v(g,h1,..., hg) halmazokon egy-egy valoszintségeloszlas megadva. (Cél-
szerd foltenni, hogy az egyes események valoszintiségei racionalis szdmok, igy ilyen valdszi-
niiségi események konnyen generalhatok, foltéve, hogy egymastol fiiggetlen bitek general-
hatok.) A nem-determinisztikus Turing-gépet ezekkel a valoszintiségeloszlasokkal egyiitt
randomizdlt Turing-gépnek nevezziik.

Egy randomizalt Turing-gép minden legalis szdmolésanak van bizonyos valdszintisége.
Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép gyengén eldont (vagy Monte-Carlo értelemben
eldont) egy L nyelvet, ha minden 2 € X* bemenetre legalabb 3/4 valoszintiséggel ugy all
meg, hogy x € L esetén az eredményszalagra l-et, © € L esetén az eredményszalagra 0-t
ir. Roviden: legfeljebb 1/4 a valoszintisége annak, hogy hibas vélaszt ad.

Példainkben ennél erésebb értelemben hasznaltunk randomizalt algoritmusokat: azok
legfeljebb az egyik irdnyban tévedhettek. Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép
elfogad egy L nyelvet, ha minden x bemenetre x ¢ L esetén az = szdt mindig elutasitja,
x € L esetén pedig legalabb 1/2 annak a valoszintisége, hogy az x szot elfogadja.

Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép erdsen eldint (vagy Las Vegas értelemben
eldont) egy L nyelvet, ha minden x € ¥* szora 1 valoszintiséggel helyes vélaszt ad. (Mivel
minden véges hossztusagi konkrét szdmolas valoszintisége pozitiv, igy itt a 0 valészintiségi
kivétel nem lehet az, hogy a gép rossz valasszal all meg, hanem csak az, hogy végtelen ideig
miikodik.)

Randomizalt Turing-gépnél meg lehet kiillonboztetni minden bemenetre a legrosszabb
szamolas lépésszamat, és a varhato lépésszamot. Mindazon nyelvek osztélyat, melyet ran-
domizalt Turing-gépen polinomialis varhaté idében gyengén el lehet donteni, BPP-vel
(Bounded Probability Polynomial) jeloljiik. Mindazon nyelvek osztalyat, melyet rando-
mizalt Turing-gépen polinomiélis varhato idében fol lehet ismerni, RP-vel (Random Poly-
nomial) jeloljiik. Mindazon Turing-gépek osztalyat, melyeket randomizalt Turing-gépen
polinomialis varhat6 idében erdsen el lehet donteni, ARP-rel jeloljiik. Nyilvanvald, hogy
BPP D RP D ARP D P.

A gyenge eldontés definicidojaban szerepls 3/4 konstans 6nkényes: ehelyett barmilyen
1-nél kisebb, de 1/2-nél nagyobb szamot is mondhatnank anélkiil, hogy pl. a BPP osztaly
valtozna (1/2-et mar nem: ekkora valosziniiségl helyes valaszt méar pénzfeldobassal adha-
tunk). Ugyanis ha a gép 1/2 < ¢ < 1 valoszintiséggel ad helyes valaszt, akkor ismételjiik
meg az x bemeneten a szamolést fliggetlentil t-szer, és a legtobbszor adott valaszt tekint-
siik valasznak. A Nagy Szamok Toérvényébdl konnyen lathatd, hogy annak a valdszintisége,
hogy ez a valasz hibés, kisebb, mint ¢}, ahol ¢; csak a c-t6l fiiggs 1-nél kisebb konstans.
Elég nagy t-re ez tetszGlegesen kicsivé tehetd, és ez a varhatod lépésszamot csak konstans
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szorzdval noveli meg.

Hasonloan belathato, hogy az elfogadés definiciojaban szerepls 1/2 konstans is helyet-
tesithetd volna barmilyen 1-nél kisebb pozitiv szammal.
varhato 1épésszam helyett tekinthetnénk a legrosszabb lépésszamot is; ez sem valtoztatna
meg az osztalyokat. Nyilvanvald, hogy ha a legrosszabb lépésszam polinomialis, akkor
a varhato 1épésszam is az. Megforditva, ha a varhato lépésszam polinomialis, mondjuk
legfeljebb |z|¢, akkor a Markov-egyenltlenség szerint annak a valoszintisége, hogy egy
szamolas tobb, mint 8|z|¢ ideig tart, legfeljebb 1/8. Igy beépithetiink egy szamlalot, mely
a gépet 8|x|? lépés utan leallitja, és az eredményszalagra O-t ir. Ez a hiba valoszintiségét
legfeljebb 1/8-dal noveli meg.

Ugyanez a ARP osztalyra mar nem ismeretes: itt a legrosszabb futéasi id6 korldtozésa
mar determinisztikus algoritmushoz vezetne, és nem ismeretes, hogy ARP egyenls-e P-
vel (s6t inkabb azt lehet varni, hogy nem; vannak példak olyan polinomialis Las Vegas
algoritmussal megoldhat6 problémakra, melyekre polinomialis determinisztikus algoritmus
nem ismeretes).

Megjegyzés: Definidlhatnank a véletlent hasznaldé Turing-gépet mashogy is: tekinthet-
nénk egy olyan determinisztikus Turing-gépet, melynek a szokésos (bemenet-, munka-, és
eredmény-) szalagjain kiviil van egy olyan szalagja is, melynek minden mezejére egy véletle-
niil, 1/2 valoszintiséggel valasztott bit (mondjuk 0 vagy 1) van irva. A kiilonb6z6 mez6kon
allo bitek egyméstol fiiggetlenek. A gép maga determinisztikusan miikodik, de szamo-
lasa természetesen fiigg a véletlentsl (a véletlen szalagra irt jelektdl). Konnyt belatni,
hogy az igy definialt (determinisztikus, véletlen szalaggal ellatott) Turing-gép és a nem-
determinisztikus, de valoszintiségeloszlassal ellatott Turing-gép egymaéssal helyettesithetSk
volnanak.

Definidlhatjuk a randomizilt RAM-ot is: ennek van egy kiilon w rekesze, melyben
mindig 1/2 valdszintiséggel 0 vagy 1 all. A programnyelvhez hozza kell még venni az
y = w utasitidst. Valahényszor ez végre van hajtva, a w rekeszben 1j véletlen bit jelenik
meg, mely az el6z6 bitektsl teljesen fiiggetlen. Ismét nem nehéz belatni, hogy ez nem
jelentene lényeges kiilonbséget.

Lathato, hogy minden RP-beli nyelv NP-ben van. Trivialis, hogy a BPP és ARP
osztalyok komplementélésra zartak: ha minden £ nyelvvel egyiitt tartalmazzék a X§ — £
nyelvet is. Az RP osztaly definicioja nem ilyen, és nem is ismeretes, hogy ez az osztaly zart-
e a komplementalasra. Ezért érdemes definidlni a co-RP osztaly: Egy £ nyelv co-RP-ben
van, ha X§ — £ RP-ben van.

Az NP osztalynak hasznos jellemzését adték a tantuk”. Egy analog tétel az RP osztalyra
is all:

5.3.1. Tétel: Eqgy L nyelv akkor és csak akkor van RP-ben, ha létezik olyan L € P nyelv
és olyan f(n) polinom, hogy

(a) L={x eX*: Iy e X" |yl = f(lz]), v&y € L'}

(b) hax € L, akkor az f(|x|) hosszisdgi y szavaknak legaldbb fele olyan, hogy x&y € L.

Bizonyitas: Hasonl6 az NP-re vonatkozo tétel bizonyitasdhoz. O
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Az RP és ARP osztalyok kapcsolata szorosabb, mint ahogyan - az NP és P osztalyok
analogiaja alapjan - varnank:

5.3.2 Tétel: Eqgy L nyelvre az aldbbiak ekvivalensek:
(i) L € ARP;
(i1) L € RP N co-RP;

(iii) Van olyan polinomidlis (legrosszabb) idejd randomizdlt Turing-gép, mely az ered-
ményszalagra az ,1” és ,,0” jeleken kiviil a ,FOLADOM?” szt is irhatja; az ,1” és ,,0” vdlaszok
soha mem hibdsak, vagyis x € L esetén vagy ,1” vagy ,FOLADOM”, © ¢ L esetén pedig
vagy ,,0” vagy ,FOLADOM” az eredmény. A ,FOLADOM” vdlasz valdszinisége legfeljebb
1/2 lehet.

Bizonyitas: Nyilvanvalo, hogy (i)==-(ii). Ugyancsak konnyen lathato, hogy (ii)==(iii):
Adjuk be z-et egy olyan randomizalt Turing-gépnek, mely £-et polinomialis idében elfogad-
ja, és egy olyannak is, mely ¥* — L-et fogadja el polinomiélis id6ben. Ha a ketts ugyanazt
a valaszt adja, akkor az biztosan korrekt. Ha eltérd valaszt adnak, akkor ,foladjuk”. Ekkor
valamelyik tévedett, és igy ennek a valoszintsége legfeljebb 1/2.

Végiil (iii)==(i) belatasahoz nem kell mast tenni, mint a (iii)-beli Ty Turing gépet agy
modositani, hogy a ,FOLADOM?” valasz helyett induljon tjra. Ha Ty lépésszama egy x
bemeneten 7, és a foladéas valoszintisége p, akkor ugyanezen a bemeneten a médositott gép
varhato 1épésszama

o0

th_l(l —o)tt = T <o
t=1

1—c ™

A korabbi szakaszokban lattuk, hogy az Gsszetett szamok ,nyelve” RP-ben van. Ennél
t6bb is igaz: legijabban ADLEMAN és HUANG megmutattak, hogy ez a nyelv ARP-ben is
benne van. A masik fontos példankra, a nem azonosan 0 polinomokra csak annyi ismeretes,
hogy RP-ben vannak. Az algebrai (elsGsorban csoportelméleti) problémak kozott is sok
olyan van, mely RP-ben ill. ARP-ben van, de polinomialis algoritmus nem ismeretes a
megoldaséra.

Megjegyzés: A véletlent hasznalo algoritmusok nem tévesztendSk Ossze az olyan algorit-
musokkal, melyeknek teljesitményét (pl. lépésszamanak varhato értékét) véletlen bemenetre
vizsgaljuk. Mi itt a bemenetek halmazan nem tételeztiink fol valoszintiségeloszlast, hanem
a legrosszabb esetet tekintettiik. Algoritmusoknak bizonyos eloszlasbol szérmazo vélet-
len bemeneteken varhato viselkedésének vizsgalata igen fontos, de nehéz és meglehetGsen
gyermekcipében jaré teriilet, amivel itt nem foglalkozunk.



6. fejezet

Informaciés bonyolultsag
(a véletlen komplexitaselméleti
fogalma)

A valoszintiségszamitas matematikai megalapozdsa HILBERT mér emlitett hires problémai
kozott szerepel. Erre az elsd fontos kisérletet VON MISES tette, aki egy 0-1 sorozat véletlen
voltat akarta definialni, azzal, hogy a 0-k és 1-ek gyakorisdga megkdozelitéleg azonos, és ez
minden pl. szamtani sorozat szerint valasztott részsorozatra is igaz. FEz a megkozelités ak-
kor nem bizonyult elég hatékonynak. Més irdnyban indult el KOLMOGOROV, aki a véletlen
fogalmat mértékelméletileg alapozta meg. Elmélete a valoszintiségszamitas szempontjabol
igen sikeres volt, de voltak olyan kérdések, melyeket nem tudott megfogni. Igy pl. egyetlen
0-1 sorozat véletlen voltarél a mértékelméletre alapozott valészintiségszamitdsban nem be-
szélhetlink, csak sorozatok egy halmazanak valdszintiségérdl, holott hétkdznapi értelemben
pl. a FejFejFejFej. .. sorozatrél magaban is ,nyilvanval6é”, hogy nem lehet véletlen pénzdo-
bélas eredménye. KOLMOGOROV és CHAITIN a 60-as években felelevenitették vON MISES
gondolatét, bonyolultsagelméleti eszkozoket hasznalva. Eredményeik érdekessége tulmutat
a valoszintiségszamitias megalapozasan; az adattarolas alapvets fogalmainak tisztazasahoz
is hozzajarul.

6.1. Informaciés bonyolultsag

Rogzitsiink egy 3 abécét, és legyen, mint korabban, ¥y = ¥ — {*}. Kényelmes lesz Y-t
a {0,1,...,m — 1} halmazzal azonositani. Tekintsiink egy > f6lotti 2 szalagos univerzalis
T Turing-gépet. Azt mondjuk, hogy egy ¥ {6l6tti ¢ sz6 (program) a T' gépen kinyomatja
az x szot, ha a T gép mésodik szalagjara g-t irva, az els6t tiresen hagyva, a gép véges
sok lépésben megall gy, hogy az els6 szalagjan az x sz6 all. Mindjart jegyezziik meg,
hogy minden z sz6 kinyomathaté T-n. Ugyanis van olyan egy szalagos (eléggé trivialis)
Sz Turing-gép, mely iires szalaggal indulva nem csinal mast, mint erre az = szot irja. Ez a
Turing-gép szimulalhaté T-n egy ¢, programmal, mely ezek szerint x-et nyomatja ki.

Egy x € X 520 bonyolultsdgdn a legrévidebb olyan sz6 (program) hosszat értjiik, mely
T-n az x szo6t nyomatja ki. Az x sz6 bonyolultsagat Kp(z)-szel jeloljik.

Az x-et kinyomato6 programot gy is tekinthetjiik, mint az x sz6 egy ,kodjat”, ahol maga



6. FEJEZET: INFORMACIOS BONYOLULTSAG 89

a T Turing-gép a dekddolést végzi. Egy ilyen programot az x sz6 Kolmogorov-kodjanak
nevezziik. Egyel6re nem tesziink feltevést arra vonatkozoan, hogy ez a dekodoléas (vagy a
kodolas, a megfelel§ program megtalalasa) mennyi ideig tarthat.

Azt szeretnénk, ha ez a bonyolultsag az x sz6 egy jellemz6 tulajdonsaga lenne, és
minnél kevésbé fiiggne a T' géptdl. Sajnos kénnyii olyan univerzalis T' gépet csinalni, ami
nyilvanvalbéan ,ligyetlen”. Példdul minden programnak csak minden masodik jelét hasznalja
fol, a kozbiils6 bettikon ,atsiklik™: ekkor kétszer olyan bonyolultnak definial minden x szot,
mint ha ezeket a betiiket le se kellene irni.

Megmutatjuk azonban, hogy ha bizonyos — eléggé egyszerii — feltevéseket tesziink a
T gépre, akkor mar nem lesz lényeges, hogy melyik univerzalis Turing-gépet hasznéljuk
a bonyolultsag definidlasara. Durvan szolva elég azt feltenniink, hogy minden 7-n végre-
hajthato szamitds bemenetét beadhatjuk a program részeként is. Ennek pontositasaként
feltessziik, hogy van olyan sz6 (mondjuk ADATOK), melyre az all, hogy

(a) minden egyszalagos Turing-gép szimulalhat6 olyan programmal, mely az ADATOK
szOt rész-szoként nem tartalmazza, és

(b) ha a gép masodik szalagjara olyan szot irunk, mely az ADATOK szot rész-szoként
tartalmazza, tehat ami igy irhat6: *ADATOKy, ahol az x sz6 mar nem tartalmazza az
ADATOK rész-szot, akkor a gép akkor és csak akkor all meg, mint ha y-t az els6 szalagra
és x-et a masodik szalagra frva inditottuk volna el, és megallaskor az els§ szalagon ugyanaz
all.

Konnyt latni, hogy minden univerzalis Turing-gép modosithato tgy, hogy az (a), (b)
feltevéseknek eleget tegyen. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy univerzalis Turing-
géplink ilyen tulajdonsagu.

6.1.1 Lemma: Létezik olyan (csak T-tdl fiiggd) cp konstans, hogy Krp(x) < |z| + cp.

Bizonyitas: T univerzalis, tehat az a (trivialis) egyszalagos Turing-gép, mely semmit sem
csinal (azonnal megéall), szimulalhato rajta egy pp programmal. Ekkor viszont barmely
T € X szora, a ppADATOKz program az z szot fogja kinyomatni. Igy er = [po| + 6
megfelel a feltételeknek. O

Egyszertiség kedvéért a tovabbiakban feltessziik, hogy ¢ < 100.

Megjegyzés: Kissé vigyazni kellett, mert nem akartuk megszoritani, hogy milyen jelek
fordulhatnak el6 az z szoban. Pl. BASIC-ben a PRINT ,,x’’ utasitds nem jo az olyan x
szavak kinyomatasara, melyek tartalmazzak a ,, jelet. Az érdekel benniinket, hogy az x
szot az adott dbécében mennyire lehet tomoren kodolni, és igy nem engedjiik meg az abécé
bévitését.

Most bebizonyitunk egy alapvet lemmét, mely azt mutatja, hogy a bonyolultsag (a
fenti feltételek mellett) nem fiigg nagyon az alapul vett géptdl.

6.1.2 Tétel (Invariancia Tétel): Legyen T és S az (a), (b) feltételeknek eleget tevd
univerzdlis Turing-gép. FEkkor van olyan crg konstans, hogy barmely x szora |Kp(x) —
Ks(7)| < crs.
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Bizonyitas: Az S kétszalagos Turing-gép miikodését szimuldlhatjuk egy 1-szalagos S
Turing-géppel tugy, hogy ha S-en valamely g program egy z szot nyomtat ki, akkor S
szalagjara ¢-t frva, az is megéll véges sok lépésben, éspedig tgy, hogy a szalagjara x
van irva. Tovabbmenve, az S Turing-gép miikodését szimulalhatjuk 7-n egy olyan pg,
programmal, mely az ADATOK rész-sz6t nem tartalmazza.

Legyen marmost x tetsz6leges Xi-beli sz0, és legyen ¢, egy legrévidebb olyan program,
mely S-en z-et kinyomatja. Tekintsiik 7-n a pg, ADATOKg, programot: ez nyilvan z-et
nyomatja ki, és hossza csak |¢;| + crs, ahol crs = |ps,| + 6. Igy tehat

Kr(z) < Ks(z) + ers.

Az ellenkezg iranyu egyenl6tlenség hasonléan adodik. O

Ennek a lemménak az alapjan most mar T-t rogzitettnek tekintjiik, és a tovabbiakban
nem irjuk ki a 7" indexet.
A kovetkezd tétel mutatja, hogy az optimalis kod algoritmikusan nem kereshetd meg.

6.1.3 Tétel: A K(z) fiiggvény nem rekurziv.

Bizonyitas: A bizonyitds lényege egy klasszikus logikai paradoxon, az tn. irogép-
paradoxon. (Ez egyszertien igy fogalmazhato: legyen n a legkisebb 100-nal kevesebb
jellel nem definidlhato szam”. Akkor éppen most definialtuk n-et 100-nal kevesebb jellel!)
Tegytiik fel marmost, hogy K(z) kiszamithaté. Legyen ¢ alkalmasan megvalasztando
természetes szam. Rendezziik ¥ elemeit névekvs sorrendben. Jelolje z(k) a k-adik szot
e szerint a rendezés szerint, és legyen xg a legelsé olyan szo, melyre K(xg) > c. Foltéve,
hogy gépiink Pascal nyelven programozhato, tekintsiik az alabbi egyszerid programot:

var k: integer;
function x(k : integer): integer;

function Kolm(k : integer): integer;

begin
k:=0;
while Kolm(k) < c do k :=k + 1;
print(x(k));

end.

Ez a program nyilvan xg-t nyomatja ki. A hosszéanak a meghatarozasanal hozzé kell ven-
ni az z(k) és Kolm(k) = K(z(k)) fiiggvények kiszamitasat; ez azonban sszesen is csak
log ¢+ konstans szamu jel. Ha c-t elég nagynak vessziik, ez a program c-nél kevesebb jelbdl
all, és xg-t nyomtatja ki, ami ellentmondas. ]

A tétel egyszerti alkalmazasaként 0j bizonyitast nyeriink a megallasi probléma eldénthe-
tetlenségére. Miért is nem lehet ugyanis K(x)-et a kovetkezSképpen kiszamitani? Vegyiik
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sorban a szavakat, és nézziik meg, hogy T' masodik szalagjara ezeket {rva, tigy all-e le, hogy
az els6 szalagra x van irva. Tegyiik fol, hogy van olyan program, mely egy adott program-
rél eldonti, hogy azt {rva a mésodik szalagra, T véges sok 1épésben megéall-e. Ekkor azokat
a szavakat, melyekkel T ,elszall”, eleve ki tudjuk sziirni, ezekkel nem is probalkozunk. A
maradék szavak koziil a legelsének a hossza, mellyel T' az x szot kinyomatja, lesz K(x).

Az el6z6 tétel szerint ez az ,algoritmus” nem miikddhet; csak az lehet azonban a baja,
hogy nem tudjuk kisziirni a végtelen ideig futd programokat, vagyis a megallasi probléma
nem donthetd el.

Feladatok. 1. Mutassuk meg, hogy a K(z) fiiggvényt még megkozelitéleg sem tudjuk
kiszamitani a kovetkezs értelemben: Ha f rekurziv fiiggvény, akkor nincsen olyan algo-
ritmus, mely minden x szohoz egy ~y(x) természetes szamot szamol ki gy, hogy minden
x-re

K(z) < ~(z) < f(K(2)).

2. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan algoritmus, mely minden adott n szamhoz olyan
n hosszusagu x 0-1 sorozatot konstrual, melyre K(z) > 2logn.

3. Ha egy f: X{ — Z4 rekurziv fliggvényre f < K, akkor f korlatos.

A 6.1.3 tétellel és az 1. feladattal szembeallithatéan megmutatjuk, hogy a K(x) bonyo-
lultsag majdnem minden x-re igen jol megkozelithets. Ehhez elGszor is pontositanunk kell,
hogy mit értiink ,majdnem minden” z-en. Tegyiik fel, hogy a bemend szokat véletlensze-
rifen kapjuk; masszoval, minden = € X§ szonak van egy p(x) valoszintisége. Errdl tehat
annyit tudunk, hogy

p(z) >0, Z p(z) = 1.

€L

Ezen feliil csak annyit kell feltenniink, hogy p(z) algoritmikusan kiszamithato. Egy ilyen
tulajdonsagu p fliggvényt kiszdmithato valdszintiségeloszldsnak neveziink. Egyszerd példat
ad ilyen valoszintiségeloszlasra a p(xy) = 27F, ahol 3 a novekvs rendezés szerinti k-adik
sz0; vagy a p(x) = (m + 1)~1#=1,

6.1.4 Tétel: Minden kiszamithato p valdsziniségeloszldshoz van olyan algoritmus, mely
minden x szohoz kiszamitja x eqy f(z) Kolmogorov-kddjdt, és erre a kodra |f(x)| — K(z)
vdrhato értéke véges.

Bizonyitas: Legyen z1,x2,..., a X{beli szavaknak az a sorbarendezése, melyre p(z1) >
p(xe) > ..., és az azonos valoszintiségii szavak mondjuk névekvd sorrendben vannak.
Allitas: Az i indexhez az x; sz6 algoritmikusan kiszamithatd.

Az allitas bizonyitasa: Legyenek y1,y2,... a szavak novekvGen rendezve. Legyen k
rendre i, i+ 1,...; adott k-hoz szamitsuk ki a p(y1), ..., p(yx) szamokat és legyen tj, ezek
kozil az i-edik legnagyobb. Nyilvan t; < ¢4 < ... és tx < p(x;) minden k > i-re.
Tovabbé, ha

(*)  plyr) +-. Fplyr) > 1 —tg,
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akkor a tovabbi szavak kozott tx-nal nagyobb valoszintiségii mar nem lehet, igy ¢, = p(z;)
és x; az els6 olyan y; sz6 (1 < j < k), melyre p(y;) = ti.

Igy sorra véve a k = i, i + 1,... értékeket, megallhatunk, ha () teljesiil. Mivel (%)
baloldala 1-hez tart, a jobboldal pedig monoton nem-névekvd, ez el6bb-utébb bekévetkezik.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Visszatérve a tétel bizonyitasara, az Allitasban szereplé algoritmus programmja az i
szammal egyiitt az x; sz6 egy f(z;) Kolmogorov-kodjat szolgaltatja. Megmutatjuk, hogy
ez a kod kielégiti a tétel kovetelményeit.

Nyilvan |f(z)] > K(z). Tovabba |f(x)| — K(z) varhato értéke

Zp (1f ()] = K(zi)) = > plai)(|f (xi)] — log,, i) +
=1

oo
+ > pla)(log,, i — K(x)).
i=1
Itt | f(z;)| = log,, i + ¢ a konstrukcié miatt (¢ konstans), és K(x;) < |f(z;)|, hiszen f(z;)
egy specialis Kolmogorov-kod, tehéat a varhato érték nem negativ. Tekintsiik a fenti 6sszeg
els§ tagjat:

> p(@)(|f ()] — logy i) = Y plas)e =c.
i=1 i=1

Maésrészt a méasodik tagban az osszeget noveljiik, ha a K(z;) szamokat novekvds sor-
rendbe rendezziik at (mivel a p(z;) egylitthatok csokkennek). Legyen z; a szavak egy
ilyen rendezése, tehat ahol K(z1) < K(z2) < .... Ekkor a megnovelt masodik tag:
[e.9]

3 plxi)(log,, i — K(2)). Azon x szavak szama, melyekre K(x) = k, legfeljebb m”*. Tehat
i=1

azon x szavak szama, melyekre K(z) < k, legfeljebb 1 +m +m? 4 ... + mF < mF*+1. De
ez pont azt jelenti, hogy i < mKE)H! azaz K(z) > log,, i — 1.

Zp V[ f(x)| — K(z4)) < c+ Zp(mi)(logmi —K(z)) <c+ ZP(%) =c+1.0
i=1 1=1

6.2. Onkorlatozo informaciés bonyolultsag

A Kolmogorov-koéd, ha szigortan vessziik, kihasznal a Yy &dbécén kiviil is egy jelet: a
programszalag olvasédsakor a program végét arrél ismeri f6l, hogy a ,,+” jelet olvassa. Mo-
dosithatjuk a fogalmat tgy, hogy ez ne legyen lehetséges: a programot olvaso fejnek nem
szabad tulszaladnia a programon (pl. fenntartunk egy jelet a ,program vége” jelzésére).
Egy olyan szot, melyet kétszalagos univerzalis T' Turing-gépilink programszalagjara irva,
a fej soha nem is probal a programon kiviili mez&t olvasni, dnkorldtozonak neveziink. A
legrovidebb z-et kinyomtato onkorlatozo program hosszat Hp(x)-szel jeldljiik. Ezt a mo-
dositott informacios bonyolultsidgfogalmat LEVIN és CHAITIN vezették be. Konnyd belatni,
hogy az Invarianciatétel most is érvényes, és ezért ismét elég az index nélkiili H(x) jelolést
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hasznalni. A K és H fiiggvények nem térnek el nagyon, ahogy azt a kivetkezd lemma
mutatja:

6.2.1 Lemma: K(z) <H(z) <K(x) + 2log,, K(x) + O(1).

Bizonyitas: Az els6 egyenlGtlenség trivialis. A méasodik bizonyitasahoz tekintsiink egy
p programot, mely z-et kétszalagos univerzélis T' Turing-gépiinkén kinyomtatja. Legyen
n = |p|, és legyen az n szam m alapu szamrendszerbeli alakja wuj...uy, valamint legyen
u = u10ug0...up011. Ekkor az up széban az u prefix egyértelmiien rekonstrualhato, és
ebbdl a sz6 hossza megallapithatd anélkiil, hogy tulszaladnank a végén. Konnyd ezek alap-
jan olyan 6nkorlatozo programot irni, mely 2k+n+O(1) hosszusagu, és z-et nyomtatja ki.(J

Az eddigiek alapjan agy tiinhet, hogy a H fiiggvény a Kolmogorov-bonyolultsag egy
apré technikai valtozata. A kdvetkezs lemma egy lényeges kiilonbséget mutat kozottiik.
6.2.2 Lemma:

()3 m K@) = 400

€T

() mH® < 1.

Bizonyitas: Az (a) allitas a 6.1.1 Lemmabol azonnal kévetkezik. A (b) allitas bizonyitasa
végett tekintsiik minden x szénak egy optimaélis f(x) kodjat. Az onkorlatozas miatt ezek
egyike sem lehet egy masiknak kezd@szelete (prefixe); igy (b) azonnal adodik a kovetkezd
egyszeri, de fontos informéciéelméleti lemméabol:

6.2.3 Lemma: Legyen £ C X olyan nyelv, melynek egyik szava sem prefize a mdsiknak,

és legyen m = |So|. Ekkor S m~IWl < 1.
yeLl

Bizonyitas: Vilasszunk a g abécébdl véletlenszerten, fliggetleniil és egyenletes eloszlas
szerint a1, as, ... bettket; alljunk meg, ha a kapott sz6 L-ben van. Annak a valdszintisége,
hogy egy y € L sz6t kapunk, éppen m ¥l (hiszen y kezd@szeletén nem allunk meg a feltevés
szerint). Mivel ezek egymast kizaro események, a lemma allitasa kovetkezik. 0

A 6.2.1 és 6.2.2 lemmak néhany kovetkezményét fogalmazzak meg az alabbi feladatok:

Feladatok. 4. Mutassuk meg, hogy a 6.2.1 lemma alabbi élesitése méar nem igaz:
H(z) <K(z) + log,,K(z) + O(1).

5. A H(z) fiiggvény nem rekurziv.
A kovetkez§ tétel azt mutatja, hogy a H(x) fiiggvény jol kozelithetd.

6.2.4 Tétel (Levin kodolasi tétele): Legyen p egy kiszamithato valoszintségeloszlas
o-on. Ekkor minden x szora H(x) < —log,, p(z) + O(1).
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Bizonyitas: Nevezziik m-adikusan raciondlisnak azokat a raciondlis szdmokat, melyek
felirhatok ugy, hogy nevezdjiik m-nek hatvanya. A [0, 1) intervallum m-adikusan racionalis
szamai m alapu szdmrendszerben 0, a1...a; alakban irhatok, ahol 0 < a; < m — 1.

Osszuk fel a [0, 1) intervallumot balrdl zart, jobbrol nyilt, rendre p(z1), p(x2), ... hosszt-
sagi J(x1),J(z2),... intervallumokra (ahol x1,z2,... a 3§ novekvd rendezése). Minden
olyan x € Xj-hoz, melyre p(x) > 0, lesz olyan 0, a;...a;, m-adikusan racionalis szam, mely-
re 0,ay...a € J(x) és 0,a;...ap(m —1) € J(z). Egy legrovidebb ilyen tulajdonsagu ay...aj
sorozatot nevezziink az x Levin kddjdnak.

Azt allitjuk, hogy minden z sz6 a Levin-kddjabol kénnyen kiszamithato. Valdban,
adott aq,...,ax sorozathoz ¢ = 0,1,2,... értékekre rendre megnézziik, hogy 0,a;...a; és
0,aq...a;(m — 1) ugyanabba a J(z) intervallumba esnek-e; ha igen, kinyomtatjuk z-et és
megallunk. Vegyiik észre, hogy ez a program onkorlatozé: nem kell tudnunk elére, hogy
milyen hosszu a kod, és ha aj...a; egy x sz6 Levin-kdédja, akkor soha nem fogunk az ai...ay
sorozat végén til olvasni. Igy tehat (H)(z) nem nagyobb, mint a fenti algoritmus (kons-
tans hosszusagu) programjanak és az x Levin-kodjanak egytittes hossza; errsl konnyt latni,
hogy legfeljebb log,, p(z) + 1. O

E tételbsl kovetkezik, hogy H(z) és —log,,p(x) eltérésének varhato értéke korlatos (v.o.
a 6.1.4 tétellel).

6.2.5 Kovetkezmény: A 6.2.4 tétel feltételeivel

Zp z) + log,, p(z)| = O(1).

Bizonyitas:

Zp ) + log,,, p(z)| =

—Zp ) + log,, p( |++Zp ) +log,, p(x)| -

Itt az elss Osszeg a 6.2.4 tétel szerint becsiilhetd:
Zp ) +log,,, p(x)+ <> p(x)O(1) = O(1).
A masodik 6sszeget igy becsiiljiik:
[H() + logy, p(a)] - < m~H@-ommp(@) = _L_p,-F(o),

és igy a 6.2.2 lemma szerint

Zp z) + log,, p(z)| - < Zm
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6.3. A véletlen sorozat fogalma

Ebben a szakaszban foltessziik, hogy Yo = {0, 1}, vagyis 0-1 sorozatok bonyolultsagéaval
foglalkozunk.

Durvén szoélva, akkor akarunk egy sorozatot véletlennek tekinteni, ha nincs benne szaba-
lyossag. Itt a szabalyossagot azzal fogjuk meg, hogy az a sorozat gazdasigosabb kodolaséara
adna lehet@séget, tehédt a sorozat bonyolultsiaga kicsi volna.

Nézziik elészor, hogy mekkora az ,atlagos” 0-1 sorozat bonyolultséga.

6.3.1 Lemma: Azon n hosszisdgu x 0-1 sorozatok szama, melyekre K(x) < n—k, kisebb,
mant 27k,

Bizonyitas: A legfeliebb n — k hossztsagu ,kodok” szama legfeljebb 1 +2 4 ... +277F <
on—k+1 oy csak 27 FH1_nel kevesebb sorozatnak lehet csak ilyen kodja. O

6.3.2 Kovetkezmény: Az n hosszisdgi 0-1 sorozatok 99%-dnak a bonyolultsdga nagyobb,
mint n—8. Ha véletlenszerien vdlasztunk egy n hosszisdgi x 0-1 sorozatot, akkor 1 —27100
valdszinidséggel | K(x) — n| < 100.

Az el6z6 fejezet utolsd tétele szerint algoritmikusan lehetetlen megtalalni a legjobb
kodot. Vannak azonban olyan, konnyen felismerhetd tulajdonsagok, melyek egy szorol azt
mutatjak, hogy az a hosszanél hatékonyabban kédolhaté. Egy ilyen tulajdonsagot mutat
a kovetkezd lemma.

6.3.3 Lemma: Ha egy n hosszusdgi x 0-1 sorozatban az 1-ek szama k, akkor

K(x) < log, <Z> + logy n + logy k + konstans.

Legyen k = pn (0<p<1), akkor ez igy becsiilhetd:

K(z) < (—plogp + (1 — p)log(1l — p))n + O(log n).

Specialisan, ha m > (1/2 + €¢)n vagy m < (1/2 — €)n, akkor
K(z) <cen+ O(logn),

ahol ¢ = (1/24¢€)-log(1/24¢€)+ (1/2—€)-log(1/2 —€) csak e-tdl fiiggs 1-nél kisebb pozitiv
konstans.

Bizonyitas: z-et megadhatjuk tigy, mint lexikografikusan a t-edik olyan n hosszisagu
0-1 sorozat, mely pontosan m 1-est tartalmaz”. Mivel az m 1-est tartalmazd, n hosszisigi
0-1 sorozatok szama (:;), a t, n és m szamok lefrasahoz csak log, (:1) + log, n + logy m bit
kell, a megfelels sorozatot kivalaszté programhoz pedig csak konstans szam.

A binomialis egytlitthato becslése a valdszintiségszamitasbol ismert moédon torténik. [

Legyen z végtelen 0-1 sorozat, és jelolje x,, az els6 n eleme altal alkotott kezd&szele-
tét. Az x sorozatot informatikusan véletlennek nevezzik, ha K(x,)/n — 1 ha n — oo.
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Megmutathato, hogy minden informatikusan véletlen sorozat kielégiti a nagy szamok torvé-
nyeit, a kiilonb6zo statisztikai teszteket stb. Itt most csak a legegyszertibb ilyen eredményt
tekintjiik. Jeldlje a,, az x, sorozatban az 1l-esek szdmat, ekkor az el6z6 lemmébol rogton
adodik a kovetkezd tétel:

6.3.4 Tétel: Ha x informatikusan véletlen, akkor a,/n — 1/2 (n — o0).

Kérdés, hogy a ,véletlen” sorazat definici6ja nem tul szigort-e, van-e egyaltalan infor-
matikusan véletlen sorozat. Megmutatjuk, hogy nem csak, hogy van, de majdnem minden
sorozat ilyen. Pontosabban a kovetkez§ igaz:

6.3.5 Tétel: Legyenek a végtelen x 0 — 1 sorozat elemei eqgymdstdl fiiggetlendl 1/2 valdszi-
niséggel 0-k vagy 1-ek. Ekkor x 1 valdsziniiséggel informatikusan véletlen.

Bizonyitas: Jelolje A,, azt az eseményt, hogy K(z,) < n —2logn. A 6.3.1 Lemma sze-
rint Prob(A,) < 21721°8m = 2/n? ¢s igy a > 00 | Prob(A,) dsszeg konvergens. De ekkor a
Borel-Cantelli Lemma szerint 1 valoszintiséggel csak véges sok A,, esemény kdvetkezik be. 1
tehat annak a valdszintisége, hogy van olyan ng természetes szam, hogy minden n > ng-ra
K(z,) > n — 2logn. Minden ilyen esetben K(z,)/n — 1. O

Megjegyzés: Ha az x sorozat elemeit egy algoritmus generélja, akkor z,-t megadhatjuk
ennek a programjaval (ami konstans hossztisagi) és az n szammal (amihez logn bit kell).
Ilyen sorozatra tehat K(z,) igen lassan né.

6.4. Kolmogorov-bonyolultsag, entréopia és kédolas

Legyen p = (p1,...,pm) egy valdszintségeloszlds, vagyis olyan nem-negativ vektor, melyre
Zipi = 1. Ennek az entrdpidja a

n

H(p) = —pilogp;

i=1

mennyiség (ha p; = 0, akkor a p; log p; tagot is 0-nak tekintjiik). Vegytik észre, hogy ebben
az Osszegben minden tag nem-negativ, igy H(p) > 0; egyenl8ség akkor és csak akkor all, ha
valamelyik p; értéke 1, a tobbi pedig 0. Konnytd belatni, hogy rogzitett m-re a maximaélis

Az entrépia az informécidelmélet alapfogalma, és ebben a jegyzetben nem foglalko-
zunk vele részletesen, csak a Kolmogorov-bonyolultsaggal vald kapcsolatat targyaljuk. Az
m = 2 esetben mar talalkoztunk az entropiaval a 6.3.3 Lemmaban. Ez a lemma kénnyen
altalanosithato tetszéleges abécére:

6.4.1 Lemma.Legyen z € 3§ |x| = n, és jelolje pp a h € Xg beti relativ gyakorisdgdt az
x széban. Legyen p = (pp : h € ¥g). Ekkor

H(p)
logm

K(z) < n+ O(logn).
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Legyen £ C ¥* rekurziv nyelv, és tegyiik fol, hogy csak az L-beli szavakhoz akarunk
Sket kinyomatoé rovid programot, ,kédot” talalni. Keresiink tehat minden x € £ szbhoz
olyan f(x) € {0,1}* programot, mely 6t kinyomtatja. Az f: L — X* fuggvényt kddnak
nevezziik. A kod tomérsége az n(n) = max{|f(z)| : z € L, |x| < n} fliggvény. Nyilvanvalo,
hogy n(n) > max{K(z) : x € L, |z| < n}.

Konnyen nyerhetiink alsé korlatot barmely kod tomorségére. Jeldlje £, az L nyelv
legfeljebb n hossziisagu szavainak halmazat. Ekkor nyilvanvalo, hogy

n(n) = logy [Lnl.

Ezt a becslést informdcidelméleti korldtnak nevezzik.

Ez az also becslés (additiv allandotol eltekintve) éles. Egyszertien kodolhatunk minden
x € L szot azzal, hogy az L nyelv hanyadik eleme a névekvs rendezésben. Ha az n
hosszisagu = sz6 a t-edik elem, akkor ehhez logy t < log, |£,| bit kell, meg még konstans
szamu bit (annak a programnak a leirasa, mely X* elemeit lexikografikusan sorba veszi,
megnézi, hogy melyik tartozik L£-be, és ezek koziil a t-ediket kinyomatja).

Erdekesebb kérdésekhez jutunk, ha kikotjiik, hogy a szobol a kod, és megforditva, a
kodbol a kodolt szo polinomialisan kiszamithato legyen. Méasszoval: kerestink olyan £’
nyelvet, és két polinomiélisan kiszamithato fliggvényt:

f:L— L, g: L — L,

hogy f o g = idr és melyre minden = € L-re |f(z)| az |x|-hez képest ,rovid”. Egy ilyen
fiiggvény-part polinomidlis ideji kédnak neveziink. (Természetesen tekinthetnénk a poli-
nomialis id6korlat helyett més bonyolultsagi megszoritést is.)

Bemutatunk néhany példat arra, amikor polinomialis ideji kod is kozel tud keriilni a
informéacidelméleti korlathoz.

6.4.1 Példa: Korédbban a 6.3.3 Lemma bizonyitasaban hasznaltuk azon n hosszisaga 0-
1 sorozatoknak, melyekben pontosan m 1l-es van, azt az egyszerd koédolasat, melynél egy
sorozat kodja az, hogy lexikografikusan hanyadik. Belatjuk, hogy ez a kddolés polinomialis.

0-1 sorozatok helyett egy n elemt halmaz részhalmazait tekintjik. Legyen a; > ag >
... > ap a{0,...,n—1} halmaz lexikografikusan t-edik m elemi részhalmaza, ahol minden
részhalmazt csokkenden rendeziink a lexikografikus rendezéshez. Ekkor

t_1+<g>+<mafl>+...+<a{”>(*)

Valéban, ha {b1,...,b,} az {ai,...,an} halmazt lexikografikusan megeldzi, akkor vala-
mely i-re b; < a; de minden j < i esetén b; = a;. Az ilyen tulajdonsaga {b1,...,bn}
halmazok szama éppen ( ) Ha ezt minden i-re Osszegezziik, megkapjuk a (%) formu-
14t.

A (%) formula n-ben polinomialis id6ben konnyen kiszamithato. Megforditva, ha
t < () adott, akkor ¢ kénnyen felirhato (x) alakban: binaris kereséssel megkeressiik a
legnagyobb a; természetes szamot, melyre (fﬁ) <t —1, majd a legnagyobb as-t, melyre
(,22,) <t—1— (%) stb. Ezt csinaljuk m lépésig. Az igy kapott szdmokra fennall, hogy

m—1

a;
m—i+1
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ay > asg...; valoban, példaul a; definicibja szerint (‘“ﬂjl) = @)+ (M) >t—1,igy

m m—1

(nffil) >t—1-— (‘:rlb), ahonnan a1 > ag. Hasonléan adédik, hogy a,, > 0 és hogy m
lépés utan nincs ,maradék”, vagyis () fonnall. Igy tehat adott t-re polinomialis idében

kiszamithato, hogy melyik a lexikografikusan t-edik m elemd részhalmaz.

6.4.2 Példa: Tekintsiik a fakat, pl. adjacencia-méatrixukkal megadva (de lehetne mas
rtelmes” lefras is). Igy a fa pontjainak adott sorrendje van, amit tgy is fogalmazhatunk,
hogy a fa pontjai 0-t6l (n—1)-ig meg vannak szamozva. Két fat akkor tekintiink azonosnak,
ha valahanyszor az i-edik és j-edik pontok Ossze vannak kotve az els6ben, akkor Ossze
vannak kotve a masodikban is és viszont (igy ha egy fa pontjait atszamozzuk, esetleg
kiilénb6z6 fahoz jutunk). Az ilyen fakat szdmozott faknak nevezziik.

Nézziik meg elGszor, mit mond az informacidelméleti alsé becslés, vagyis hany fa van.
Erre vonatkozik a kovetkezd klasszikus eredmény:

6.4.3 Cayley Tétele: Azn ponti szimozott fik szama n™ 2.

Igy az informécidelméleti becslés szerint barmilyen kodolasnal legalabb egy n pontt
fanak legalabb [log(n"~2)] = [(n — 2)logn] hosszt kodja kell, hogy legyen. Vizsgaljuk
meg, hogy ez az als6 korlat elérheté-e polinomialis idejti koddal.

(a) Ha a fakat adjacencia-métrixukkal kodoljuk, az n? bit.

(b) Jobban jarunk, ha minden fat az éleinek a folsorolasaval adunk meg. Ekkor minden
cstcsnak egy ,nevet” kell adni; mivel n cstcs van, adhatunk minden cstcsnak egy-egy
[logn] hosszisagi 0-1 sorozatot név gyanant. Minden élt két végpontjaval adunk meg.
Igy az élek folsorolasahoz kb. 2(n — 1)logy n bit kell.

(c) Megtakarithatunk egy 2-es faktort (b)-ben, ha a faban kitlintetiink egy gyokeret,
mondjuk a 0 pontot, és a fat azzal az («(1),...,a(n — 1)) sorozattal adjuk meg, melyben
a(i) az i pontbol a gyokérhez vezetd ut elsé belsé pontja (az i ,apja”). Ez (n — 1)[logyn]
bit, ami méar majdnem optimaélis.

(d) Ismeretes azonban olyan eljaras is, az tn. Priifer-kod, mely bijekciot létesit az n
pontu szamozott fak és a 0,...,n — 1 szdmok n — 2 hosszusagu sorozatai kozott. (Ezzel
Cayley tételét is bizonyitja.) Minden ilyen sorozatot tekinthetiink egy természetes szam
n alapt szamrendszerbeli alakjanak; igy az n pont szamozott fakhoz egy-egy 0 és n™ 2
kozotti ,sorszamot” rendeliink. Ezeket a ,sorszamokat kettes szamrendszerben kifejezve
olyan kodolast kapunk, mely minden fa kodja legfeljebb [(n — 2)logn]| hosszusagu.

A Priifer-kod a (c) eljaras finomitasanek tekinthets. Az otlet az, hogy az [i, a(7)] éle-

ket nem 7 nagysaga szerint rendezziik, hanem kicsit masként. Definialjuk az (i1, ..., ,)
permutaciot a kovetkezsképpen: legyen i1 a fa legkisebb végpontja; ha iq,...,i; mar de-
finialva vannak, akkor legyen iy4+q az i1,...,4; pontok elhagyasa utan visszamaradéd graf
legkisebb végpontja. (A 0-t nem tekintjiik végpontnak.) Legyen i,, = 0. Az igy definialt
ir-kal tekintsiik az («(i1),...,a(in—1)) sorozatot. Ennek az utolso eleme 0 (ugyanis az
in—1 pont ,apja” csak az i, lehet), igy ez nem érdekes. A maradék (a(iy),...,a(in—2))

sorozatot nevezziik a fa Priifer kodjanak.

Allitas: A fa Priifer-kédja meghatdrozza a fdt.
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Ehhez elegendd belatni, hogy a Priifer-kod az iy, ..., 1, sorozatot meghatarozza; tud-
niillik akkor méar ismerjiik a fa éleit (az [ig, a(ir)] parokat). Az i; a fa legkisebb végpontja,
igy meghatarozasihoz elegend§ azt megmutatni, hogy a Priifer-kodrol leolvashatd, hogy
melyek a végpontok. De ez nyilvanval6: pontosan azok a pontok végpontok, melyek nem
,apjai” mas pontnak, tehat melyek nem fordulnak el§ az «(iy), ..., a(in—2),0 szamok ko-
zott. Igy tehat i; egyértelmten meg van hatarozva.

Feltéve, hogy i1, ...,it_1-r6l mar tudjuk, hogy a Priifer-kod egyértelmiien meghaté-
rozza Gket, az el6z6 meggondoldshoz hasonléan adédik, hogy ix a legkisebb olyan szdm,
mely nem fordul eld sem aziy,...,ix_1, sem az a(ig),...,a(i,) szamok kézott. Igy iy is
egyértelmiien meg van hatarozva.

Allitas: Minden (b, ..., b, o) sorozat (1 < a; < n) fellép, mint egy fa Priifer-kidja.

Az el6z6 bizonyitas otletét felhasznalva, legyen b, 1 = 0, és definidljuk az i1,...,1i,
permutacioét azzal a rekurzidval, hogy legyen i; a legkisebb olyan szdm, mely sem az
i1y yik—1, sSem a by, ..., b, szamok kozott nem fordul el§ (1 < k < n — 1), i, pedig
legyen 0. Kossiik Ossze zk—t br-val minden 1 < k < n — l-re, és legyen (i) = by. Igy egy
n — 1 éli G grafot kapunk az 1,...,n pontokon. Ez a graf dsszefiiggs, mert minden i-re
(i) kés6bb van az iy, . .., i, sorozatban, mint i, és ezért az (i,v(¢),y(y(7)),...) sorozat egy
olyan ut, mely i-t a 0 ponttal koti 6ssze. De ekkor G n—1 éld Osszefiiggs graf, tehét fa. Az,
hogy G Priifer-kodja éppen az adott (b, ..., b,—2) sorozat, a konstrukciobol nyilvanvalo.

6.4.4 Példa: Tekintsiik most a szamozatlan fakat. Ezeket ugy definialhatjuk, mint sza-
mozott fak ekvivalencia-osztélyait, ahol két szamozott fat ekvivalensnek tekintiink, ha izo-
morfak, vagyis alkalmas atszamozassal ugyanaz a szamozott fa valik belgliikk. Feltessziik,
hogy egy-egy ilyen ekvivalencia-osztalyt egy elemével, vagyis egy szamozott faval adunk
meg (hogy konkrétan melyikkel, az most nem lényeges). Mivel minden szdmozatlan fa
legfeljebb n! féleképpen szamozhatod (szamozéasai nem biztos, hogy mind kiilonb6zdk, mint
szamozott fak!), ezért a szdmozatlan fik szdma legalabb n" 2 /n! < 272, (POLYA GYORGY
egy nehéz eredménye szerint az n pontu fak szama aszimptotikusan clcgn?’/ 2 ahol ¢; és co
bonyolultan definialhaté konstansok.) Igy az informacioelméleti alsé korlat legalabb n — 2.

Mésrészt a kovetkezd kodolési eljarast alkalmazhatjuk. Legyen adott egy n ponta F
fa. Jarjuk be F-et a ,hosszaban keresés” szabalya szerint: Legyen xg a 0 szimud pont, és
definialjuk az x1, z9, . . . pontokat a kovetkezSképpen: Ha van x;-nek olyan szomszédja, mely
még nem szerepel a sorozatban (i > 0), akkor legyen ;1 ezek koziil a legkisebb szamu.
Ha nincs, és x; # xg, akkor legyen ;41 az x;-b6l xg-ban vezets tton az x; szomszédja.
Végiil ha z; = zg és minden szomszédja szerepelt mér a sorozatban, akkor megallunk.

Konnyt belatni, hogy az igy definialt sorozatra az [x;, x;41] parok kozott a fa minden éle
szerepel, méghozza mindkét irdnyban pontosan egyszer. Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozat
hossza pontosan 2n — 1. Legyen marmost ¢; = 1, ha x;411 messzebb van a gyckértsl, mint
xi, és ¢, = 0 egyébként. Konnyd meggondolni, hogy az €pe; .. . €23 sorozat egyértelmtien
meghatarozza a fat; a sorozaton végighaladva, 1épésrdl 1épésre megrajzolhatjuk a grafot,
és megkonstrualhatjuk az x; ...x; sorozatot. Az (i 4+ 1)-edik lépésben, ha ¢; = 1, akkor
egy 1j pontot vesziink {6l (ez lesz x;1), és Osszekotjiik x;-vel; ha e; = 0, akkor x;1 legyen
az x;-nek az xq ,felé” es§ szomszédja.

Megjegyzések: 1. Ennél a kodolasnal egy fahoz rendelt kod fiigg a fa szamozasatol, de
nem hatarozza azt meg egyértelmien (csak a szamozatlan fat hatarozza meg).
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2. A kodolas nem bijektiv: nem minden 0-1 sorozat lesz egy szamozatlan fa kodja.
Eszrevehetjiik, hogy

(a) minden kodban ugyanannyi 1-es van, mint 0, tovabba
(b) minden kéd minden kezd@szeletében legalabb annyi 1-es van, mint 0

(az l-esek és 0-k szamanak kiilonbsége az els6 i szam kozott az x; pontnak a 0-t6l valo
tavolsagat adja meg). Konnyt belatni, hogy megforditva, minden (a)-(b) tulajdonsagu 0-1
sorozathoz taldlhato olyan szamozott fa, melynek ez a kédja. Nem biztos azonban, hogy ez
a fa, mint szamozatlan fa, éppen ezzel a szdmozassal van adva. Ezért a kod még az (a)-(b)
tulajdonsagn szavakat sem hasznalja mind fel (attol figgsen, hogy az egyes szamozatlan
fakat mely szamozasukkal adtuk meg).

3. Az (a)-(b) tulajdonsagu 2n—2 hossztsagu 0-1 sorozatok szama ismert kombinatorikai
tétel szerint %(27?__12). Megfogalmazhatunk olyan fa-fogalmat, melynek éppen az (a)-(b)
tulajdonsagu sorozatok felelnek meg: ezek a gyokeres sikfdk, melyek keresztez&dés nélkiil
vannak lerajzolva a stkban tgy, hogy egy specialis csiicsuk — a gyokeriik — a lap bal szélén
van. Ez a lerajzolas minden cstucs fiai (a gyokértdl tavolabb levs szomszédjai) kozott egy
rendezést ad meg ,folilrsl lefelé”; a lerajzolast ezekkel a rendezésekkel jellemezziik. A fent
leirt kodolas gyokeres sikfakban is elvégezhetd és bijekciot hoz létre koztiik és az (a)-(b)
tulajdonsagu sorozatok kozott.



7. fejezet

Pszeudo-véletlen szamok

7.1. Bevezetés

Mint lathattuk, szamos fontos algoritmus hasznal véletlen szamokat (vagy ezzel ekvivalen-
sen fliggetlen véletlen biteket). De vajon hogyan tehetiink szert ilyen bitekre?

Egyik lehetséges forras a szamitogépen kiviilrél jovs. Valodi véletlen szamsorozatokat
kaphatunk példaul a radioaktiv bomlasbol. Am a legtobb esetben ez nem miikodik, mert
nincs olyan gyors fizikai eszkozlink ami a szamitogépek sebességével general az érmefeldo-
basnak megfelel§ véletlen biteket.

Igy kénytelenek vagyunk szamitogéppel elsallitani ezeket. Viszont a véletlen infor-
méacidelméleti fogalmabol kovetkezik, hogy egy hosszi sorozat, melyet egy révid program
general, sosem lehet valodi véletlen sorozat. Ezért kénytelenek vagyunk olyan algoritmu-
sokat hasznalni melyek véletlen-szerd sorozatokat allitanak els. Ugyanakkor Neumann (az
els6 matematikusok egyike aki ezek hasznalatat javasolta) megjegyezte, hogy barki aki
hasznélja ezen véletlennek kinézé sorozatokat, sziikségszertien ,biint” kovet el. Ebben a
fejezetben megértjiik, hogy miként védhetjiik ki ennek a siilyosabb kdvetkezményeit.

A gyakorlati célokon kiviil méas okok miatt is vizsgaljak a pszeudo-véletlen szam gene-
ratorokat. Gyakran meg akarunk ismételni valamilyen szamitast. Ennek kiilonb6zd okai
lehetnek, egyikiik a hibak ellenérzése. Ebben az esetben, ha a véletlen szamaink forrasa
valodi véletlen volt, akkor egyetlen lehetéségiink hogy tjra ugyanazt a szamitast elvégez-
hessiik, hogy eltaroljuk ezeket. Ez viszont esetleg sok tarhelyet igényel. Pszeudo-véletlen
szamok esetén nem ez az eset, hiszen elég a ,magot” eltarolnunk, ami sokkal kisebb he-
lyen elfér. Egy masik sokkal fontosabb indok, hogy bizonyos alkalmazéisoknal csak annyit
akarunk elérni, hogy a sorozat egy olyan valaki szamara ,latsszon véletlennek”, aki nem
tudja hogyan generaltuk. Ezen alkalmazasok Osszességét hivjuk kriptografidnak, melyet
egy késébbi fejezetben targyalunk.

A pszeudo-véletlen bitgenerdtorok azon az elven miikodnek, hogy egy ,magnak” nevezett
rovid sorozatbol csindlnak egy hosszabb pszeudo-véletlen sorozatot. Megkdveteljiik, hogy
polinom idében miikédjon az algoritmus. Az eredményiil kapott sorozatnak ,yéletlenszerti-
nek” kell lennie, és ami a legfontosabb, hogy ez pontosan definidlhat6. Durvan fogalmazva,
nem szabad léteznie olyan polinom idejd algoritmusnak, amely megkiilonb6ztetné egy valo-
di véletlen sorozattol. Egy masik tulajdonsig, melyet gyakran konnyebb ellenérizni, hogy
ne tudja egy algoritmus se megjosolni egy bitjét sem az el6zGek ismeretében. Be fogjuk
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latni, hogy ez a két feltétel ekvivalens.

Miként készithetiink véletlen-generatort? Toébb kiilonb6z6 ad hoc algoritmusrol (pl.
hogy egy adott egyenlet megoldasanak kettes szamrendszerbeli alakjaban vessziik a biteket)
kideriil, hogy az altaluk generélt sorozatok nem teljesitik az elvart feltételeinket. Egy
altalanos modszer, mely ilyen sorozatokat ad, az egyiranyi figgvényeken alapul. Ezek
olyan fiiggvények melyeket konnyd kiszamitani, de nehéz megforditani. Mikdzben ilyen
fiiggvények létezése nem bizonyitott (ebbdl kovetkezne, hogy P kiilonbozik NP-t6l), szdmos
jelolt van, mely biztonsagos, legalabbis a jelenlegi technikakkal szemben.

7.2. Klasszikus modszerek

Szamos ,véletlenszer” bitsorozatot elGallitd klasszikus modszert ismertink. Ezek egyike
sem teljesiti elvarasainkat, melyeket a kovetkezs fejezetben fogalmazunk meg pontosan.
Ennek ellenére, hatékonysaguk és egyszertiségiik folytan (f6ként a linearis kongruencia ge-
neratorok, lasd 2. példa lent) jol hasznalhatok a gyakorlatban. Rengeteg praktikus informéa-
ci6 létezik ezek paramétereinek legmegfelel6bb megvalasztésarol, melyekbe nem mélyediink
bele, hanem Knuth koényvének 2. kotetére hivatkozunk.

1. Példa. Az eltolas regiszterek a kovetkez6 modon vannak definidlva. Legyen f :
{0,1}™ — {0,1} egy konnyen szamolhato figgvény. Egy n bites ag,ai,...,a,—1 magbol
kiindulva, kiszdmoljuk a ay, Gn41, Gnt2, . .. biteket az

ap = f(ar—1,a5—2,...,0k—p)

rekurzioval. Az ,eltolas regiszter” név abbol a tulajdonsagbol szarmazik, hogy csak n + 1
bitet kell eltarolnunk: miutén eltaroltuk f(ao, ..., an—1)-t a,-ben, nincs sziikségiink tébbé
ao-ra és eltolhatjuk a;-t ag-ba, as-t ai-be, stb. Legfontosabb eset, mikor f egy linearis
fliggvény a 2-elemii test felett, a tovabbiakban ezzel foglalkozunk.

Bizonyos esetekben a linearis eltolas regiszter altal generalt bitek véletlennek latszanak,
legalabbis egy darabig. Természetesen az ag,aq, ... sorozatban egy id§ utan ismétlgdik
valamely n egyméasutani bit, és innentdl periodikus lesz a sorozat. Ennek viszont nem kell
agn el6tt bekovetkeznie, és valoban, valaszthatd olyan lineéris fiiggvény, melyre a sorozat
periddusa 2".

A problémat az jelenti, hogy a sorozatnak van mas rejtett szerkezete is a periodicitason
kiviil. Valéban, legyen

f(.%'o, e xn—l) =borog +b1x1 + ... bp_1xp_1

(ahol b; € {0,1}). Tegyiik fel nem ismerjiik a by, ..., b,—1 egyiitthatokat, viszont az ered-
ménytil kapott sorozatnak ismerjiik az els6 n bitjét (ap,...,a2,—1). Ekkor a kévetkezd
lineéris egyenletrendszer meghatéarozza a b;-ket:

boag +biar +...bp_1a,-1 = ay

boar +bias + ... bp—1an = ant1

boan—1 + bray +...bpasn—2 = a1
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Van n egyenletiink n ismeretlennel (az egyenletek a 2-elemi test felett vannak). Mi-
utdn meghataroztuk a b;-ket, meg tudjuk mondani minden tovabbi agy,, aspy1, ... elemét
a sorozatnak.

El6fordulhat persze, hogy az egyenletrendszer megoldédsa nem egyértelmd, mert az
egyenletek Osszefiiggenek. Példaul, ha a 0,0,...,0 maghol indultunk, akkor az egyenle-
tek nem mondanak semmit. Megmutathato viszont, hogy egy véletlen magho6l indulva az
egyenletek pozitiv valészintiséggel meghatarozzak a b;-ket. Tehat a sorozat els6 2n elemé-
nek ismeretében a tobbi ,nem latszik véletlennek” egy olyan megfigyels szamara, aki egy
viszonylag egyszert (polinom idejii) szamitast akar csak elvégezni.

2. Példa. A gyakorlatban legfontosabb pszeudo-véletlen szam generatorok a linedris kong-
ruencia generdatorok. Egy ilyen generdtor harom pozitiv egész paraméterrel van megadva
(a,b és m). Az Xy magbol kiindulva, melyre 0 < Xy < m — 1, a generator az Xi, Xo,...
egészeket a

X;=aX;—1+b (mod m).

rekurziéval szamolja. Eredményként hasznalhatjuk az X;-ket, vagy pl. a kozépsé bitjeiket.

Az deriil ki, hogy ezen generatorok altal kapott sorozatok is megjosolhatok polinom ide-
jii szamolassal, polinom darab sorozatelem felhasznalasaval. Am ezen algoritmusok nagyon
bonyolultak, igy gyorsasaguk és egyszertiségiik miatt a linearis kongruencia generatorok jok
a legtobb gyakorlati alkalmazasban.

3. Példa. Utolso példaként nézziik a kettes szamrendszerbeli alakjat pl. a v/5-nek:
V5 =10.001111000110111 ...

Ez a sorozat eléggé véletlenszertinek latszik. Természetesen nem hasznalhatjuk mindig
ugyanazt a szamot, de valaszthatunk mondjuk egy n-bites a egészet és ekkor legyen a
kimenet \/a— | y/a]. Sajnos ez a modszer is ,feltorhetd” nagyon bonyolult (viszont polinom
idejii) algoritmikus szamelméleti modszerekkel.

7.3. A pszeudo-véletlen szaAm generator fogalma

Altalanossagban, egy pszeudo-véletlen bitgenerator atalakit egy rovid, valoban véletlen s
sorozatot (a ,magot”) egy hosszabb g(s) sorozatta, amelyik még mindig ,véletlenszeri”.
Hogy mennyire jol hasznalhato a g(s) egy valodi véletlen sorozat helyett, attol fiigg, hogy
mennyire szigoruan teszteli az alkalmazas g(s) véletlen mivoltat. Ha az alkalmazas képes
tesztelni minden lehetséges magot, mely ¢(s)-t generdlhatta, akkor megtalalja az igazit
is, és nem sok véletlenszertiség marad. Ennek eléréséhez viszont az alkalmazas esetleg tiil
sokaig kéne hogy fusson. Akkor akarunk egy g-t pszeudo-véletlen bitgeneratornak hivni,
ha semely polinom idében futé alkalmazéas nem tudja megkiilénboztetni g(s)-t egy valodi
véletlen sorozattol.

A pontos definicié kimondéasahoz elékésziiletekre van sziikség. Azt mondjuk, hogy egy
f: Z, — IR fiiggvény elhanyagolhatd, ha minden fix k-ra n — oo esetén n*f(n) — 0.
Szavakkal, f gyorsabban tart 0-hoz mint barmelyik polinom reciproka. Jeloljiik ezt (a nagy
O-hoz hasonloan) ugy, hogy

f(n) = NEGL(n).
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Figyeljiik meg, hogy egy elhanyagolhat6 fliggvény barmilyen polinommal megszorozva
elhanyagolhaté marad, azaz

n"NEGL(n) = NEGL(n)

minden fix r esetén.

Tekintstink egy polinom idében szamithato G : {0,1}* — {0,1}* fiiggvényt, melyre
feltessziik, hogy |G (x)| csak |z|-t6l fugg és |z| < |G(x)| < |z|¢ egy ¢ konstansra. Egy ilyen
fiiggvényt hivunk generdtornak. Legyen A egy polinom idejd véletlen algoritmus (Turing-
gép), amely barmely = 0-1 sorozatot elfogadja bemenetként és kiszamit belsle egy A(x)
bitet (a kimenetnél a 0 jelentése, hogy ,nem véletlen”, mig az 1 jelentése, hogy ,véletlen”
volt a bemenet). Rogzitsiink le egy n > 1 szamot. Valasszuk z-et egyenletesen {0, 1}"-bsl
és y-t egyenletesen {0, 1}V-b6l, ahol N = |G(x)|. Feldobunk egy érmét és az eredménytél
fiiggGen vagy G(x)-et vagy y-t adjuk meg A-nak bemenetként. Akkor hivjuk A-t sikeresnek,
ha vagy G(x) volt a bemenet és 0 a kimenet vagy y volt a bemenet és 1 a kimenet.

Egy G generator (biztonsdgos) véletlen szam generdtor, ha minden polinom ideji vé-
letlen A algoritmusra, melynek bemenete egy x 0-1 sorozat és kimenete egy A(x) bit,
annak valoszintisége, hogy A sikeres, legfeljebb 1/2 + NEGL(n). Ez a feltétel azt jelen-
ti, hogy G(z) atmegy minden ,értelmes” (polinom idében szamolhatd) teszten abban az
értelemben, hogy annak valoszintsége, hogy a teszt felismeri, hogy G(z) nem valodi vélet-
len, elhanyagolhatoéan nagyobb csak 1/2-nél (ami persze elérhets véletlen talalgatassal is).
A definicidoban a valOszintséget x és y véletlen vélasztésa, az érmefeldobas mely eldonti
melyik lesz A bemenete és végiil A bels érmefeldobéasai szerint értjiik.

Ez a feltétel annyira erds, hogy nem is tudjuk, hogy biztonsagos véletlen szam ge-
nerator létezik-e egyaltalan (ha igen, akkor P # NP, lasd a feladatokat). A koévetkezs
fejezetben latni fogjuk, hogy bizonyos bonyolultsiag-elméleti feltételek esetén léteznek ilyen
generatorok.

Ez a feltétel nagyon &ltalanos és nehéz ellendrizni. Yao kovetkezs tétele megad egy
gyakran kényelmesebb modszert, mellyel eldonthets, hogy egy fliggvény biztonsagos vélet-
len szdm generator-e. Azt allitja, hogy ha a joslasra hasznalt algoritmus nem hasznal til
sok id6t, akkor G(x) barmely bitje szinte teljesen megjosolhatatlan az el6z6 bitekbdl.

Azt mondjuk, hogy a g generator megjosolhatatlan, ha a kovetkezs teljesiil. Legyen
n > 1 és valasszuk z-et egyenletesen {0,1}"-b6l. Legyen g(z) = G1G2...GyN. Ekkor
minden polinom idejii véletlen A algoritmus esetén, mely egy = € {0,1}* (i < N) sorozatot
fogad el bemenetként és egy bitet ad kimenetként, teljesiil, hogy
maxP(A(G1...G) = Gin) = % + NEGL(n). (7.1)

7
Tehat A-t arra probaljuk hasznélni, hogy megjosoljuk G .. .Gy mindegyik bitjét az el6z6
bitekbdl. Ekkor csak elhanyagolhatéan nagyobb 1/2-nél (amit véletlen talélgatéssal is
elérhetiink) annak az esélye, hogy ez sikeriil.

7.3.1 Tétel: (A. Yao) Egy g generdtor akkor és csak akkor biztonsdgos véletlen szdm
generdtor, ha megjosolhatatlan.

Bizonyitas: 1. Tegyiik fel, hogy g nem megjosolhatatlan. Ekkor van egy polinom ideji
véletlen A algoritmus és egy k > 0 konstans, és végtelen sok n értékre egy-egy ¢ < N, hogy
1

nk’

P(A(G1 LGy = Gi+1) > % +
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(ahol z € {0,1}" egy egyenletesen véletleniil valasztott sorozat és g(z) = G1...Gn).
Ekkor viszont a kovetkezG véletlenséget ellenérzG B tesztet tudjuk elvégezni az y =
Y1 ...yn sorozatra: ha A(y; ...y;) = yi+1, akkor y-t ,nem véletlennek” mondjuk, ellenkezd
esetben pedig ,véletlennek”. Igy B-nek vagy egy R; ... Ry valodi véletlen sorozatot adva
vagy pedig g(z)-et (mindkettst 1/2-1/2 valoszintiséggel), a sikeres véalasz valoszintisége

%P(A(Rl Ry #£ Ri-i—l) + %P<A(G1 - G) = G”l)

LTS YEREA
— 22 2\2 nk 2 2nk’
Miutan ez nem elhanyagolhat6an nagyobb 1/2-nél, a generator nem biztonsagos.

IT. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan A algoritmus, mely végtelen sok n értékre meg-
kiilonbozteti a pszeudo-véletlen g(x) = Gy ... Gy sorozatot a valodi véletlen r = Ry ... Ry
sorozattol, azaz az algoritmus sikerességének valoszintisége 1/24+n~"* valamilyen k > 0 kons-
tanssal. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben megjosolhatjuk néhany bitjét a G ...Gn

sorozatnak.
Az A algoritmus sikerességének valoszintisége
1 1

3P(A() =1) + SP(A(g(x)) = 0)

(mivel a siker azt jelenti, hogy A elfogadja r-t, ha r volt a bemenete és elutasitja g(z)-et,
ha g(z) volt a bemenete). Ez egyenls

5+ 5 (PAC) = 1)~ PA() = 1)),
és igy
PA(r) = 1)~ P(A(g(a)) = 1) > . (72)

Most tekintsiik az
y'=G1...GiRiy1... RN

kevert sorozatokat és adjuk ezeket A-nak bemenetként. Mivel 30 = r és yV = g(z), ezért

Ebbél kovetkezik, hogy van egy olyan i index (1 < i < N), melyre
S 2

Nnk’
Megmutatjuk, hogy i 1/2-nél nem elhanyagolhatéan nagyobb valoszintiséggel megjosolhato.
A joslo algoritmus a kdvetkezd: azt tippeljiik, hogy

P(A(y"™) =1) - P(A(y") = 1) (7.3)

X = Riy1 © A(y")

a G értéke (ez az érték valoban egy véletlen polinom idejd algoritmussal szamolhato
G1,...,Gi-bdl). A jelolés egyszeriisége kedvéért a tovabbiakban G = G;, R = R;, és

AO == A(Gl e Gi_l()R,-H NN RN), Al = A(Gl NN Gi—llRi—l-l e RN)
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Vegyiik észre, hogy G, X, R, Ay és Ay véletlen bitek, melyek altalaban nem fiiggetlenek,
de R fiiggetlen a tobbitsl. S6t, konnyen latszik, hogy

X =R(1—-A;)+ (1—-R)A.
Igy G = X (azaz sikeres volt a joslatunk) ekvivalens azzal, hogy

G(R(1 - A1) + (1= R)Ag) + (1 - G)(1 — R(1 — A7) — (1 — R)Ag) = 1,
vagy

GR(1-41) + G1-R)A + (1-G)

- 1-GRA—-4)—-(1-G)1—-R)Ay=1.

Miutan a bal oldal mindig 0 vagy 1, ezért annak valészintisége, hogy teljesiil az egyenl&ség,
megegyezik a bal oldal varhato értékével. Ez viszont

E(GR(l “A) + GA-RAg+(1-G)—(1-G)R(1 - A)

~ (1-G)(1- R)A)

=E(GR(1 - Ay)) E(G(1 — R)Ao)
E(1— G) — E(1 - G)R(1 — A1)
— E((1-G)(1- R)Ay).
mivel R fliggetlen a tobbi valtozotol, ezért helyettesithetiink E(R) = 1/2-t. igy azt kapjuk,

hogy
S (E(G(1 — 41) + E(@Ao) +2E(1 — @) — E((1 - G)(1 — Ay)) — E(1 — C) o))

+
+

1
= JE(1+2G Ao —2GA; — Ao + Ay).

Viszont (73 is kifejezhets ezekkel a bitekkel. Valojaban A(y') = RA; + (1 — R) Ay, és
18y
PIA(Y) = 1) = 5E(4o + A1),
Hasonléan, A(ytt) = GA; + (1 — G) Ay, és igy
P(A(y"™) =1) = E(GA, + (1 - G)Ao).
Tehat ([Z3])-bol kovetkezik, hogy

1 1
§E(A0 + A1 —2GA; — 2(1 — G)Ao) = iE(Al — Ay — 2GA; + 2GAO) > W

Ekkor viszont

1 1 1 1 1
P(G=X)=-E(1+2GA)—2GA, —Ag+ A1) > -+ —F>-+——
( ) 5 (1+ 0 1 — Ao + A1) 5T Nk 5T e
amibdl latszik, hogy a joéslatunk sikerességének valdszintisége nemelhanyagolhatéan na-
gyobb a trivialisnal. O

Pszeudo-véletlen bitgeneratorok létezése kovetkezik bizonyos (nem bizonyitott, de va-
l6szintinek tind) bonyolultsagelméleti feltételezésekbol. Ezeket targyaljuk a kovetkezd fe-
jezetben.
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7.4. Egyiranyn fiiggvények

Az egyiranyu fliiggvény olyan fiiggvény, melyet konnyt szamolni, de nehéz megforditani. A
pontos definicié a kovetkezs:

Definicié. Egy f :{0,1}* — {0,1}* fiiggvényt egyirdnyinak neveziink, ha
1. létezik egy ¢ > 1 konstans, melyre |z|'/¢ < |f(z)] < |z|%
2. f(x) szamolhat6 polinom idében;

3. minden A polinom idejd véletlen algoritmusra, mely 0 — 1 sorozatokat szamol 0 — 1
sorozatokbdl, és egy véletlen y sorozatra, mely egyenletesen véletleniil van valasztva
{0, 1}"-bdl, teljesiil:

P(f(A(f(v)) = f(y)) = NEGL(n). (7.4)

A 3. feltétel magyarazatra szorul. Ertelmezhetjiik tigy, hogy amennyiben egy n hosszt
véletlen y sorozatra kiszamitjuk f(y)-t és ezutan A segitségével megprobaljuk kiszamitani
f(y) 6sét, akkor a siker valoszintisége elhanyagolhato. Vegyiik észre, hogy nem tettiik fel,
hogy f invertalhato, igy nem irhatjuk azt, hogy A(f(y)) = y.

De miért nem irhatjuk egyszertien azt, hogy

P(f(A(2)) = 2) = NEGL(n) (7.5)

egy egyenletesen véletleniil valasztott z-re? A lényeg, hogy mivel f nem feltétleniil raké-
pezés, ezért lehet hogy a legtobb z sorozatot nem is veszi fel f. Ekkor ez a valdszintiség
kicsi lenne még akkor is, ha minden z-re amit felvesz f, az 6s konnyen szamolhat6. Ezért
(C4) azokat az eseteket nézi, amikor van Gs, és azt irja els, hogy ezekre nehéz az Gs meg-
hatarozasa.

Az egyiranyd permutdcio egy olyan egyiranyu fliggvény, mely egy-egy értelmii és
|f(x)| = || minden z esetén. Vilagos, hogy ebben az esetben ([ZH) ¢és (C4) ekvivalen-
sek.

7.5.1 Tétel: Legyen g egy biztonsdgos véletlen szam generdtor és tegyiik fel, hogy |g(x)| >
2|x|. Ekkor g egyiranyu.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy g mégsem egyiranyu. Ekkor létezik egy k > 0 konstans,
egy polinom idejii véletlen A algoritmus és végtelen sok n érték, melyre teljesiil, hogy egy
egyenletesen véletleniil valasztott y € {0, 1}"-ra

Tekintsiik a kovetkezd véletlenséget ellendrzé B algoritmust: egy z € {0,1} sorozatot
,nem véletlennek” neveziink, ha g(A(z)) = z, egyébként pedig ,véletlennek”. Ha B-nek
bemenetként megadunk egy valodi véletlen r = Ry ... Ry véletlen sorozatot vagy pedig
g(x)-et (mindkettst 1/2-1/2 valoszintiséggel), akkor a sikeresség valoszintsége

SPO(A) # 1) + 5P(g(Alg(x))) = g()).
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Az els6 tag nagyon kozel van 1/2-hez. Valoban, az 6sszes g(x)-szel megegyezd hosszu soro-
zatok szama 27, tehat annak valoszintsége, hogy r ezek egyike, 2"~ < 27" amennyiben
N > 2n (és persze ha r hossza megfelels, még akkor sem biztos, hogy egyenls g(A(r))-rel).
A masodik tag legalabb 1/n* a feltétel alapjan. A sikeresség valoszintisége tehat

1 1 1 +11>1+1
2 on 2nk 7T 2 Ank’

ami nemelhanyagolhat6an nagyobb 1/2-nél. O

A tétel megforditasaként megmutatjuk, miként lehet egy egyiranyt permuticié segit-
ségével konstrualni egy biztonsagos véletlen szam generatort. Ehhez sziikségiink lesz egy
Goldreichnek és Levinnek koszonhetd lemméara. Két w = uq...u, és v = v1...v, 0-1
sorozathoz definialjuk b(u,v) = ujv; @ ... S upv,-t.

7.5.2 Lemma: Legyen f eqy egyirdnyd permutdcio. Ekkor minden polinom ideji véletlen
A algoritmus és {0, 1}"-b6l egyenletesen véletleniil vdlasztott x,y sorozat esetén

P(A(:L",y) —b(f (), y)> - % + NEGL(n).

Tehat a lemma szerint ha kivalasztjuk az f~' bitjeinek egy véletlen részhalmazat és
vessziik ezen bitek modulo 2 Gsszegét, akkor ez nem szamolhato sikeresen 1/2-nél nemel-
hanyagolhat6éan nagyobb valdszintiséggel. Mivel a lemma bizonyitasa elég bonyolult, ezért
ezt elhagyjuk.

7.5.3 Tétel: Tegyiik fel, hogy létezik eqy egyirdnyd permutdcio. Ekkor létezik biztonsdgos
véletlen szam generdtor is.

Bizonyitas: Konstrualunk egy véletlen szam generatort. Legyen f egy egyiranyu fiiggvény
és k > 0 konstans. Huzzunk szét egy = = (x1,...,%2,) 2n hosszu véletlen sorozatot (a
sorozat hossza paros a kényelem kedvéért) egy N = n* hosszii pszeudo-véletlen sorozatta
a kovetkezGképpen. Szamoljuk ki a

yﬁ...yflzft(a:h...,a:n)

sorozatokat t = 1,..., N-re (itt f' az f t-szeres iteracidja) és legyen
9t = YiTni1 D ... O YpTon.

Megmutatjuk, hogy g(z) = gngn—1 ... g1 egy biztonsigos véletlen szam generatort defini-
al (figyeljiik meg, hogy a biteket forditott sorrendben irtuk!). A 7.3.1 Tételt felhasznélva
elég annyit bizonyitanunk, hogy minden 1 < ¢ < N és minden polinom idejti véletlen
A algoritmus esetén, 1/2-nél csak elhanyagolhatoan nagyobb annak valészintisége, hogy
A kimenete éppen g;, ha a bemenete gy ...¢g;+1. Legyiink nagylelkiiek és engedjiik meg

az algoritmusnak, hogy ne csak ezen biteket hasznalhassa, hanem az f'(z1,...,z,) so-
rozatot is minden ¢ > i + 1-re, 86t Xy41 ... ZTo,-t is (amibdl gy ... gi+1 kénnyen széamol-
hat6). Ekkor viszont nem kell megadnunk az f'2(zq,...,2,), ..., fN(z1,...,2,) soro-

zatokat, mert ezek konnyen szamolhatok fi!(xq,...,x,)-b6l. Igy feltehetjiik, hogy az
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algoritmus z = fi(xq,...,2,)-t és u = Tyy1 ... Top-t kapja meg és ebbdl kell kitaldlnia
gi = b(f~1(2),u)-t. Ekkor viszont a sikeresség valoszintisége az el6z6 lemma miatt 1/2-nél
elhanyagolhatéan nagyobb. O

7.5. Egyiranyn fiiggvény jeloltek

A szamelmélet tobb egyiranyu fliggvény jeloltet is a rendelkezésiinkre bocsat. A tovabbiak
sordn a bemenetek és kimenetek hossza nem pontosan n, csak polinomialis n-ben.

A faktorizacios probléma. Jeloljon x két n hosszi primet (mondjuk a primségiik bi-
zonyitasaval egyiitt). Legyen f(n,z) ezen két prim szorzata. Ez a probléma sok specialis
esetben megoldhat6 polinom idében, de az esetek tobbsége tovabbra is nehéz.

A diszkrét logaritmus probléma. Adott egy p prim, p-nek egy g primitiv gyoke és egy
i < p pozitiv egész, a kimenet pedig p, g és y = ¢° mod p. Ennek a megforditasat nevezik
diszkrét logaritmus probléméanak, mivel adott p, g,y esetén i-t keressiik, amit y-nak p-re
vonatkoz6 diszkrét logaritmusdnak vagy indexének is hivnak.

A diszkrét négyzetgyok probléma. Adottak az m és x < m pozitiv egészek, a fliggvény
kimenete m és y = z? mod m. Ennek megforditasa, hogy talaljuk meg azt az x szamot,
melyre 22 = y (mod m). Ez polinom idében megoldhaté egy véletlen algoritmussal,
amennyiben m prim, altalaban viszont nehéz megoldani.

7.6. Diszkrét négyzetgyokok

Ebben a fejezetben a négyzetgyokvonas szamelméleti algoritmusat targyaljuk.
A 0,1,...,p— 1 egészeket (modulo p) maradékoknak hivjuk. Legyen p paratlan prim.
Egy y-t akkor hivunk az z (modulo p) négyzetgyokének, ha

y> =1z (mod p).

Ha z-nek van négyzetgyoke, akkor kvadratikus maradéknak hivjuk. Ha nincs, akkor
pedig kvadratikus nemmaradéknak.

Vilagos, hogy a 0-nak csak egy négyzetgyoke van modulo p, hiszen ha > =0 (mod p),
akkor ply? és mivel p prim, ezért p|y is teljesiil. Minden més egész x esetén, ha y az x
négyzetgyoke, akkor p —y = —y (mod p) is az és nincsen mas. Valéban, ha 22 = x
valamely z maradékkal, akkor p|y? — 2% = (y — 2)(y + 2) és igy ply — z vagy ply + z. Tehat
zZ =y vagy z = —y.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy nem minden egésznek van négyzetgyoke modulo p, hiszen
a négyzetre emelés a nemnulla maradékokat egy (p — 1)/2 elemii részhalmazra képezi, igy
a tobbi (p — 1)/2 maradéknak nincs négyzetgyoke.

A kovetkez6 lemma megad egy egyszerti modszert annak eldontésére, hogy egy mara-
déknak van-e négyzetgyoke.

7.6.1 Lemma: Egy v maradéknak akkor és csak akkor van négyzetgyoke, ha

2P~V/2 =1 (mod p). (7.6)
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Bizonyitas: Ha xz-nek van egy y négyzetgyoke, akkor
2P D2 =y~ =1 (mod p)

kovetkezik a Kis Fermat Tételbsl. A forditott irany bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy
zP=1/2 _ 1 foka (p — 1)/2, ezért legfeljebb (p — 1)/2 ,,gydke” van modulo p (ezt hasonlo-
képpen bizonyithatjuk, mint azt a jol ismert tételt, miszerint egy n-ed foku polinomnak
legfeljebb n valos gyoke van). Mivel minden kvadratikus maradék gyoke z(P~1/2 _ 1 nek,
ezért egyetlen kvadratikus nemmaradék sem lehet az. O

De vajon hogyan talédlhatjuk meg ezt a négyzetgyokot? Némelyik primre nem nehéz:

7.6.2 Lemma: Tegyiik fel, hogy p =3 (mod 4). Ekkor minden x kvadratikus maradék
esetén zPtV/4 g7 négyzetgyoke.

Valéban,
(x<p+1>/4)2 — 2 PHD/2 — 5 -D/2 = 4 (mod p).

A p=1 (mod4) eset ennél nehezebb és a megoldas véletlent hasznal. Igazabol a
véletlenre csak a kovetkez§ segédalgoritmusban van sziikség.

7.6.3 Lemma: Legyen p egy pdratlan prim. FEkkor van olyan véletlen algoritmus mely
polinom iddben taldl egy kvadratikus nemmaradékot modulo p.

Ilyet igy tudunk csinélni, hogy valasztunk egy véletlen z # 0 maradékot és teszteljiik a
7.6.1 Lemma segitségével, hogy kvadratikus nemmaradék-e. Ha nem, akkor valasztunk egy
1j z-t. Mivel a talalat valoszintsége 1/2, ezért atlagosan 2 probalkozéassal fogunk talalni
egyet.

Természetesen elkeriilhetjiik a véletlen hasznalatat, ha sorban teszteljiikk a 2,3,5,7, ...
szamokat. El6bb vagy utébb talalunk egy kvadratikus nemmaradékot. Azt viszont nem
tudjuk, hogy a legkisebb kvadratikus nemmaradék megtalalhato-e ily moédon polinom idé-
ben. Sejtés, hogy O(log2 p)-nél tobb lépés nem kell ezzel a modszerrel sem.

Térjiink vissza arra a problémara, hogy miként talalhatjuk meg egy x maradék négy-
zetgyokét, ha a p primre p =1 (mod 4). Ekkor van olyan ¢ paratlan és k > 2 egész, hogy
p—1=2"q.

ElGszor keresiink egy z kvadratikus nemmaradékot. Az Gtlet az, hogy keresiink egy pé-
ros hatvany z%-t, amire 292% =1 (mod p). Ekkor y = z(¢71/22t  (mod p) négyzetgydke
z-nek, hiszen
2 — qt1,2t

Y =z (mod p).

Egy ilyen z-hatvanyt tgy taldlunk, hogy keresiink minden j < k—1 egészhez egy t; > 0
egészet gy, hogy

2?42 = (mod p). (7.7)
Ez j = O-ra éppen megadja amit keresiink. Ha j = k — 1, akkor j6 lesz a {1 = ¢:

22571025 (-1)/2,0-1 — ¢ (mod p),
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miutan x kvadratikus maradék és a Kis Fermat Tételbdl kovetkezen 2P~ =1  (mod p).
Ez azt sugallja, hogy visszafel¢ konstrualjuk meg a t;-ket, azaz j = k — 2,k — 3,... sor-
rendben.

Tegyiik fel, hogy mar tudjuk ¢;-t (j > 0), és t;_i-t akarjuk megtalalni. Tudjuk, hogy

g 20+ i-1q 2it, i—lq 2it;
pla?'12? tﬂ—lz(xQ qz2t1—1)<x2 q22t7+1>

Megnézziik, hogy a két tényez6 koziil melyik oszthatod p-vel. Ha az els6, akkor t;_1 = ¢;
jo, ha a mésodik, akkor legyen

tji1=1;+ 2k_j_lq.
Ez j6 valasztas, hiszen

j—1 Jt. j—1 .+ ok—1 j—1 Jt. _
$2 q22 tji—1 _ 562 q22 ti+2 q_ .TQ qZ2 t]Z(p 1)/2 = (_1)(_1) _ 1’

mivel z kvadratikus nemmaradék.
Ezzel teljesen leirtuk az algoritmust.

Feladatok. 1. Mutassuk meg, hogy egy egész négyzetre emelése nem véletlen szam
generator.

2. Egy x sorozatra jelolje rev(z) az x megforditasat. Mutassuk meg, hogy ha g(s)
biztonsagos véletlen szam generator, akkor rev(g(s)) is az.
3. Ha P = NP, akkor nem létezik egyirdnyu fiiggvény.

4. Tekintsiik a kovetkezd véletlen szam generdtort. A generator egy n bites x egészet
vesz magnak és a kimenete |23/10"|. Mutassuk meg, hogy ez a véletlen szam generator
nem biztonsagos.



8. fejezet

Parhuzamos algoritmusok

A technologia fejlédése egyre nagyobb sullyal veti f6l a parhuzamos szamitasok matemati-
kai alapjainak kidolgozasat. A nagy energiaval folytatott kutatasok dacara sincs azonban
a parhuzamos szamitéasoknak teljesen kiforrott modellje. A legf6bb probléma az egyes
processzorok ill. részprogramok kozotti kommunikacié modellezése: ez torténhet kozvetlen
csatornékon, elére adott Gsszekottetések mentén, ,radidadasszertien” stb.

Egy masik tobbféleképpen modellezhet§ kérdés az egyes processzorok orainak Ossze-
hangolasa: ez torténhet kozos jelekkel, vagy egyaltalan nem.

Ebben a fejezetben csak egy modellt targyalunk, az tn. parhuzamos RAM-ot, mely
bonyolultsdgelméleti szempontbol talan a ,legtisztabb”; és a legjobban ki van dolgozva. Az
erre a specialis esetre elért eredmények mindazonaltal a szamitasok parhuzamosithatoséga-
nak néhany alapkérdését exponéljak. Az ismertetett algoritmusok pedig ugy tekinthetdk,
mint egy magas szintl nyelven megirt programok: ezeket a konkrét technologiai megolda-
soknak megfelelGen implementalni kell.

8.1. Parhuzamos RAM

Parhuzamos szamitast végz6 gépek elméleti szempontbol legtobbet vizsgalt matematikai
modellje a parhuzamos RAM (PRAM). Ez p > 1 azonos RAM-bol (processzorbol) all. A
gépek programtéara kozos, és van egy kozos memoriajuk is, mely mondjuk az x[i] reke-
szekbdl &ll (ahol i az egész szamokon fut végig). Kényelmes lesz feltenni (bar nem volna
okvetleniil sziikséges), hogy sajat tulajdonukban van végtelen sok wu[i| (i € ZZ) memoria-
rekesziik. Indulaskor minden processzor u[0] rekeszében a processzor sorszama all (ha ez
nem volna, minden processzor ugyanazt csinalnél!). A processzor irhat és olvashat a sa-
jat wu[i] rekeszeibe/-bol és a kozos x[i] memoriarckeszekbe/-bsl. Masszoval, a RAM-nal
megengedett utasitasokhoz hozza kell még venni az

uli] :==0; uli] :== uli] + 1; uli] := uli] — 1;
uli] := wli] + ulg]; uli] = uli] = uljl; wfuld] = uj]; uli] := wululf]];
uli] := x[ulj]]; zluli]] :== ulj]; IF u[i]] <0 THEN GOTO p
utasitasokat.
A bemenetet az x[0], z[1],... rekeszekbe irjuk. A bemenet és a (kozos) program mellé

meg kell adni azt is, hogy hany processzorral dolgozunk; ezt irhatjuk pl. az x[—1] rekeszbe.
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A processzorok parhuzamosan, de titemre hajtjak végre a programot. (Mivel a sajat neviik
is szerepet jatszik, el6bb-utobb nem ugyanazt fogjék szdmolni.) Logaritmikus koltségfligg-
vényt hasznalunk: pl. egy k egész szamnak az x[t] memoriarekeszbe valé beirasanak vagy
kiolvasasanak ideje a k és t jegyeinek egylittes szama, vagyis kb. log|k| 4 log|t|. A kovet-
kez6 iitem akkor kezdddik, ha az el6z6 miiveletet minden processzor végrehajtotta. Egy
iitem idejét tehat a legtobb idét igénybevevs processzor hatarozza meg. A gép akkor all
meg, ha minden processzor olyan programsorhoz ér, melyben nincsen utasitas. A kimenet
az x[i] rekeszek tartalma.

Egy fontos tisztazando kérdés, hogy hogyan szabélyozzuk a kézos memoria hasznalatat.
Mi torténik, ha tobb processzor ugyanabba a rekeszbe akar irni vagy ugyanonnan akar
olvasni? Az ilyen konfliktusok elkeriilésére kiillonb6z6 konvenciok léteznek. Ezek koziil
hérmat emlitiink:

e Nem szabad két processzornak ugyanabbdl a rekeszbdl olvasni vagy ugyanabba a
rekeszbe irni. Ezt teljesen konfliktusmentes modellnek nevezziik (angolul ezclusive-
read-exclusive-write, roviditve EREW). Ez gy értendd, hogy a programozonak kell
gondoskodnia arrdl, hogy ez ne kovetkezzen be; ha mégis megtorténne, a gép prog-
ramhibat jelez.

e Talan legtermészetesebb az a modell, melyben megengedjiik, hogy tobb processzor is
ugyanazt a rekeszt olvassa, de ha ugyanoda akarnak irni, az mar programhiba. Ezt
félig konfliktusmentes modellnek nevezziik (concurrent-read-exclusive-write, CREW).

e Szabad tobb processzornak ugyanabbol a rekeszbdl olvasni és ugyanabba a rekeszbe
irni is, de csak akkor, ha ugyanazt akarjak beirni. (A gép akkor all le programhibéaval,
ha két processzor ugyanabba a rekeszbe mas-mas szamot akar beirni). Ezt konfliktus-
korldtozo modellnek nevezzik (concurrent-read-concurrent-write, CRCW).

e Szabad tObb processzornak ugyanabbol a rekeszbdl olvasni és ugyanabba a rekeszbe
irni. Ha tobben akarnak ugyanoda irni, a legkisebb sorszamunak sikeriil. Ezt a
modellt elsébbségi modellnek nevezziik (priority concurrent-read-concurrent-write, P-

CRCW).

Feladatok.

1. a) Mutassuk meg, hogy két n hosszusagu 0-1 sorozatrol n processzorral az els6bb-
ségi modellben O(1) lépésben, a teljesen konfliktusmentes modellben O(logn) 1épésben
megallapithat6, hogy lexikografikusan melyik a nagyobb.

b*) Mutassuk meg, hogy a teljesen konfliktusmentes modellben ehhez Q(logn) lépés
kell is.

c*) Hany lépés kell a masik két modellben?

2. Mutassuk meg, hogy két n hosszisagu 0-1 sorozatnak, mint kettes szadmrendszer-
beli szamnak az Gsszegét n? processzorral O(1) lépésben ki lehet szamitani az els6bbségi
modellben.

3. a) Mutassuk meg, hogy n darab legfeljebb n hosszisagu 0-1 sorozatnak, mint kettes
szadmrendszerbeli szdimnak az 6sszegét n? processzorral O(log n) lépésben ki lehet szamitani
az els6bbségi modellben.

b*) Mutassuk meg, hogy ehhez n? processzor is elég.
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¢*) Csinaljuk meg ugyanezt a teljesen konfliktusmentes modellben is.

Nyilvanval6, hogy a fenti modellek egyre erésebbek, hiszen egyre tobbet engednek meg.
Megmutathaté azonban, hogy — legalabbis ha a processzorok szdma nem tul nagy — a leg-
ersebb els6bbségi modellben elvégezhets szamitasok sem sokkal gyorsabbak a leggyongébb
teljesen konfliktusmentes modellben végezhetéknél. Erre vonatkozik a kévetkezd lemma:

8.1.1 Lemma: Minden P programhoz létezik olyan Q program, hogy ha P egy bemenetbdl
p processzorral t iddben kiszdmit eqy kimenetet az elsébbségi modellben, akkor a Q program
O(p?) processzorral O(t - log? p) idében a teljesen konfliktusmentes modellben szimitja ki
ugyanazt.

(A PRAM-nal a processzorok szamat nem csak azért kell megadni, mert ettdl fligg
a szadmitas, hanem azért is, mert ez — az id6 és tar mellett — a szamitas igen fontos
bonyolultsagi mértéke. Ha ezt nem korlatozzuk, akkor igen nehéz feladatokat is nagyon
roviden meg tudunk oldani. pl. egy graf 3 szinnel val6 szinezhetdségét el tudjuk donteni ugy,
hogy az alaphalmaz minden szinezéséhez és a graf minden éléhez csinalunk egy processzort,
mely megnézi, hogy az adott szinezésben az adott él két végpontja kiilonb6zd szinti-e. Az
eredményeket persze még Osszesiteni kell, de ez is megoldhato O(log n) lépésben.)

Bizonyitas: A P programot végrehajté minden processzornak meg fog felelni egy pro-
cesszor a @ program végrehajtésa soran. Ezeket fénok-processzoroknak nevezziik. Ezen-
feliil a Q programban minden fénékprocesszornak p tovabbi ,segédprocesszora” is lesz.

Az a konstrukcié alapgondolata, hogy ami a P program futésa soran egy adott iitem
utan a z cimd memoriarekeszben van, az a Q program futésa soran a megfelels iitemben a
2pz,2pz +1,...,2pz + p — 1 cimd rekeszek mindegyikében meglegyen. Ha a P kovetkezd
iitemében az i-edik processzor z cimi rekeszbdl kell, hogy olvasson, akkor a Q program
kovetkezs iitemében az ennek megfelel6 processzor olvashatja az 2pz + ¢ cimi rekeszt. Ha
pedig ebben az titemben (P szerint) a z cimi rekeszbe kell, hogy irjon, akkor Q szerint
az 2pz + i rekeszbe irhat. Ez biztosan elkeriili az 6sszes konfliktust, mert a kiilonbozd
processzorok modulo p kiilénb6z6 rekeszeket hasznéalnak.

Gondoskodni kell azonban arrdl, hogy a Q program futasa soran a 2pz, 2pz+1, ..., 2pz—+
p — 1 rekeszekbe mindegyikébe az a szam keriiljon, amit az els6bbségi szabaly a P program
futdsanak megfelels iitemében z-be ir. Ehhez a P futdsat szimuldlé minden iitem utan
beiktatunk egy O(log p) ,lépésbdl” allo fazist, amely ezt megvalositja.

Elgszor is minden olyan processzor, mely az el6z6 (P-t szimulalo) titemben irt, mondjuk
az 2pz+1i cimi rekeszbe, ir egy 1-est az 2pz+p-+i cimi rekeszbe. A kovetkezd ,elsd 1épésben”
megnézi, hogy az 2pz + p + i — 1 rekeszben 1-es all-e. Ha igen, elalszik ennek a fazisnak a
hatralevé idejére. Ha nem, akkor 6 ir oda 1-est, majd ,folébreszti” egy segédjét. Altalaban,
a k-adik lépésben az i processzornak 28! segédje lesz ébren (magat is beleértve), és ezek
rendre az 2pz+p+i—2F71, .. 2pz4pti—(2F—1) cimii rekeszeket olvassak le. Amelyik 1-est
talal, elalszik. Amelyik nem talal 1-est, az 1-est ir, folébreszt egy 1j segédet, azt 251 hellyel
,balra” kiildi, mig maga 2" hellyel ,balra” 1ép. Amelyik segéd kiér a [2pz + p, 2pz + 2p — 1]
intervallumbol, elalszik; ha egy f6nok kiér ebbdl az intervallumbol, akkor mér tudja, hogy
6 ,,gy6zott”.

Koénnyd meggondolni, hogy ha a P program megfelel§ iitemében tobb processzor is
irni akart a z rekeszbe, akkor az ezeknek megfelel§ f6nokok és segédeik nem keriilnek
konfliktusba, mialatt az [2pz + p, 2pz + 2p — 1] intervallumban mozognak. A k-adik lépésre
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ugyanis az i processzor és segédei 2pz + p + i-t61 lefelé 2871 egymasutani helyre 1-t irtak.

Minden téliik jobbra induld processzor és annak minden segédje ebbe sziikségképpen bele
fog 1épni, és ezért elalszik, mielStt konfliktusba keriilhetne az i-edik processzor segédeivel.
Azt is mutatja ez, hogy mindig egyetlenegy f6nok fog gydzni, éspedig a legkisebb sorszama.

A gy6zének” még az a dolga, hogy amit a megfelels 2pz + i rekeszbe irt, azt most az
egész [2pz,2pz + p — 1] intervallum minden rekeszébe beirassa. Ezt kénnyt megtenni az
el6z6h6z nagyon hasonlé eljarassal: ¢ maga beirja a kivant értéket az 2pz cimd rekeszbe,
majd folébreszt egy segédet; beirjak a kivant értéket az 2pz + 1 és 2pz + 2 rekeszekbe,
majd folébresztenek egy-egy segédet stb. Ha mindannyian kiértek a [2pz,2pz + p — 1]
intervallumbol, johet a kovetkezd szimuléalo iitem.

A segédek folébresztésének megtervezését az olvasora bizzuk.

A fenti ,lépések” végrehajtasa tobb programsor végrehajtasat jelenti, de konnyd latni,
hogy mar csak korlatos szamiuiét, melyek koltsége logaritmikus koltségii modell esetén is
csak O(log p+log z). Igy két szimulalé iitem kozott csak O((log p)(log p+log 2)) id6 telik
el. Mivel maga a szimulalandé iitem is beletelik log z id6be, ez csak O(log p)?-szeresére
noveli a futasi id6t. U

A tovébbiakban, ha kiilon nem mondjuk, a konfliktusmentes modellt (EREW) hasz-
naljuk. Az el6z6 lemma miatt nem jelentene lényeges kiilonbséget az sem, ha barmilyen
més megallapodést tennénk.

Az alabbi éllitas kdnnyen belathato:

8.1.2 Allitas: Ha egy szamitds elvégezhetd p processzorral t lépésben legfeljebb s jegyd
szamokkal, akkor minden q < p-re elvégezhetd q processzorral O(tp/q) lépésben legfeljebb
O(s + log(p/q)) jegyt szamokkal. Specidlisan, elvégezhetd szekvencidlis (nem-pdrhuzamos)
RAM-on O(tp) lépésben O(s + logp) jegyi szdmokkal. O

A péarhuzamos algoritmusok komplexitaselméletének alapkérdése ennek a megforditott-
ja: tekintlink egy NV ideji szekvencialis algoritmust, és szeretnénk ezt p processzoron ,lé-
nyegében” N/p (mondjuk, O(N/p)) id6 alatt megvalositani. A kovetkezd pontban az e
kérdés altal motivalt bonyolultségi osztalyokat fogjuk attekinteni.

A randomizélas, mint latni fogjuk, parhuzamos szamitasok esetén még fontosabb esz-
koz, mint a szekvencialis esetben. A randomizdlt parhuzamos RAM csak abban kiilonbozik
a fentebb bevezetett parhuzamos RAM-t6l, hogy minden processzornak van egy tovabbi
w rekesze, melyben mindig 1/2 valoszintiséggel 0 vagy 1 all. Ha ezt kiolvassa a megfelels
processzor, akkor 1j véletlen bit jelenik meg benne. A véletlen bitek (egy processzoron
beliil is, meg a kiilonb6z6 processzoroknal is) teljesen fliggetlenek.

8.2. Az NC osztaly

Egy f:{0,1}* — {0, 1}* fiiggvényt NC-kiszdmithatonak neveziink, ha van olyan program
a parhuzamos RAM-ra, és vannak olyan c¢1, co > 0 konstansok, hogy minden x bemenetre
a program f(z)-et O(|z|°") processzorral teljesen konfliktusmentesen O((log |z|)?) id6ben
kiszamitja. (A 8.1.1 Lemma szerint nem valtoztatna ezen a definicion, ha pl. az elsbbségi
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modellt hasznéalnank.)

Az NC nyelvosztaly azokbol az £ C {0,1}* nyelvekbdl all, melyek karakterisztikus
fiiggvénye NC-algoritmussal kiszdmithato. (Nem valtoztatna ezen a definicion, ha pl. az
els6bbségi modellt hasznélnank.)

Megjegyzés: Az NC osztaly bevezetésének nem az a célja, hogy gyakorlatban elvé-
gezhetd parhuzamos szamitasokat modellezzen. Nyilvanvald, hogy a gyakorlatban a lo-
garitmikus idénél sokkal tobbet hasznalhatunk fol, de (legaldbbis a belathato jovében) a
polinomialisnal sokkal kevesebb processzoron. A fogalom célja az, hogy leirja azokat a
feladatokat, melyeket polinomialis szamu mivelettel ki lehet szamolni, éspedig gy, hogy
ezeket szinte a lehetd legjobban parhuzamositjuk (n hossztisdgi bemenet esetén a teljesen
konfliktusmentes gépen mar ahhoz is log n id6 kell, hogy az adatokat kapcsolatba hozzuk
egyméssal).

Nyilvanvalo, hogy NCCP. Nem ismeretes, hogy itt az egyenlGség all-e, de az a valoszind,
hogy nem.

A randomizalt NC, roviditve RNC nyelvosztalyt a BPP osztaly mintdjara definialjuk.
Ez azokbol az L nyelvekbdl all, melyekhez van olyan program, mely a randomizalt PRAM-
on minden x € {0, 1}* bemenetre O(|z[*"s*) processzorral (mondjuk, teljesen konfliktus-
mentesen) O((log|z|)¥°"5!) idében 0-t vagy 1-et szamit ki. Ha = € £, akkor a 0 eredmény
valoszintisége kisebb, mint 1/4, ha o € £, akkor az 1 eredmény valoszintisége kisebb, mint
1/4.

Az NC osztaly koriil kiépitheté egy hasonld bonyolultsdgelmélet, mint a P osztaly
koriil. Definidlhato egy nyelv NC-visszavezetése egy masik nyelvre, és pl. a P osztalyon
beliill megmutathato, hogy vannak P-teljes nyelvek, vagyis olyanok, melyekre minden més
P-beli nyelv NC-visszavezethets. FEnnek részleteivel itt nem foglalkozunk, csak néhany
fontos példara szoritkozunk.

8.2.1 Allitas: A hdromsziget tartalmazd grifok adjacencia-mdtrizai NC-beli nyelvet al-
kotnak.

Algoritmus: Lényegében trividlis. El§szor meghatarozzuk a graf n pontszamat. Majd az
i+ jn+ kn? sorszamu processzort megbizzuk, hogy nézze meg, hogy az (i, j, k) pontharmas
haromszoget alkot-e. A valaszokat binéris fa segitségével gytijtjiik Gssze.

Kovetkezd példank kevéshé trivialis, s6t talan els6 pillanatra meglepd: grafok Osszefiig-
gbsége. A szokasos algoritmus (széltében vagy hosszaban keresés) ugyanis igen erésen szek-
vencidlis, minden lépés a korabbi 1épések eredményétsl erdsen flige. A parhuzamositashoz
hasonlo triikkot alkalmazunk, mint amelyet aldl fejezetben Savitch tételének bizonyitasanal
hasznéltunk.

8.2.2 Allitas: Az dsszefiiggd grdfok adjacencia-mdtrizai NC-beli nyelvet alkotnak.

Algoritmus: Az algoritmust az elsébbségi modellben irjuk le. Az i + jn + kn? sorszami
processzort ismét a (i, j, k) pontharmas figyelésével bizzuk meg. Ha a pontharmasban két
élt 1at, akkor a harmadikat is behtizza. Ha ezt t-szer ismételjiik, akkor nyilvan pontosan
azok a pontparok lesznek Gsszektve, melyek tévolsaga az eredeti grafban legfeljebb 2.
Igy O(log n)-szer ismételve akkor és csak akkor kapunk teljes grafot, ha az eredeti graf
Osszefiiggs volt.

Nyilvan hasonléan donthets el, hogy két pontot 6sszekdt-e ut, s6t a két pont tavolsaga
is meghatarozhato a fenti algoritmus alkalmas modositaséval.
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A kovetkezd algoritmus parhuzamos szamitésok talan legfontosabb eszkoze.

8.2.3 Csanky tétele: Bdrmely egész mdtrixz determindnsa NC-kiszamithato. Kovetkezés-
képpen az invertdlhato mdtrizok NC-beli nyelvet alkotnak.

Algoritmus: Egy CSISzTOV-t6l szarmazo algoritmust ismertetiink. Elérebocsatjuk, hogy
egy matrix hatvanyait kénnyen ki tudjuk szamitani NC-értelemben. Elgszor is két vektor
skaléris szorzatat ki tudjuk szamitani Ggy, hogy a megfelel elemeiket — parhuzamosan
— Osszeszorozzuk, majd az igy kapott szorzatokat parokba osztva Osszeadjuk, a kapott
Osszegeket parokba osztva Osszeadjuk stb. Ezekutan két métrix szorzatat is ki tudjuk
szamitani, hiszen a szorzat minden eleme két vektor skalaris szorzata, és ezek parhuzamosan
szamolhatok. Ugyanezt a modszert még egyszer alkalmazva ki tudjuk szamitani egy (nxn)-
es matrix k-adik hatvanyat is minden k < n-re.

Az otlet ezekutan az, hogy a determinanst alkalmas matrix-hatvanysorként prébaljuk
elgallitani. Legyen B egy (nxn)-es matrix, és jelolje By, a B bal fels6 sarkaban allo (kx k)-as
részmatrixot. Tegylik fol egyeldre, hogy ezek a By részmétrixok nem szingularisak, vagyis
a determinansuk nem 0. Ekkor B matrix invertidlhato, és az inverzére vonatkozoé ismert
formula szerint

(B™Yn =det B,_1 / det B,

ahol (B™1),,,, a B~! matrix jobb alsé sarkaban allo elemet jeloli. Innen

det Bn—l
det B=———.
(B™Y)nn
Ezt folytatva kapjuk, hogy
1
det B = T — —
(B™Ynn - (B2 )n—1m-1 -+ (By 1

[rjuk B-t B = I — A alakba, ahol I = I, az (n x n)-es egységmatrix. Feltéve egy pillanatra,
hogy A elemei elég kicsik, érvényes az alabbi sorfejtés:

Bil'=L+ A+ A7 + ...
és igy

(B ke = 1+ (A)ke + (AR)kk + - .-
Innen

(ByYew) ™t = U+ (A + (A +...) 7
= 1= (A + A + )+ (A + A + ... 1P+ ..,

és igy

det B=]] (1 — [(Ar)ke + (A e+ ]+ [(Adke + A+ 2+ . )
k=1

Persze, ezt a végtelen sorokbol alkotott végtelen sort nem tudjuk igy kiszamitani. Allitjuk
azonban, hogy elég minden sorbdl az elsé n tagot kiszamitani. Pontosabban, helyettesit-
siink A helyébe tA-t, ahol t valos valtozo. Elég kis t-re az I + tA; matrixok biztosan
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nem-szingulérisak, igy a fenti sorfejtések érvényesek. Ennél azonban tobbet is nyeriink. A
helyettesités utan a formula igy néz ki:

det(l —tA)

IIE:

( [E(Ak)ke + (AR + - -]

+[t<Ak>kk + (ARt ).

Most jon a dontd otlet: a baloldalon t-nek egy legfeljebb n-edfokt polinomja all, ezért a
jobboldali hatvanysornak is elég a legfeljebb t-edfoki tagjait kiszamitani! Igy det(l —tA)
a kovetkezG polinom legfeljebb n-edfokutagjaibol all:

-1 Z(— > A

k=1 7=0 m=1
Méarmost az F(t) polinomot definialdé formula, barmennyire is bonyolult, konnyen kisza-
mithatéo NC-értelemben. FElhagyva belSle az n-nél magasabb foku tagokat, megkapjuk
det(I —tA)-t. Ebben t=1-et helyettesitve, megkapjuk (det B)-t. O

Az 5.1.4 Tételt alkalmazva véletlen helyettesitéssel, a kivetkezs fontos alkalmazashoz
jutunk:

8.2.4 Kovetkezmény: A teljes pdrositdst tartalmazo grafok adjacencia-mdtrizai RNC-bels
nyelvet alkotnak.

Ennek a ténynek nem ismeretes kombinatorikai (Csanky tételét nem hasznald) bizo-
nyitasa. Megjegyzends, hogy ez a bizonyitas csak azt allapitja meg, hogy a grafban van-e
teljes parositas, de nem adja meg a teljes parositast, ha az létezik. Ez a jelentGsen nehezebb
probléma is megoldhat6 azonban RNC-értelemben (KARP, UPFAL és WIGDERSON).



9. fejezet
Dontési fak

Igen sok algoritmus logikai vaza egy faval irhaté le: a gyokérbdl indulunk, és minden el-
adgazasi pontban az hatarozza meg, hogy melyik élen megytink tovabb, hogy egy bizonyos
,teszt” milyen eredményt ad. Peéldaul a legtobb sorbarendezési algoritmus idénként Gssze-
hasonlitdsokat tesz bizonyos elemparok kozott, és aszerint folytatja a munkét, hogy az
osszehasonlitasnak mi az eredménye. Foltessziik, hogy az elvégzett tesztek minden sziiksé-
ges informaciot tartalmaznak a bemenetrdl, vagyis ha egy végponthoz érkeztiink, akkor a
kimenetet mér csak le kell olvasnunk végpontrol. Az algoritmus bonyolultsagarol képet ad
a fa bonyolultsaga; pl. a fa mélysége (a gyokérbdl kiindulo leghosszabb ut élszdama) azt adja
meg, hogy a legrosszabb esetben hany tesztet kell elvégezniink a futés soran. Természete-
sen minden algoritmust leirhatunk trivialis, 1 mélységi faval (a gyokérben elvégzett teszt
a végeredmény kiszamitésa); ezért ennek az algoritmus-séméanak csak akkor van értelme,
ha megszoritjuk, hogy az egyes csiicsokban milyen teszt végezhets el.

Latni fogjuk, hogy a dontési fak nemcsak egyes algoritmusok szerkezetét teszik szem-
léletessé, hanem arra is alkalmasak, hogy alsé korlatot bizonyitsunk be a mélységiikre.
Egy ilyen also korlat tigy interpretalhato, hogy a feladat nem oldhaté meg (a legrosszabb
bemenetre) ennél kevesebb lépésben, ha feltessziik, hogy a bemenetrsl csak a megenge-
dett teszteken keresztiil nyerhetd informécio (pl. sorbarendezésnél az adott szamokat csak
egyméssal hasonlithatjuk Ossze, nem végezhetiink veliik aritmetikai miiveleteket).

9.1. Dontési fakat hasznalé algoritmusok

Tekintsiink néhany egyszerd példat.

a) Hamis pénz megtalalasa egykara mérleggel. Adott n kiilsére egyforma pénz-
darabunk. Tudjuk, hogy mindegyiknek 1g silytinak kellene lenni; de azt is tudjuk, hogy
egy hamis van kozottiik, mely konnyebb a tobbinél. Van egy egykart meérlegiink; ezen
megmérhetjiikk a pénzdarabok tetszGleges halmazéanak a silyat. Hany méréssel tudjuk el-
donteni, hogy melyik pénzdarab a hamis?

A megoldas egyszerti: egy méréssel a pénzdarabok tetszéleges halmazarol el tudjuk
donteni, hogy koztiik van-e a hamis. Ha [n/2] pénzdarabot tesziink fol a mérlegre, akkor
egy mérés utan mar csak legfeljebb [n/2] pénzdarab koziil kell kivalasztani a hamisat. Ez
a rekurzio [logy n| lépésben ér véget.
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Az algoritmust egy gyOkeres binaris faval jellemezhetjiik. Minden v cstcsnak megfelel
a pénzdaraboknak egy X, részhalmaza; ebbe a csticsba érve mar tudjuk azt, hogy a hamis
pénz ebbe a részhalmazba esik. (A gyokérnek az egész halmaz, a végpontoknak 1 elemi
halmazok felelnek meg.) Minden v elagazasi pontra az X, részhalmazt két részre osztjuk;
ezek elemszama [|X,|/2] és || Xy|/2]|. Ezek felelnek meg a v fiainak. Az elsét lemérve
megtudjuk, hogy a hamis pénz melyikben van.

b) Hamis pénz megtalalasa kétkara mérleggel. Ismét csak adott n kiilsére egy-
forma pénzdarabunk. Tudjuk, hogy egy hamis van kozottiik, mely konnyebb a tobbinél.
Ezuttal egy kétkart mérlegiink van, de siilyok nélkiil. Fzen sszehasonlithatjuk, hogy pénz-
darabok két (diszjunkt) halmaza koziil melyik a konnyebb, ill., hogy egyenléek-e. Hény
méréssel tudjuk eldonteni, hogy melyik pénzdarab a hamis?

Egy mérés abbdl all, hogy mindkét serpeny6be azonos szamu pénzdarabot tesziink. Ha
az egyik oldal kénnyebb, akkor abban a serpeny6ben van a hamis pénz. Ha a két oldal
egyforma sulyi, akkor a kimarad6 pénzek k6zott van a hamis. Legcélszertibb, ha mindkét
serpenyGbe [n/3] pénzdarabot tesziink; ekkor egy mérés utan mar csak legfoljebb |[n/3|
pénzdarab koziil kell kivalasztani a hamisat. Ez a rekurzio [logs n| lépésben ér véget.

Mivel egy mérésnek 3 lehetséges kimenete van, az algoritmust egy olyan gyokeres faval
jellemezhetjiik, melyben az elagazasi pontoknak 3 fiuk van. Minden v csticsnak megfelel a
pénzdaraboknak egy X, részhalmaza; ebbe a csticsba érve mér tudjuk azt, hogy a hamis
pénz ebbe a részhalmazba esik. (Mint fent, most is a gyokérnek az egész halmaz, a vég-
pontoknak 1 elemt halmazok felelnek meg.) Minden v elagazasi pontra az X, részhalmazt
harom részre osztjuk; ezek elemszama rendre [|X,|/3], [|Xy|/3] és | Xy| —2[|Xy|/3]. Ezek
felelnek meg a v fiainak. Az els6 kett6t Osszehasonlitva megtudjuk, hogy a hamis pénz
melyikben van.

Feladat. 1. Mutassuk meg, hogy kevesebb méréssel sem az a), sem a b) feladatban nem
lehet célt érni.

c) Sorbarendezés. Adott n elem, melyek (szamunkra ismeretlen modon) rendezve
vannak. Arra tudunk eljarast, hogy két elem sorrendjét eldontsiik; ezt egy dsszehasonli-
tasnak nevezziik és elemi 1épésnek tekintjiikk. Minnél kevesebb ilyen Gsszehasonlitas aran
szeretnénk a teljes rendezést meghatarozni. Erre az adatkezelési alapfeladatra igen sok
algoritmus ismeretes; itt csak olyan mélységig foglalkozunk a kérdéssel, amennyi a dontési
fak illusztralasdhoz sziikséges.

Nyilvanvalo, hogy (g) Osszehasonlitas elég: ezzel megtudhatjuk barmely két elemrdl,
hogy melyik a nagyobb, és ez meghatarozza a rendezést. Ezek az Gsszehasonlitasok azon-
ban nem fiiggetlenek: a tranzitivitas alapjan bizonyos parok sorrendjére gyakran kovet-
keztethetiink. Valoban, elegends > ), [logyn] ~ nlogyn Gsszehasonlitast tenni. Ez a
legegyszertibben igy lathato be: tegyiik f6l, hogy az els6 n — 1 elem rendezését mar megha-
taroztuk. Ekkor csak az n-edik elemet kell ,beszirni”’, ami nyilvanvalé6 médon megtehetd
[logy n| Gsszehasonlitassal.

Ez az algoritmus, de barmely mas olyan sorbarendezd algoritmus is, mely 0sszehasonli-
tasokkal dolgozik, leirhatd egy binaris faval. A gyokér megfelel az els§ Gsszehasonlitasnak;
ennek eredményétdl fiiggben az algoritmus eldgazik a gyokér valamelyik fidba. Itt ismét
egy Osszehasonlitast végziink stb. Minden végpont egy teljes rendezésnek felel meg.
Megjegyzés. A fenti sorbarendezd algoritmusnél csak az Gsszehasonlitasokat szamoltuk.
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Egy igazi programmnal figyelembe kellene venni az egyéb miiveleteket is, példaul az adatok
mozgatasat sth. A fenti algoritmus ebbdl a szempontbol nem jo, mert minden egyes beszu-
rasnal akar az Gsszes korabban elhelyezett elemet meg kell mozgatni, és ez const-n? tovabbi
lépést jelenthet. Léteznek azonban olyan sorbarendezé algoritmusok, melyek Gsszesen is
csak O(nlogn) lépést igényelnek.

d) Konvex burok. Ami az adatkezeléseknél a sorbarendezés, az a geometriai algorit-
musok korében n sikbeli pont konvex burkéanak a meghatérozéasa. A pontok koordinataikkal
vannak adva: py = (z1,91),- - -, Pn = (Tn, yn). Egyszertiség kedvéért foltessziik, hogy a pon-
tok dltaldnos helyzetiek, vagyis nincsen 3 egy egyenesen. Meg akarjuk hatérozni azokat
az 1o, ...,1g—1,1k = to indexeket, melyekre p;,,...,pi, ,,p;. az adott ponthalmaz konvex
burkdnak a cstcsai, ebben a sorrendben a konvex burok mentén (mondjuk, a legkisebb
abszcisszaju cstcsbol indulva).

A | besziras” otlete itt is ad egy egyszerd algoritmust. Rendezziik sorba az elemeket
az x; koordinaték szerint; ez O(nlogn) id6ben megtehets. Tegyiik fol, hogy pi1,...,pn
méar ebben a sorrendben vannak indexelve. Hagyjuk el a p,, pontot, és hatarozzuk meg a
D1, .-, Pn—1 Pontok konvex burkéat: legyenek ezek rendre a pj,,...,pj,._,,Pj,, pontok, ahol
Jo =Jm = L.

Marmost p,, hozzavétele abbol all, hogy a pj, ...pj,, poligon p,-bdl  Jathato” ivét el-
hagyjuk, és helyette a p, pontot tessziik be. Hatdrozzuk meg a pj, ...p;,, sorozat legelsé
és legutols6 p,-bdl lathato elemét, legyen ez p;, és pj,. Ekkor a keresett konvex burok
Djo - - - PjaPnPsy, - - - P

Hogyan lehet meghatarozni, hogy egy p;, cstcs lathato-e p,-bél? A p,_1 pont nyilvan a
poligon cstcsai kozott szerepel, és lathato p,-bdl; legyen j; = n—1. Ha s < ¢, akkor nyilvan
pj, akkor és csak akkor lathato p,-bél, ha p, a p; pj,,, egyenes f6lott van. Hasonl6éan, ha
s > t, akkor pj, akkor és csak akkor lathatoé p,-bél, ha p, a pj p;,_, egyenes folott van.
Igy minden py-r61 O(1) 1épésben el lehet donteni, hogy latszik-e p,-bol.

Ezek alapjan binaris kereséssel O(logn) lépésben meg tudjuk hatarozni a-t és b-t, és
elvégezni a p, pont ,beszirasat”. Ebbdl a rekurziobol O(nlogn) lépésszami algoritmus
adodik.

Erdemes itt elkiiloniteni azokat a lépéseket, melyekben a pontok koordinataival szami-
tasokat is végziink, a tobbi (kombinatorikus jellegii) 1épéstsl. Nem tudjuk ugyanis, hogy
a pontok koordinatai mekkorak, nem kell-e tobbszorés pontossagu szamoléas stb. A leirt
algoritmust elemezve lathatjuk, hogy a koordinatakat csak két formaban kellett figyelembe
venni: a sorbarakasnal, melynél csak 6sszehasonlitasokat kellett tenni az abszcisszék kozott,
és annak meghatarozasanal, hogy a p, pont a p; és p; pontok altal meghatéarozott egyenes
folott vagy alatt van-e. Ez utébbit ugy is fogalmazhatjuk, hogy meg kell hatdroznunk a
pipjpr hadromszog koriiljardsat. Ez az analitikus geometria eszkozeivel tobbféleképpen is
megtehets.

A leirt algoritmust ismét egy binaris déntési faval irhatjuk le: minden cstucsa vagy két
adott pont abszcisszai Gsszehasonlitasanak, vagy harom adott pont altal alkotott harom-
szOg koriiljarasa meghatarozasanak felel meg. A leirt algoritmus O(nlogn) mélységi fat
ad. (Sok més konvex burkot keress algoritmus is hasonldé mélységii dontési fara vezet.)

Feladatok. 2. Mutassuk meg, hogy n valés szam sorbarendezésének problémaja linearis
szamu lépésben visszavezetheté n sikbeli pont konvex burkadnak a meghatarozasara.

3*. Mutassuk meg, hogy a fenti algoritmus masodik fazisa, vagyis a p1, ..., p; pontok
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konvex burkénak a meghatarozéasa rendre i = 2, ..., n esetére O(N) lépésben is elvégezhetd.

A dontési fa fogalméanak formalizalasa végett legyen adott A, a lehetséges bemenetek
halmaza, B, a lehetséges kimenetek halmaza, és A-n értelmezett, {1,...,k} értékd fiiggvé-
nyeknek, a megengedett teszt-fligguényeknek egy F halmaza. Egy dintési fa olyan gyokeres
fa, melynek bels§ pontjainak (gyokerét is beleértve) k fiuk van, végpontjai B elemeivel,
tobbi pontja pedig F-beli fiiggvényekkel van cimkézve. Feltessziik, hogy minden csticsra a
bel6le kiindul6 élek meg vannak szamozva valamilyen sorrendben.

Minden dontési fa meghatéaroz egy f: A — B fiiggvényt. Legyen ugyanis a € A. A
gyokérbdl kiindulva lesétalunk egy végpontba a kovetkezéképpen. Ha a v belsé pontban
vagyunk, akkor kiszamitjuk a v-hez rendelt tesztfliggvényt az a helyen; ha értéke i, akkor a
v cstcs i-edik fiara lépiink tovabb. Igy eljutunk egy w végpontba; f(a) értéke a w cimkéje.

A kérdés az, hogy adott f fliggvényhez mi a legkevésbé mély dontési fa, mely f-et
szamitja ki.

A legegyszeriibb esetben egy f(x1,...,x,) Boole-fliggvényt akarunk kiszdmitani, és
minden teszt, amit a dontési fa csticsaiban elvégezhetiink, valamelyik valtozo értékének a
leolvasédsa. FEkkor a dontési fat egyszeridnek nevezziik. Minden egyszert dontési fa biné-
ris, az eldgazasi pontok a valtozokkal, a végpontok pedig 0-val és 1-gyel vannak cimkézve.
Vegyiik észre, hogy a sorbarendezésre vonatkozo dontési fa nem ilyen: ott a tesztek (Ossze-
hasonlitasok) nem fiiggetlenek, hiszen a rendezés tranzitiv. Az f Boole-fiiggvényt kiszamito
egyszeri dontési fa minimalis mélységét D( f)-fel jeloljiik.

Példa: Tekintsiik az f(x1,ze,x3.24) = (21 V x2) A (22 V 23) A (23 V 24) Boole-fiiggvényt.
Ezt kiszamithatjuk pl. a abran lathato egyszertd dontési faval, igy D(f) < 3. Konnyt
meggondolni, hogy D(f) = 3.

0

PO N AN

@%%é/&@

9.1. dbra. Egyszert dontési fa

Minden dontési fa ugy is tekinthetd, mint egy kétszemélyes Barkochba—szert jaték. Az
egyik jatékos (Xavér) gondol egy a € A elemre, a masik jatékos (Yvette) feladata, hogy
meghatarozza f(a) értékét. Ehhez kérdéseket tehet fol Xavérnak. Kérdései azonban nem
lehetnek tetszdlegesek, hanem csak valamely F-beli tesztfliggvény értékét kérdezheti meg.
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Héany kérdéssel tudja kiszamitani a valaszt? Yvette stratégidja egy dontési fanak felel meg,
Xavér pedig akkor jatszik optimalisan, ha valaszaival a gyokértél legtavolabbi végpontba
tereli Yvette-et. (Xavér csalhat, csak rajt’ ne kapjak — vagyis valaszaihoz kell lennie olyan
a € A elemnek, amelyre mindegyik korrekt. FEgyszert dontési fa esetén ez automatikusan
teljestil.)

9.2. Nem-determinisztikus dontési fak

A 4. fejezetben megismert gondolat, a nem-determinizmus, mas bonyolultsagelméleti vizs-
galatokban is segit. A dontési fa modellben ez igy fogalmazhato meg (csak egyszerti dontési
fak esetével foglalkozunk). Legyen a kiszamitando figgvény f : {0,1}" — {0,1}. A nem-
determinisztikus dontési-fa-bonyolultsagot két szam jellemzi (ahhoz hasonléan, hogy a két
nem-determinisztikus polinomialis osztély van: NP és co-NP). Minden x bemenetre, jelolje
D(f,x) azon valtozok minimalis szamat, melyek értéke az f(z) értékét mar meghatarozza.
Legyen

Do(f) = max{D(f,z) : f(z) =0},  Di(f) = max{D(f, ) : f(z) =1}
Masszoval Do(f) a legkisebb olyan szam, melyre fennall, hogy minden olyan x bemenetre,
melyre f(z) = 0, lekérdezhets Dy(f) valtozo ugy, hogy ezek ismeretében a fiiggvény értéke
meghatarozhato (az, hogy mely valtozokat kérdezziik le, fligghet az z-t61). A Di(f) szam
hasonléan jellemezhets. Nyilvanvald, hogy

D(f) =z max{Do(f), D1(f)}-
Az alabbi példakbol lathato, hogy itt nem sziikségképpen all egyenlGség.

9.2.1 Példa: Legyen a teljes K, graf minden e éléhez egy-egy x. Boole-valtoz6 hozzéren-
delve. Ekkor minden értékadas egy n pontu grafnak felel meg (azokat a parokat kotjik
ossze éllel, melyekhez tartozo valtozo értéke 1). Legyen f az az (g) vatozos Boole-fiiggvény,
melynek értéke 1, ha a bemenetnek megfelels grafban minden csics foka legalabb egy, és
0, ha nem (vagyis, ha van izolalt pont). Ekkor Dy(f) < n — 1, hiszen ha a grafban van
izolalt pont, az ebbdl kiindulé n — 1 élrdl elég tudni, hogy nincsenek a grafban. Azt is
konnyd meggondolni, hogy n — 2 par 6sszekotott, ill. nem-Osszekotott voltabol még nem
kovetkeztethetiink izolalt pontra, és igy

Do(f) =n-—1.

Hasonloan, ha egy grafban nincs izolalt pont, akkor ezt mar n — 1 él megléte is bizonyitja
(minden cstcsbdl elég egy-egy beléle kiindulo élt tudni, és az egyik él 2 csucsot is lefed).
Ha a bemenet graf egy n — 1 4gu csillag, akkor (n — 1)-nél kevesebb él nem is elég. Ezért

Dl(f) =n—1.

Tehéat barmelyik eset all is fenn, n — 1 szerencsés kérdés utdn mar tudhatjuk a vélaszt.
Ugyanakkor, ha el akarjuk donteni, hogy melyik eset all fenn, akkor nem tudhatjuk elére,
hogy melyik éleket kérdezziik; megmutathato, hogy a helyzet annyira rossz, amennyire
csak lehet, vagyis

D) = (Z)
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Ennek bizonyitasara a kovetkezd alfejezetben visszatériink (7. feladat).

9.2.2 Példa: Legyen most G tetszGleges, de rogzitett n pontt graf, és minden cstcsahoz
rendeljiink hozza egy-egy valtozot. A valtozok egy értékadasa a csiicsok egy részhalmaza-
nak felel meg. Az f fliggvény értéke legyen 0, ha ez a halmaz fiiggetlen a grafban, és 1
egyébként. Ez a tulajdonsag Boole-formulaval is egyszertien kifejezhets:

f@r,man) = \/ (zinz)).
ijEE(G)

Ha ennek a Boole-fiiggvénynek az értéke 1 (vagyis a halmaz nem fiiggetlen), akkor ez mar
2 cstucs lekérdezésébdl kideriil, de egyetlen pontébol persze nem, vagyis

Dy(f) =2.

Miésrészt ha bizonyos pontok lekérdezése utéan biztosak vagyunk abban, hogy a halmaz
fiiggetlen, akkor azok a pontok, melyeket nem kérdeztiink meg, fliggetlen halmazt kell,
hogy alkossanak. igy

D()(f)Z’I’L—OZ,

ahol « a graf fiiggetlen pontjainak maximalis szama. Az is bizonyithato (lasd 9.3.7 tétel),
hogy ha n prim, és a graf pontjainak ciklikus cseréje a grafot onmagara képezi le, és a
grafnak van éle, de nem teljes, akkor

D(f) = n.

Latjuk tehat, hogy D(f) lényegesen nagyobb lehet, mint Do(f) és D1(f) maximuma,
s6t lehet, hogy D1(f) =2 és D(f) = n. Fennall azonban a kovetkezs szép Osszefiiggés:

9.2.3 Tétel: Minden nem konstans f Boole-fiigguényre
D(f) < Do(f)D1(f).

Bizonyitas: Teljes indukciét alkalmazunk a véaltozok n szdmara vonatkozolag. Ha n =1,
az egyenlGtlenség trivialis.

Legyen (mondjuk) f(0,...,0) = 0; ekkor kivalaszthato k < Dq(f) valtozo tgy, hogy
azok értékét 0O-nak rogzitve, a a fliggvény a tobbi valtozotol fliggetleniil 0. Feltehetjiik,
hogy az els6 k valtozo ilyen tulajdonsigi.

Ezekutan a kovetkez6 determinisztikus dontési fat tekintjiik: megkérdezziik az elss k
valtozo értékét, legyenek a kapott valaszok a, ..., ar. Ezek rogzitésével egy

g(xk—i—la E) l’n) = f(ala vy Qhgy Tl 15 -0y .%'n)
Boole-fiiggvényt kapunk. Nyilvanvalo, hogy Do(g) < Do(f) és Di(g) < Di(f). Azt
allitjuk, hogy az utébbi egyenlGtlenség élesithets:

Di(g) < Di(f) — L.

Tekintsiik g-nek egy (agy1, ..., an) bemenetét, melyre g(agi1,...,an) = 1. Ez az ay, ..., ax
bitekkel egyiitt az f Boole-fliggvény egy olyan bemenetét adja, melyre f(ay,...,a,) = 1.
A D;(f) mennyiség definicioja szerint kivalaszthato f-nek m < Dq(f) valtozdja, mondjuk
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Ziy s ..., Ti,, Ugy, hogy azokat az a; értéken rogzitve, f értéke a tobbi valtozotol fliggetleniil 1.
Ezen m valtozo kozott eld kell, hogy forduljon az els6 k valtozé valamelyike; ellenkezs eset-
ben f(0,...,0,ag+1, ..., an) értéke 0 kellene, hogy legyen (az elsé k valtozo rogzitése miatt),
de egyben 1 is (az x;,, ..., x;,, rogzitése miatt), ami ellentmondas. Tehat a g fiiggvénynek
a ak41,..., Gp helyen mar csak m — 1 valtozojat kell rogziteni ahhoz, hogy az azonosan 1
figgvényt kapjuk. Ebbdl az allitas kovetkezik. Az indukcios feltevés szerint

D(g) < Do(g9)D1(9) < Do(f)(D1(f) — 1),
és igy

D(f) < k+ D(g) < Do(f) + D(g) < Do(f)D1(f). O

A 9.2.1 példaban egy diszjunktiv 2-normalforméaval tudtuk megadni a fliggvényt, és
Dy (f) = 2 allt fonn. Ez az egybeesés nem véletlen:

9.2.4 Allitas: Ha f kifejezhets diszjunktiv k-normalformaval, akkor Di(f) < k. Ha f
kifejezhetd konjunktiv k-normélformaval, akkor Dy(f) < k.

Bizonyitas: Elég az elsé allitast igazolni. Legyen (aq, ..., a,) egy olyan bemenet, amelyre
a fliggvény értéke 1. Ekkor van olyan elemi konjunkci6 a diszjunktiv normalforma-alakban,
melynek értéke 1. Ha azokat a valtozokat rogzitjlik, melyek ebben a konjunkciéban fellép-
nek, a tébbi valtozd értékétsl fliggetleniil a fiiggvény értéke 1 lesz. O

Monoton fiiggvényekre az el6z6 Allitasban kifejezett kapcsolat még szorosabb:

9.2.5 Allitas: Egy monoton névekvs f Boole-fiiggvény akkor és csak akkor fejezhetd ki
diszjunktiv [konjunktiv| k-normalformaval, ha D1 (f) <k [Do(f) < k]

Bizonyitas: A 9.2.4 Allitas alapjan elegendd azt belatni, hogy ha Di(f) = k, akkor
f kifejezhets diszjunktiv k-normalforméval. Legyen {x1,...,x; } valtozok egy tartalma-
zasra nézve minimalis olyan halmaza, melyet rogzithetiink tugy, hogy a kapott fliggvény
azonosan 1 legyen. (Egy ilyen részhalmazt mintagnak neveziink.) Vegyiik észre, hogy ek-
kor sziikségképpen minden z;; valtozot l-nek kell rogziteniink: a monotonitas miatt ez a
rogzités mindenképpen az azonosan 1 fiiggvényt adja, és ha valamelyik valtozot O-nak is
rogzithetnének, akkor ezt a valtozot egyaltalan nem is kellene rogziteni.

Megmutatjuk, hogy m < k. Adjuk ugyanis az x;,, ..., z;, valtozoknak az 1, a tébbinek
a 0 értéket. Az el6z6ek szerint a fiiggvény értéke 1. A Di(f) mennyiség definicidja szerint
rogzithetiink ebbdl az értékadasbol legfeljebb k értéket tgy, hogy a kapott fiiggvény azono-
san 1 legyen. A fenti megjegyzések miatt feltehetjiik, hogy csak 1-est rogzitiink, azaz csak
az Ty, ..., T;,, valtozok koziil rogzitliink néhanyat. De az {z;,, ..., ;,, } halmaz minimalitasa
miatt ekkor mindegyiket rogzitentink kellett, és ezért m < k.

Minden S mintagra készitsiik el az Fg = /\xie g x; elemi konjunkciot, és vegyiik ezek
diszjunkci6jat. A fentiek szerint igy egy F' diszjunktiv k-norméalformat kapunk. Trivialisan
belathatd, hogy ez az f fiiggvényt definialja. O
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Feladat. 4. Adjunk példat arra, hogy a 9.2.5 Allitasban a monotonitas feltétele nem
hagyhato el.

9.3. Als6 korlatok dontési fak mélységére

Emlitettiik, hogy a dontési faknak, mint szamitasi modelleknek az az érdemiik, hogy nem-
trivialis als6 korlatok adhatok a mélységiikre. ElGszor azonban egy majdnem trivilis alsé
korlatot emlitiink, melyet informdcidelméleti becslésnek is szokés nevezni.

9.3.1 Lemma. Ha f értékkészlete t elemd, akkor minden f-et kiszamolo k-adfokid dontés:
fa mélysége legalabb log,, t.

Bizonyitas: Egy k-adfoku regularis h mélységii gyokeres fanak legfeljebb k" végpontja
van. Mivel f értékkészletének minden eleme kell, hogy szerepeljen, mint egy cstcs cimkéje,
kovetkezik, hogy t > k" O

Alkalmazasként tekintsiink egy tetszéleges sorbarendezési algoritmust. Ennek bemene-
te egész szamok egy aq,...,a, sorozata, kimenete az 1,2,...,n szdmok egy i1,42,...,1i,
permutaciéja, melyre igaz, hogy a;, < a;, < ... < a;,. A tesztfiiggvények pedig két elemet
hasonlitanak Ossze:

) 1, haa; < aj, és
a =
o 0, haa; > aj.

d)ij(al, e

Mivel n! lehetséges kimenet van, ezért barmely olyan binéris dontési fa mélysége, mely
kiszamitja a teljes sorrendet, legalabb log,(n!) ~ nlogyn. A bevezetében emlitett sorba-
rendezési algoritmus legfeljebb [logyn| + [logy(n — 1) + ... + [logy 1| ~ nlogn sszeha-
sonlitast végez. (Megadhatok olyan sorbarendezési algoritmusok is, pl. az tn. Heapsort,
melyek a tobbi munkat — adatok mozgatésa stb. — figyelembe véve is csak O(nlogn lépést
végeznek.)

Ez a korlat sokszor igen gyonge; pl. ha egyetlen bitet kell kiszamitani, akkor semmit-
mond6. Egy masik egyszert triikk alsé korlat bizonyitasara a kovetkezd észrevétel.

9.3.2 Lemma. Tegyiik fol, hogy van olyan a € A bemenet, hogy akdrhogyan is vdlasz-
tunk ki K tesztfiigguényt, mondjuk ¢1,. .., dx-t, van olyan o' € A, melyre f(a’) # f(a), de
¢i(a') = ¢i(a) minden 1 < i < K esetén. Ekkor barmely f-et kiszamito dontési fa mélysége
nagyobb, mint K. O

Alkalmazéasként nézziik meg, hogy hany Osszehasonlitassal lehet n elembél a legna-
gyobbat kivalasztani. Tudjuk (kieséses bajnoksag!), hogy erre n — 1 Gsszehasonlités elég.
A 9.3.1 Lemma csak logn-et ad als6 korlatnak; de a 9.3.2 lemmat alkalmazhatjuk a kovet-
kezSképpen. Legyen a = (a1, ...,a,) tetszéleges permutécidja az 1,2, ..., n szamoknak, és
tekintsiink K < n—1 6sszehasonlitas-tesztet. Azok az {i, j} parok, melyekre a; és a; Ossze-
hasonlitasra keriilt, egy G grafot alkotnak az {1,...,n} alaphalmazon. Mivel kevesebb,
mint n — 1 éle van, ez a graf nem Osszefiiggs. Legyen G az az Osszefiiggé komponense,
mely a maximalis elemet (a; = n-et) tartalmazza, és jeldlje p a G cstcsainak szamat.
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Legyen o' = (a},...,al) az a permutéci6, melyben a G; csicsainak megfelel§ poziciok-
ban az 1,...,p szdmok, a tobbi helyen a p+ 1, ..., n szamok allnak, kiilon-kiilén azonban

ugyanolyan sorrendben, mint az a permutaciéban. Ekkor a-ban és a/-ben méashol van a
maximalis elem, de az adott K teszt ugyanazt adja mindkét permutéciora.

Feladat. 5. Mutassuk meg, hogy 2n + 1 elem koziil a nagysag szerint kozépss kivélaszté-
sahoz legalabb n — 1 sszehasonlités kell, és (*) O(n) Osszehasonlitas elegendd.

A kovetkezdkben specidlisabb dontési fak mélységére mutatunk néhany becslést, melyek
azonban érdekesebb modszerekkel torténnek. Az elsének BEST, SCHRIJVER és VAN EMDE-
Boas, valamint RIVEST és VUILLEMIN egy eredményét emlitjiik, mely egyszert dontési fak
mélységére ad szokatlan jellegli alsd becslést.

9.3.3 Tétel: Legyen f : {0,1}" — {0,1} tetszdleges Boole-fiiggvény. Jeldlje N azon
helyettesitések szimdt, melyekre a fiigguény értéke 17, és legyen 2¢ a legnagyobb 2-hatvdny,
mely osztoja N-nek. Ekkor bdrmely f-et kiszdmito egyszerd dontési fa mélysége legaldabb
n —t.

Bizonyitas: Tekintsiink egy tetszdleges h mélységii egyszerd dontési fat, mely kiszamitja
az f fliggvényt és ennek egy levelét. Itt m < h valtozo van rogzitve, ezért 2"~ olyan
bemenet van, mely ehhez a levélhez vezet. Ezekhez ugyanaz a fiiggvényérték tartozik, igy
az ehhez a levélhez vezet§ bemenetek koziil vagy 0, vagy 2"~ adja az ,1” fiiggvényérté-
ket. Ezek szama tehét oszthato 27 "-val. Mivel ez minden levélre igaz, az ,,1” értéket ado

bemenetek szama oszthato 27 "-val, és ezért t > n — h. ]

A fenti bizonyitas megfelel§ kiterjesztésével igazolhatd a 9.3.3 tétel kovetkezds altalano-
sitasa; ennek részleteit feladatként az olvaséra hagyjuk.

9.3.4 Tétel. Adott f n-vdltozds Boole-fiigguényhez készitsiik el a kévetkezd polinomot:
Ue(t) =3 flxr,...,zp)t" =1 ahol az dsszegezés minden (x4, ..., xy,) € {0,1}" érték-
rendszerre kiterjed. Ekkor, ha f kiszamithato h mélységi egyszerd dontési faval, akkor a
W s(t) polinom oszthatd (t + 1) "-val. O

Egy n valtozés f Boole-fliggvényt zdrkozottnak neveziink, ha nem szamithaté ki n-nél
kisebb mélységl egyszerti dontési faval. A 9.3.3 Tételbdl kovetkezik, hogy ha egy Boole-
fiiggvényhez pdratlan szami olyan helyettesités van, melyre az értéke ,17, akkor a fiigguény
zdrkozott. Ennek a ténynek egy alkalmazasat a 7. feladatban lathatjuk. A 9.3.4 tétel ennél
tobbet is mond, ha t = —1, h = n — 1 helyettesitéssel alkalmazzuk: ha egy Bolle-fiigguény
nem zdrkozott, akkor azon bemeneteknek, melyekre a figguény értéke ,,1”, pontosan a fele
tartalmaz pdratlan szdmai 1-est.

Zarkozott fliggvények egy maésik fontos osztalyat szimmetria-feltételek adjak. Egy n-
valtozos Boole-fliggvényt szimmetrikusnak neveziink, ha valtozoéinak barmely permutacidja
a fliggvény értékét valtozatlanul hagyja. Szimmetrikus pl. az 1 @ xo @B ... D ay, 1 Vaa V
...V, vagy az x1 A xa A ... A\ x, fliggvény. Egy Boole-fiiggvény akkor és csak akkor
szimmetrikus, ha értéke csak attol fiigg, hogy hany valtozoja 0 ill. 1.

9.3.5 Allitas. Minden nem-konstans szimmetrikus Boole-fiigguény zdrkézott.
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Bizonyitas: Legyen f : {0,1}" — {0,1} a szobanforgoé Boole-fiiggvény. Mivel f nem
konstans, van olyan 1 < j < n, hogy ha j — 1 valtozo6 értéke 1, akkor a fiiggvény értéke 0,
de ha j valtozo értéke 1, akkor a fiiggvény értéke 1 (vagy megforditva).

Ezek alapjan Xavérnak az alabbi stratégiat ajanlhatjuk: az elsé j — 1 (kiillonbo6z6 x;
valtozo értékét kérdezd) kérdésre valaszoljon 1-essel, a tobbire 0-val. Igy n — 1 kérdés utén
Yvette nem tudhatja, hogy j — 1 vagy j az egyesek szama, vagyis nem tudhatja a fliggvény
értékeét. ]

A szimmetrikus Boole-fliggvények igen specialisak; jelent&sen altalanosabb a kévetkezs
osztaly. Egy n-véltozos Boole-fliggvényt gyengén szimmetrikusnak neveziink, ha barmely
két x; és x; valtozojahoz van a valtozoknak olyan permutéacioja, mely x;-t z;-be viszi, de
nem valtoztatja meg a fiiggvény értékét. Gyengén szimmetrikus, de nem szimmetrikus
példaul az

(1 ANx2)V (k2 Axg) V...V (Tpo1 Axy) V (p A1)

fliggvény.
Az alabbi kérdés (az tn. altalanositott AANDERAA—ROSENBERG—-KARP sejtés) nyitott:

9.3.6 Sejtés. Ha egy nem-konstans monoton Boole-fiigguény gyengén szimmetrikus, akkor
zdarkdzott.

A 9.3.4 Tétel alkalmazasaként megmutatjuk, hogy a sejtés igaz egy fontos specialis
esetben.
9.3.7 Tétel. Ha egy nem-konstans monoton Boole-fligguény gyengén szimmetrikus, €és
vdltozoinak szdma primszdm, akkor zdrkozott.
Bizonyitas: Elegend6 ehhez azt megmutatni, hogy W¢(n — 1) nem oszthat6é n-nel. Fel-
hasznaljuk ehhez el6szor is azt a csoportelméleti eredményt, hogy (a valtozok alkalmas
indexezése esetén) az x1 — x9 — ... — x, — x1 ciklikus csere nem valtoztatja meg a
fliggvény értékét. Ezért We(n — 1) definiciojaban, ha egy tagban z1,...,x, nem mind
azonos, akkor beléle ciklikus cserével n tovabbi tag allithato eld, melyek mind azonosak.
Igy az ilyen tagok adaléka oszthato n-nel. Mivel a fiiggvény nem-konstans és monoton,
kovetkezik, hogy f(0,...,0) =0és f(1,...,1) =1, amibdl lathato, hogy W¢(n — 1) n-nel
osztva (—1)™-et ad maradékul. O

Gyengén szimmetrikus Boole-fliggvényekre fontos példa barmely grdftulajdonsdg. Te-
kintsiik egyszert (vagyis tobbszoros- és hurokélek nélkiili) grafoknak egy tetszéleges tulaj-
donséagat, pl. a sikbarajzolhatosigot; errdl csak annyit tesziink fol, hogy ha egy grafnak
megvan ez a tulajdonsaga, akkor minden vele izomorf grafnak is megvan. Egy n ponti
grafot tigy adhatunk meg, hogy rogzitjiik a csucsait (legyenek ezek 1,...,n), és minden
{1,7} € {1,...,n} parhoz bevezetiink egy x;; Boole-valtozot, melynek az értéke 1, ha i
és j Ossze vannak kotve, és 0, ha nem. Ilymodon n pontt grafok sikbarajzolhatosaga tgy
tekinthets, mint egy (g) valtozos Boole-fliggvény. Marmost ez a Boole-fiiggvény gyen-
gén szimmetrikus: barmely két parhoz, mondjuk {i, j}-hez és {u, v}-hez van a csicsoknak
olyan permutécidja, mely i-t u-ba és j-t v-be viszi. Ez a permutéicié a pontparok hal-
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mazan is indukal egy permutéciét, mely az elsé adott pontpart a mésodikba viszi, és a
sikbarajzolhatosdgot nem valtoztatja meg.

A graftulajdonsagot trividlisnak nevezziik, ha vagy minden grafnak megvan, vagy egyik-
nek sincs meg. A graftulajdonsag monoton, ha valahanyszor egy grafnak megvan, akkor
minden olyan egyszerd grafnak is megvan, mely élek behuzasaval all el6. A legtobb graf-
tulajdonsag, melyet vizsgalunk (Osszefiiggéség, Hamilton kor létezése, teljes parositas léte-
zése, szinezhetGség, sth.) monoton, vagy a tagadasa monoton.

Az Aanderaa-Rosenberg-Karp sejtés eredeti formajaban graftulajdonsagokra vonatko-
zott:

9.3.8 Sejtés. Minden nem-trividlis monoton grdftulajdonsdg zdrkozott, vagyis minden
olyan egyszerd dontési fa, mely egy ilyen graftulajdonsdgot dont el, (g) mélyséqil.

Ez a sejtés szamos graftulajdonsagra be van bizonyitva (lasd az alabbi feladatokat);
altalanos tulajdonsigra annyi ismert, hogy a dontési fa Q(n?) mélységti (RIVEST és VUIL-
LEMIN), és hogy a sejtés igaz, ha a pontok szama primhatvany (KAHN, SAKS és STURTE-
VANT). Be van bizonyitva az analog sejtés paros grafokra (YAO).

Feladatok. 6. Bizonyitsuk be, hogy egy graf sszefiiggs volta zarkozott tulajdonség.

7. (a) Bizonyitsuk be, hogy ha n paros szam, akkor n rogzitett ponton azon grafok
szama, melyekben nincs izolalt pont, paratlan.

(b) Ha n paros, akkor az a graftulajdonsag, hogy egy n pontu grafban nincsen izolalt
pont, zarkoézott.

(c*) Ez az allitas paratlan n-re is igaz.

8. Turnamentnek neveziink egy teljes grafot, melynek minden éle iranyitva van. Minden
turnamentet leirhatunk (g) bittel, melyek megmondjak, hogy a teljes graf egyes élei hogyan
vannak iranyitva. Igy minden turnament-tulajdonsag egy (g) valtozos Boole-fiiggvénynek
tekinthetd.

Bizonyitsuk be, hogy az a turnament-tulajdonsag, hogy van 0 befoki csics, nem zar-
kozott.

A bonyolultabb dontési fak koziil fontosak az algebrai dontési fak. Ezek esetében a
bemenet n darab valés szam, x1, ..., x,, és minden teszt-fliggvényt egy polinom ir le; az
elagazési pontokban hiromfelé mehetiink aszerint, hogy a polinom értéke negativ, 0, vagy
pozitiv (néha ezek koziil csak kett6t kiilonboztetiink meg, és igy csak kétfelé agazik a
fa). Példa ilyen dontési fa hasznélatéra a sorbarendezés, ahol a bemenet n valos szamnak
tekinthetd, és a tesztfliggvényeket az x; — z; polinomok adjak.

Kevésbé trivialis példa n sikbeli pont konvex burkédnak a meghatarozésa. Emlékezziink
ré, hogy itt a bemenet 2n valos szam (a pontok koordinatai), és a tesztfiiggvényeket vagy
két koordinata Osszehasonlitasa, vagy egy hdromszog koriiljarasanak meghatérozasa jelenti.
Az (xz1,y1), (x2,y2) és (x3,y3) pontok akkor és csakis akkor alkotnak pozitiv koriiljarasa
haromszoget, ha

1 oy 1
T2 Y2 1|>0.
x3 ys 1

Igy ez egy masodfoki polinom elGjelének meghatarozasanak is tekintheté. A 9.1 pontban
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leirt algoritmus tehat olyan algebrai dontési fat ad, melyben a tesztfiiggvényeket legfeljebb
méasodfoki polinomok adjék meg, és melynek mélysége O(nlogn).

Algebrai dontési fak mélységére altalanos alsé korlatot ad BEN-OR kovetkezs tétele.
A tétel kimondasahoz elérebocsatunk egy elemi topologiai fogalmat. Legyen U C IR™. Az
U halmaznak két pontjat ekvivalensnek nevezziik, ha Osszekdtheték U-ban haladé foly-
tonos gorbével. Ennek az ekvivalencia-relacionak az ekvivalencia-osztalyait az U halmaz
(ivszertien) dsszefiiggd komponenseinek nevezziik.

9.3.9 Tétel: Tegyiik fel, hogy az U C IR"™ halmaznak legalabb N dsszefiiggd kompo-
nense van. Ekkor minden olyan algebrai dintési fanak, mely eldénti, hogy x € U igaz-
e, és melynek minden teszt-fligguénye legfeljebb d-ed foki polinom, a mélysége legaldbb
(log N)/(log(6d)) — n. Ha d = 1, akkor minden ilyen fa mélysége legaldbb logs N.

Bizonyitas: A bizonyitéast elGszor az d = 1 esetre adjuk meg. Tekintsiink egy h mélységii
algebrai dontési fat. Ennek legfeljebb 3" végpontja van. Tekintsiink egy olyan végpontot,
mely az © € U konkluziora jut. Az ide vezetd tton elvégzett tesztek eredményei legyenek
mondjuk

pi(x) =0, ..., pj(x) =0, pjr1(x) >0, ...pp(x) > 0.

Ennek az egyenlet- és egyenl6tlenség-rendszernek a megoldashalmaza legyen K. Ekkor
barmely x € K bemenet ugyanehhez a végponthoz vezet, és igy K C U. Mivel most min-
den egyes p; tesztfiiggvény linearis, K konvex, és igy Osszefiiggs. Ezért K az U halmaznak
egyetlen Osszefiiggd komponensébe esik. Tehat U kiilonboz6 komponenseihez tartozo be-
menetek a dontési fa kiilonbozé végpontjaihoz vezetnek. Ezért N < 3" ami az d = 1 esetre
vonatkozo allitast bizonyitja.

Az altalanos esetben a bizonyitas ott moédosul, hogy K nem sziikségképpen konvex, és
igy nem is sziikségképpen Osszefligg. Ehelyett felhasznalhatunk egy fontos eredményt az
algebrai geometriabol (MILNOR és THOM tételét), melybol kovetkezik, hogy K osszefiiggd
komponenseinek szama legfeljebb (2d)"". Ebbél az els6 részhez hasonléoan adodik, hogy

N < 3h(2d)n+h < (6d)n+h,

amibdl a tétel allitdsa kovetkezik. O

Alkalmazéasként tekintsiik az alabbi feladatot: adott n valos szam, x1, ..., T,; dontsiik
el, hogy mind kiilonboz6ek-e. Elemi lépésnek tekintjiik ismét két adott szdm, x; és z;
osszehasonlitdsat. Ennek harom kimenetele lehet: z; < x;, z; = x;, ; > x;. Mi a

legkisebb mélységi dontési fa, mely ezt a problémat megoldja?

Igen egyszertien meg tudunk adni nlogn mélységi fat. Alkalmazzunk ugyanis az adott
elemekre tetszdleges sorbarendezési algoritmust. Ha ekozben barmikor két Gsszehasonli-
tando elemre azt a vélaszt kapjuk, hogy egyenlsk, akkor megéllhatunk, mert tudjuk a
valaszt. Ha nem, akkor nlogn 1épés utan teljesen rendezni tudjuk az elemeket, és igy
mind kiilénbo6zsek.

Lassuk be, hogy Q(nlogn) osszehasonlitas kell is. Tekintsiik a kovetkez6 halmazt:

U={(x1,...,2n): x1,...,2, mind kiilonboznek }.
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Ennek a halmaznak pontosan n! sszefiiggé komponense van (egy komponensbe tartozik
két n-es, ha ugyantigy vannak rendezve). Igy a 9.3.9 Tétel szerint minden olyan algebrai
dontési fa, mely eldonti, hogy x € U, és melyben a tesztfiiggvények linearisak, legalabb
logs(n!) = Q(nlogn) mélység.

Lathato, hogy nem tudnénk ehhez képest nyerni akkor sem, ha kvadratikus, vagy béar-
mely més korlatos fokd polinomot megengednénk teszt-polinomként. Mivel barmely sorba-
rendezd algebrai dontési fa hasznalhato n szam kiilonbozdségének eldontésére, kovetkezik,
hogy n elem sorbarendezéséhez korlatos foku teszt-polinomokat hasznélva Q(n logn) mély-
ségl algebrai dontési fa kell.

Lattuk, hogy n altaldnos helyzett sikbeli pont konvex burkat meg lehet hatérozni olyan
nlogn mélységi algebrai dontési faval, melyben a teszt-polinomok legfeljebb méasodfokuak.
Mivel a sorbarakas probléméja visszavezethets a konvex burok meghatéirozasara, kovetke-
zik, hogy ez lényegében a legjobb.

Feladatok. 9. (a) Ha n? foku polinomot is megengediink tesztfiiggvény gyanant, akkor 1
mélységii dontési fa is adhaté annak eldontésére, hogy n szam kiilonbozé-e.

(b) Ha n-edfokt polinomot engediink meg tesztfiiggvény gyanant, akkor n mélységi
dontési fa adhatd annak eldontésére, hogy n szam kiilonbozs-e.

10. Adott 2n kiilonb6zé valos szam: x1,...,ZTn, Y1, .-, Yn. Bl akarjuk donteni, hogy
igaz-e: nagysag szerint rendezve, barmely két y; kozott van egy x;. Bizonyitand6, hogy
ehhez Q(nlogn) sszehasonlitas kell.



10. fejezet

A kommunikacié bonyolultsaga

Sok algoritmikus és adatkezelési probléméanal a f6 nehézséget az adatok mozgatasa jelenti
a kiilonb6z6 processzorok kozott. Most egy olyan modellt targyalunk, mely — a legegy-
szertibb esetben, 2 processzor részvételével — az adatmozgatis bonyolultsagat igyekszik
jellemezni.

Adott tehat két processzor, és tegyiik 61, hogy mindegyik a bemenetnek csak egy részét
ismeri. Feladatuk, hogy ebbdl valamit kiszamitsanak; itt csak azzal foglalkozunk, ha ez a
kiszamitando dolog egyetlen bit, tehét csak a (teljes) bemenetnek egy tulajdonsagat akarjak
meghatarozni. Elvonatkoztatunk attél az idé- és egyéb koltségtsl, amit a processzorok helyi
szamolasa igényel; tehat csak a kettd kozti kommunikacioval foglalkozunk. Azt szeretnénk
elérni, hogy minnél kevesebb bit kommunikacioja aran meg tudjak oldani feladatukat.
Kiviilr6l nézve azt fogjuk latni, hogy a egyik processzor egy e; bitet lizen a masiknak;
majd valamelyik (lehet a masik, lehet ugyanaz) egy €9 bitet iizen és igy tovabb. A végén
mindkét processzornak ,tudnia” kell, hogy mi a kiszamitandé bit.

Hogy szemléletesebb legyen a dolog, két processzor helyett két jatékosrol, Adélrol és
Bélarol fogunk beszélni. Képzeljiik el, hogy az Adél Eurépaban, Béla Uj-Zeelandban van;
ekkor eléggé realis az a feltevés, hogy a helyi szamitasok koltsége a kommunikécio koltsé-
géhez képest eltorpiil.

Ami az algoritmikus bonyolultsag teriiletén az algoritmus, az a kommunikéciés bonyo-
lultsag teriiletén a protokoll. Ez azt jelenti, hogy mindegyik jatékos szamara elGirjuk, hogy
ha az 6 bemenete x, és eddig adott e1,...,e biteket tizenték (belértve azt is, hogy ki
tizente), akkor & van-e sororl, és ha igen, akkor — ezektdl fiiggSen — milyen bitet kell
iizennie. Ezt a protokollt mindkét jatékos ismeri, tehat tudja azt is, hogy a masik tizenete
,mit jelent” (milyen bemenetek esetén tizenhette ezt a masik). Feltessziik, hogy a protokollt
mindkét jatékos betartja.

Konnyd megadni egy trivialis protokollt: Adél kiildje el a bemenet altala ismert részét
Bélanak. Ekkor Béla mar ki tudja szamitani a végeredményt, és ezt egyetlen tovabbi bittel
tudatja Adéllal. Latni fogjuk, hogy ez altaldban igen messze lehet az optimumtol. Azt is
latni fogjuk, hogy a kommunikacios bonyolultsag teriiletén hasonld fogalmak alkothatok,
mint az algoritmikus bonyolultsag teriiletén, és ezek gyakran jobban kezelhetSk.

LAz, hogy & van-e soron, csak az e1,...,e, uzenetektsl fiigghet, és nem az z-t6l; ezt ugyanis a masik
jatékosnak is tudnia kell, hogy ne legyen konfliktus af6lott, hogy ki tizenheti a kovetkezd bitet.
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10.1. A kommunikiciés matrix és a protokoll-fa

Legyenek Adél lehetséges bemenetei ay, . . ., a,, Béla lehetséges bemenetei by, . . . , by, (mivel
a lokalis szamolas ingyen van, nem lényeges szamunkra, hogy ezek hogyan vannak kodolva).
Legyen c¢;; a kiszamitando6 érték az a; és b; bemenetekre. A C' = (Cij)?:1§n:1 maétrixot a
szobanforgo feladat kommunikdcios mdtrizdnak nevezziik. Ez a matrix teljesen leirja a
feladatot: mindkét jatékos ismeri a teljes C' méatrixot. Adél tudja C' egy soranak i indexét,
Béla pedig C' egy oszlopanak j indexét. Feladatuk, hogy a ¢;; elemet meghatérozzak. A
trivialis protokoll az, hogy pl. Adél megkiildi Bélanak az i szamot; ez [logn] bitet jelent.
(Persze ha m < n, akkor forditva jobb eljarni.)

Nézziik meg, hogy mit is jelent egy protokoll erre a matrixra nézve. FEl&szor is a
protokollnak meg kell hataroznia, ki kezd. Tegyiik f6l, hogy el6szoér Adél {izen egy €1 bitet.
Ezt a bitet az kell, hogy meghatarozza, hogy az Adél altal ismert ¢ index mi; masszoval,
C sorait két osztalyba lehet osztani aszerint, hogy €1 = 0 vagy 1. A C métrix tehéat két
almatrixra: Cp-ra és Cp-re bomlik. FEzt a folbontast a protokoll hatarozza meg, tehat
mindkét jatékos ismeri. Adél iizenete azt hatérozza meg, hogy Cy és C) koziil melyikben
van az 6 sora. Ett6l kezdve tehat a probléma lesziikiilt a megfelel§ kisebb matrixra.

A kovetkez6 lizenet kettébontja Cy-t és Ci-et. Ha az iizens Béla, akkor az oszlopokat
osztja két osztalyba; ha az tizend Adél, akkor a sorokat. Nem kell, hogy ugyanazt ,,jelentse”,
vagyis ugyanugy ossza két részre a sorokat [oszlopokat| a méasodik tizenet a Cy és C
matrixokon; s6t az is lehetséges, hogy mondjuk Cop-nek a sorait, C-nek az oszlopait osztotta
ketté (Adél 07 tizenete azt jelenti, hogy ,még mondok valamit”, ,1” iizenete azt, hogy ,te
jossz”).

Tovabbmenve latjuk, hogy a protokoll a matrix egy egyre kisebb részmatrixokra va-
16 felbontasanak felel meg. Minden ,forduléban” minden aktuélis részméatrixot két kisebb
részmatrixra bontunk vagy vizszintes, vagy fiigg6leges hasitassal. Egy ilyen részmatrixokra
bontast guillotine-félbontdisnak neveziink. (Fontos megjegyezni, hogy a matrix sorait ill osz-
lopait tetszés szerint oszthatjuk két részre; tehat annak, hogy eredetileg milyen sorrendben
vannak, semmi szerepe nincsen. )

Mikor 4ll meg ez a protokoll? Ha a jatékosok maér lesziikitették a lehetségeket egy C”
részmétrixra, az azt jelenti, hogy mindketten tudjak, hogy a mésik sora ill. oszlopa ehhez a
részmatrixhoz tartozik. Ha ebbdl mar minden esetben meg tudjak mondani az eredményt,
akkor ennek a részméatrixnak vagy minden eleme 0 vagy minden eleme 1.

Igy a kommunikécios bonyolultsag meghatarozéasa az alabbi kombinatorikus jellegt fel-
adatra vezet: hany forduloban tudunk egy adott 0-1 méatrixot csupa-0 és csupa-1 méatrixok-
ra félhasogatni, ha minden forduléban minden addig nyert részmatrixot vagy vizszintesen
vagy fliggtlegesen vaghatunk két részre? (Ha elgbb kapunk egy csupa-0 vagy csupa-1 mat-
rixot, azt méar nem hasogatjuk tovabb. De néha hasznosabb lesz tigy tekinteni, hogy még
ezt is hasogatjuk: ezt tgy fogjuk tekinteni, hogy egy csupa-1 matrixrol lehasithatunk egy
0 sorbol allé csupa-0 matrixot.)

Még szemléletesebbé tehetjiik a protokollt egy binéris fa segitségével. A fa minden
pontja C egy részmatrixa. A gyokér a C' matrix, bal fia Cy, jobb fia C7. Minden matrix
két fia ugy jon létre belGle, hogy vagy a sorait, vagy az oszlopait két osztalyba osztjuk. A
fa levelei mind csupa-0 vagy csupa-1 matrixok.

A protokollt kovetve a jatékosok ezen a fan mozognak a gyokértsl valamelyik levélig.
Ha egy cstucsban vannak, akkor az, hogy ennek fiai fligg6leges vagy vizszintes hasitassal
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jonnek létre, meghatarozza azt, hogy ki kiildi a kovetkez&§ bitet. Maga a bit aszerint
0 vagy 1, hogy a kiild6 sora |oszlopa| a cstics jobb fidban vagy a bal fidban szerepel-e.
Ha egy levélhez érnek, akkor ennek a méatrixnak minden eleme azonos, és ez a valasz a
kommunikécios feladatra. A protokoll iddigénye éppen ennek a fanak a mélysége. A C
méatrix kommunikdcids bonyolultsiga az Gsszes 6t megoldd protokollok lehets legkisebb
idgigénye. Ezt x(C)-vel jeloljiik.

Jegyezziik meg, hogy ha minden fordul6ban minden matrixot hasitunk (vagyis a fa teljes
binéris fa), akkor a leveleinek pontosan a fele csupa-0, fele csupa-1. Ez abbdl kovetkezik,
hogy a leveleket megel6z6 ,,generacié” minden matrixat egy csupa-0-ra és egy csupa-1-re
hasitottuk fol. Igy ha a fa mélysége ¢, akkor levelei kozott 207! csupa-1-es (és ugyanennyi
csupa-0-as) van. Ha azokon az dgakon, ahol elgbb jutunk csupa-0 vagy csupa-1 matrixhoz,
el6bb megallunk, akkor is igaz lesz annyi, hogy a csupa-1-es levelek szama legfeljebb 271,
hiszen formalisan folytathatnank az adgat agy, hogy az egyik lehasitott méatrix ,jires”.

Ebbdl az észrevételbdl egy egyszert, de fontos als6é korlatot nyerhetiink a C' matrix
kommunikaciés bonyolultsagara. Jelolje rk(C') a C' matrix rangjat; csak trivialis eseteket
zarunk ki, ha feltessziik, hogy C nem a csupa-0 vagy a csupa-1 matrix. Ekkor rk(C) > 0.

10.1.1 Lemma:

k(C) > 1+ logrk(C).

Bizonyitas: Tekintsiink egy x(C') mélységii protokoll-fat, és legyenek Ly, ..., Ly a levelei.
Ezek tehat C részméatrixai. Jelolje M; azt a (C-vel azonos méretli) matrixot, melyet tgy
kapunk, hogy C-ben az L;-hez nem tartozé elemek helyébe 0-t irunk. Az el6z6 megjegyzés
alapjan latjuk, hogy az M; matrixok kozott legfeljebb 25(€)=1 nem-0 van; az is kénnyen
lathato, hogy ezek 1 ranguiak.

Marmost

C =M +My+...+ My,
és igy
rk(C) < rk(My) + ... + rk(My) < 28€)~1,

Ebbdl a lemma kovetkezik. O

10.1.2 Kovetkezmény: Ha a C mdtrix sorai linedrisan figgetlenek, akkor a trividlis pro-
tokoll optimadlis. O]

Tekintstink egy egyszerd, de fontos kommunikacios feladatot, melyre ez az eredmény
alkalmazhato és mely tobb més szempontbdl is fontos példa lesz:

10.1.3 Példa: Adél is, Béla is ismer egy-egy n hosszisagu 0-1 sorozatot; azt akarjak
eldonteni, hogy a két sorozat egyenlé-e.

A feladathoz tartozo kommunikéciés matrix nyilvan a (2" x 2™)-szeres egységmatrix.
Mivel ennek a rangja 2", erre a feladatra nincsen a trivialisnal (n+ 1 bitnél) jobb protokoll.
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Egy masik, ugyancsak egyszerd meggondolassal azt is meg tudjuk mutatni, hogy nem-
csak a legrosszabb bemenetre, hanem majdnem minden bemenetre majdnem ilyen sok bitet
kell kommunikalni:

10.1.4 Tétel. Tekintsiink eqy tetszdleges olyan kommunikdcios protokollt, mely két n
hosszisdgi 0-1 sorozatrdl eldonti, hogy azonosak-e, és legyen h > 0. Ekkor azon a € {0,1}"

sorozatok szdma, melyekre az (a,a) bemeneten a protokoll kevesebb, mint h bitet haszndl,
legfeljebb 2.

Bizonyitas. Minden (a,b) bemenetre jelolje J(a,b) a protokoll ,jegyzskonyvét”, vagyis
azt a 0—1 sorozatot, melyet az egymésnak kiildott bitek alkotnak. Azt allitjuk, hogy ha
a # b, akkor J(a,a) # J(b,b); ebbdl a tétel trividlisan kovetkezik, hiszen a h-nal kisebb
hossztsagn jegyzokonyvek szama legfeljebb 27,

Tegytik fol, hogy J(a,a) = J(b,b), és tekintsiik a J(a,b) jegyzSkonyvet. Megmutatjuk,
hogy ez is egyenls J(a, a)-val.

Tegyiik f6l, hogy ez nem all, és legyen az i-edik bit az els@, ahol kiilonboznek. Az
(a,a), (b,b) és (a,b) bemeneteken nemcsak, hogy ugyanaz az els6 i — 1 bit, hanem ugyanaz
hogy Bélanal az a vagy b sorozat van-e, és mivel azt a protokoll meghatarozza szamaéra,
hogy 6 kell-e hogy iizenjen, ezt az (a,a) és (a,b) bemenetre ugyanugy hatarozza meg.
Hasonléan, az i-edik bitet is ugyanabba az iranyba kiildik mindhdrom bemeneten, mondjuk
Adél kiildi Bélanak. De ebben az idépontban az (a,a) és (a,b) bemenetek Adél szamara
ugyanolyannak latszanak, és ezért az i-edik bit is ugyanaz lesz, ami ellentmondés. Tehét
J(a,b) = J(a,a).

Az (a,b) bemeneten a protokoll azzal végzddik, hogy mindkét jatékos tudja, hogy kii-
16nb6z8 a két sorozat. De Adél szempontjabol a sajat bemenete is, és a kommunkécio is
ugyanaz, mint az (a,a) bemeneten, igy azon a bemeneten protokoll rossz kovetkeztetésre
jut. Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy J(a,a) # J(b,b). O

A kommunikéciés komplexitas fogalmanak egyik f6 alkalmazéasa az, hogy néha algo-
ritmusok 1épésszamara alsé korlatot lehet nyerni abbol, hogy bizonyos adatrészek kozotti
kommunikéicié6 mennyiségét becsiiljiik meg. FEnnek a moddszernek az illusztraldsara bizo-
nyitast adunk az 1. fejezet 14.b) feladatara:

10.1.5 Tétel: Bdrmely 1 szalagos Turing-gépnek Q(n?) lépésre van sziksége ahhoz, hogy
eqy 2n hosszisagu 0-1 sorozatrol eldontse, hogy palindroma-e.

Bizonyitas: Tekintsiink egy tetszéleges 1 szalagos Turing-gépet, mely ezt a kérdést el-
donti. Ultessiik le Adélt és Bélat ugy, hogy Adél a szalag n,n —1,...,0,—1, ... sorszamu
mezdit lassa, Béla pedig a szalag n 4+ 1,n 4 2, ... sorszamu mezdit; a Turing-gép szerke-
zetét mindkettSjiiknek megmutatjuk. Indulaskor tehat mindketten egy n hosszisaga 0-1
sorozatot latnak, és azt kell eldonteniiik, hogy ez a két sorozat egyenls-e (Adél sorozatat
mondjuk megforditva tekintve).

A Turing-gép miikodése Adélnak és Bélanak egyszert protokollt kinal: Adél gondolat-
ban addig mtikodteti a gépet, mig a fej az & térfelén van, majd iizenetet kiild Bélanak:
,Most megy at hozzad ... allapotban”. Ekkor Béla miikédteti gondolatban addig, mig a
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fej az ¢ térfelén van, majd megiizeni Adélnak, hogy milyen allapotban van a gép, amikor
ismét visszamegy Adél térfelére stb. Igy ha a gép feje k-szor megy at egyik térfélrsl a
maésikra, akkor klog |I'| bitet tizennek egyméasnak. A végén a Turing-gép a 0-adik mezdre
irja a valaszt, és igy Adél tudni fogja, hogy a sz6 palindroma-e. Ezt 1 bit aran tudathatja
Bélaval is.

A 10.1.4 tétel szerint ezért legfoljebb 27/2 olyan palindroma van, melyre klog [T'| < n/2,
vagyis a legtobb bemenetre a fej az n-edik és (n + 1)-edik mezdk kozott legalabb cn-szer
halad at, ahol ¢ = 1/(2log|T|).

Ez még csak Q(n) lépés, de hasonld gondolatmenet mutatja, hogy minden h > O-ra,
legfeljebb 2" - 27/2 bemenet kivételével a gép az (n — h)-adik és (n — h 4 1)-edik mezdk
kozott legalabb cn-szer halad at. Ennek bizonyitasa végett tekintsiink egy 2h hossztsagi
« palindromaét, és irjunk elé egy n — h jegyd (8 és mogé n — h jegyti ~ sorozatot. Az igy
kapott sorozat akkor és csak akkor palindréma, ha 8 = v~ !, ahol v~ !-gyel jelltiik a -
megforditasat. A 10.1.4 tétel és a fenti gondolatmenet szerint, minden a-hoz legfeljebb
27/2 olyan 8 van, amelyre a 3a~" bemeneten a fej az n — h-adik és n — h + 1-edik mezd
kozott kevesebb, mint en-szer halad at. Mivel az a-k szama 2", az allitas adodik.

Ha ezt a becslést minden 0 < h < n/2-re dsszeadjuk, a kivételek szama legfeljebb

2n/2 +92. 2n/2 +4. 2n/2 4o+ 2n/2—1 . 2n/2 < 277,’

igy van olyan bemenet, melyre a lépések szama legalabb (n/2) - (en) = Q(n?). O

Feladat. 1. Mutassuk meg, hogy az alabbi kommunikacios feladatokat nem lehet a trivia-
lisnal ((n + 1)-nél) kevesebb bittel megoldani. Adél és Béla bemenete egy n elemt halmaz
egy-egy részhalmaza, X és Y. El kell dontenitik, hogy

a) X ésY diszjunkt-e;

b) | X NY| paros-e.

10.2. Néhany protokoll

Eddigi példainkban a legravaszabb kommunikéciés protokoll sem tudta tulteljesiteni a tri-
vialis protokollt (azt, hogy Adél a teljes informéciot elkiildi Bélanak). Ebben az alfeje-
zetben néhany olyan protokollt mutatunk be, mely a kommunikéci6 triikkos szervezésével
meglepGen olcson oldja meg feladatét.

10.2.1 Példa: Adél és Béla egy (eldre rogzitett) n csucsu T fa egy részfajat ismerik:
Adélé a Ty részfa, Bélaé a Tp részfa. Azt akarjak eldonteni, hogy van-e a részfaknak kozos
pontjuk.

A trivialis protokoll nyilvan log M bitet hasznal, ahol M a T fa részfainak a szama;
M akar 2"~1nél is nagyobb lehet, pl. ha T egy csillag. (Kiilonbozs részfik esetén Adél
tizenete kiilonbozs kell, hogy legyen. Ha a Ty és T részfakra Adél ugyanazt iizeni, és
mondjuk T4 ¢ T7, akkor van T4-nak olyan v cstcsa, mely nincs benne T4-ban; ha Béla
részfija az egyetlen v pontbdél all, akkor ezen lizenet alapjin nem tudhatja, hogy mi a
valasz.)
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Nézziik azonban a kovetkezs protokollt: Adél kivalaszt egy x € V(T4) cstcsot, és
elkiildi Bélanak (fenntartunk egy iizenetet arra az esetre, ha T4 iires; ebben az esetben
készen is vannak). Ha x cstcsa a T fanak is, készen vannak (erre az esetre Bélanak van
egy specialis iizenete). Ha nem, Béla megkeresi a T fa z-hez legkozelebbi pontjat (legyen
ez y), és elkiildi Adélnak. Ha ez T4-ban van, akkor Adél tudja, hogy a két fanak van kozos
pontja; ha y nincs a T4 fiban, akkor a két fanak egyaltalan nincs kozos pontja. Ez a
protokoll csak 1+ 2[log(n + 1)| bitet hasznal.

Feladatok. 2. Bizonyitsuk be, hogy a 10.2.1 példdban barmely protokollhoz legalabb
log n bit kell.

3*. Finomitsuk a fenti protokollt ugy, hogy az csak log n+loglog n+1 bitet hasznéljon.

10.2.2 Példa: Adott egy n ponti G egyszertd graf. Adél a G graf egy teljes részgrafot
feszits S 4 ponthalmazat, Béla egy fliggetlen Sp ponthalmazat ismeri. El akarjak donteni,
van-e a két ponthalmaznak kozos pontja.

Ha Adél teljes informaciot akarna adni Bélanak az altala ismert ponthalmazrol, akkor
log M bitre volna sziikség, ahol M a teljes részgrafok szama. Ez azonban lehet akar 27/2
is, vagyis (a legrosszabb esetben) Adél ©(n) bitet kell, hogy hasznéljon. Hasonlé a helyzet
Bélaval.

A kovetkezd protokoll lényegesen gazdasagosabb. Adél megnézi, hogy van-e az Sy
halmazban olyan csiics, melynek foka legfeljebb n/2 — 1. Ha van, akkor egy 1-est és uténa
egy ilyen v csucs nevét kiildi el Bélanak. Ekkor mindketten tudjak, hogy Adél halmaza
csak v-bdl és bizonyos szomszédaibol all, vagyis a feladatot egy legfeljebb n/2 cstuicsa grafra
vezették vissza.

Ha S4-ban minden cstics foka nagyobb, mint n/2 — 1, akkor csak egy 0-t kiild Bélanak.
Ekkor Béla megnézi, hogy az Sp halmazban van-e olyan csiics, melynek foka nagyobb,
mint n/2 — 1. Ha van, akkor egy l-est és egy ilyen w cstics nevét elkiildi Adélnak. Az
el6z6ekhez hasonldan ezutan mar mindketten tudjak, hogy Sp w-n kiviil csak a w-vel nem
szomszédos cstcsok koziil keriilhet ki, és ezzel a feladatot ismét egy legfeljebb (n + 1)/2
csucsu grafra vezették vissza.

Végiil ha Sp-ben minden csics foka legfeljebb n/2 — 1, Béla egy 0-t kiild Adélnak.
Ezutan mar tudjak, hogy halmazaik diszjunktak.

A fenti fordulo legfeljebb O(logn) bitet hasznal és mivel a graf csticsszamét felére csok-
kenti, legfeljebb log n-szer lesz ismételve. Igy a teljes protokoll csak O(log?n). Gondosabb
szamolas mutatja, hogy a felhasznalt bitek szama legfeljebb [logn](2 + [logn])/2.

10.3. Nem-determinisztikus kommunikiciés bonyolultsag

Ahogyan az algoritmusoknal, a protokolloknal is fontos szerepet jatszik a nem-determinisz-
tikus valtozat. Ez — némileg a ,tantsitvany” fogalmaval anal6g médon — a kovetkezGkép-
pen definialhat6. Azt akarjuk, hogy Adél és Béla barmely olyan bemenetére, melyre a valasz
1, egy ,szuperlény” kinyilatkoztathat egy révid 0-1 sorozatot, mely mind Adélt, mind Bélat
meggyozi arrol, hogy a valasz valoban 1. A ,szuperlény” nyilatkozatat nem kell elhinnitik,
de mindketten csak annyit jelezhetnek, hogy a maguk részérdl elfogadjak a bizonyitékot.
Egy nem-determinisztikus protokoll tehéat bizonyos lehetséges z1, ..., 2, € {0,1}' kinyilat-
koztatasokbol” all (valamilyen el6re lerogzitett ¢ hosszusaggal), melyek mindegyike Adél bi-
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zonyos bemenetei és Béla bizonyos bemenetei szamara elfogadhatok. Egy bemenet-parhoz
akkor és csak akkor van olyan z;, mely mindketts szamara elfogadhato, ha a bemenet-péarra
a kommunikécios feladatra 1 a valasz. A ¢ paraméter, azaz a z; kinyilatkoztatédsok hossza
a protokoll bonyolultsiga. Végiil a C' matrix nem-determinisztikus kommunikdcids bonyo-
lultsdga a ré& alkalmazhatd nem-determinisztikus protokollok minimaélis bonyolultsaga; ezt
IQND(C)—Vel jeléljﬁk.

10.3.1 Példa: A 10.1.3 Példaban, ha azt akarja bizonyitani a szuperlény, hogy a két
sorozat kiilonbozd, elég azt nyilatkoznia: ,, Adél i-edik bitje 0, mig Béldé nem az”. Ez —
a szoveges résztol eltekintve, ami része a protokollnak — csak [logn| + 1 bit, tehat joval
kevesebb, mint az optimélis determinisztikus protokoll bonyolultsaga.

Megjegyezziik, hogy annak a bizonyitasat, hogy a két sz6 azonos, még a szuperlény sem
tudja elvégezni kevesebb, mint n bittel, mint azt mindjart latni fogjuk.

10.3.2 Példa: Tegyiik fol, hogy Adél és Béla egy-egy sokszdget ismer a sikon, és azt
akarjak eldonteni, hogy van-e a két sokszognek kozos pontja.

Ha a szuperlény arrél akarja meggyézni a jatékosokat, hogy sokszogeik nem diszjunktak,
akkor ezt konnyen megteheti azzal, hogy kinyilatkoztat egy kozos pontot. Mindkét jatékos
ellendérizheti, hogy a kinyilatkoztatott pont valéban hozzatartozik az & sokszogéhez.

Eszrevehetjiik, hogy ebben a példaban a tagado vélaszt is konnyen tudja bizonyitani
a szuperlény: ha a két sokszog diszjunkt, akkor elegendé egy olyan egyenest kinyilatkoz-
tatnia, melynek Adél sokszoge a jobbpartjan, Béla sokszoge a balpartjan van. (A példa
bemeneteinek és a nyilatkozatoknak a pontos bitszamat most nem targyaljuk.)

Legyen z a szuperlény egy lehetséges kinyilatkoztatasa, és legyen H, mindazon (i, 7)
bemenet-parok halmaza, melyekre z ,meggy6zi” a jatékosokat arrol, hogy c;; = 1. Eszre-
vehetjiik, hogy ha (i1, j1) € H, és (i2,72) € H, akkor (i1, j2) és (i, j1) is H,-be tartozik:
mivel (i1,71) € H,, Adél az i; bemenet birtokdban elfogadja a z kinyilatkoztatast; mivel
(i2,j2) € H,, Béla a jo bemenet birtokadban elfogadja a z kinyilatkoztatast; igy tehat az
(i1, j2) bemenet birtokdban mindketten elfogadjak z-t, és ezért (i1, j2) € H,.

Ezek szerint H,-t gy is tekinthetjiik, mint a C' matrix egy részmétrixat, mely nyilvan-
val6an csupa 1-esbdl all. Egy nem-determinisztikus protokoll lehetséges z kinyilatkoztata-
saihoz tartozo H, részmatrixok lefedik a C métrix 1-eseit, mert a protokoll minden olyan
bemenetre kell, hogy vonatkozzon, melyre a valasz 1 (lehetséges, hogy egy matrixelem
tobb ilyen részmatrixhoz is hozzatartozik). Tehat C' 1-esei lefedhetk legfeljebb 2N D(C)
csupa-1-es részmatrixszal.

Megforditva, ha a C' matrix 1-esei lefedhetdk 2! csupa-1-es részmatrixszal, akkor konnyti
t bonyolultsdgi nem-determinisztikus protokollt megadni: a szuperlény annak a részmat-
rixnak a sorszamat nyilatkoztatja ki, mely az adott bemenet-part lefedi. Mindkét jatékos
ellendérzi, hogy az 6 bemenete a kinyilatkoztatott részmétrix sora ill. oszlopa-e. Ha igen,
akkor meg lehetnek gy6z&dve, hogy a megfelel§ méatrixelem 1. Fzzel tehéat belattuk a
kovetkezs allitast:

10.3.3 Lemma: xyp(C) a legkisebb olyan t természetes szam, melyre a mdtriz 1-esei
lefedhetdk 2t csupa-1-es részmdtrizszal. O

A 10.1.3 Példa tagadasaban (ha a két bemenet egyenlSségét kell bizonyitani), a C'
méatrix a 2" x 2"-szeres egységméatrix. Ennek nyilvan csak 1x1-es részmatrixai csupa-1-
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esek, igy az l-esek lefedéséhez 27 ilyen részmatrix kell. Igy ennek a feladatnak a nem-
determinisztikus kommunikaciés bonyolultsaga n.

Legyen a k(C) = s. Ekkor C felbonthato 2° részmatrixra, melyek fele csupa-0, fele
csupa-1. Ezért a 10.3.3 Lemma szerint C' nem-determinisztikus kommunikaciés bonyolult-
sédga legfeljebb s — 1. Tehat

knp(C) < k(C) — 1.
A 10.3.1 Példa mutatja, hogy a két mennyiség kozott igen nagy eltérés lehet.

Jelolje C' azt a matrixot, melyet C-bél gy kapunk, hogy minden l-est 0-ra, minden

0-t l-esre cseréliink. Nyilvdnvalo, hogy £(C) = £(C). A 10.3.1 Példa azt is mutatja, hogy
knp(C) és kyp(C) nagyon kiilonbozs lehet. Az el6z6 megjegyzések alapjan

max{1 + kyp(C), 1+ ryp(C)} < K(O).
A kovetkez6 fontos tétel (AHO, ULLMAN ES YANNAKAKIS) azt mutatja, hogy itt méar nem

lehet tul nagy az eltérés az egyenlStlenség két oldala kozott:

10.3.4 Tétel:
K(C) < (knp(C) +2)(- knp(C) +2).

Elesebb egyenl6tlenséget bizonyitunk be. Jelolje tetszéleges C' 0-1 matrix esetén o(C)
a legnagyobb olyan t szdmot, melyre C-nek van olyan ¢ x t-es részméatrixa, melyben — a
sorok és oszlopok alkalmas atrendezése utan — a fGatloban 1-esek, a f6atlo f6lott pedig 0-k
allnak. Nyilvanvalo, hogy

o(C) < rk(C),
és a 10.3.3 lemmabol kovetkezik, hogy
log 0(C) < knp(C).

Ezért a kovetkezs egyenlGtlenségbdl a 10.3.4 tétel kovetkezik:
10.3.5 Tétel: Ha C nem csupa-0 mdtrix, akkor

K(C) < 2+ (log o(C))(2 + knD(C)).

Bizonyitas: Teljes indukciot hasznalunk o(C)-re. Ha o(C) < 1 akkor a protokoll
trivialis. Legyen o(C) > 1 és p = knp(C). Ekkor a C matrix O-sai lefedhetSk 2P csupa-0
részmatrixszal, mondjuk My, ..., Map-vel. Meg akarunk egy olyan protokollt, mely legfel-
jebb (p + 2)log o(C) bittel eldonti a kommunikacios feladatot. A protokoll rogziti az M;
matrixokat, ezt tehat a jatékosok is ismerik.

Minden M; részmétrixhoz tekintsiik azt az A; métrixot, mely C-nek M;-t metsz6 sorai,
és azt a B; méatrixot, melyet C-nek M;-t metsz6 oszlopai alkotnak. A protokoll alapja a

kovetkezs, igen konnyen belathaté allitas:
Allitas:
0(Ai) + o(B;) < o(C). O
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Ezekutan a kovetkezs protokollt irhatjuk eld:

Adél megnézi, hogy van-e olyan 7 index, melyre M; metszi az 6 sorat, és melyre p(A;) <
%Q(C). Ha igen, akkor elkiild egy 1-est és az ¢ indexet Bélanak, és lezarult a protokoll els§
fazisa. Ha nem, akkor azt tizeni, hogy ,,0”. Ekkor Béla megnézi, hogy van-e olyan ¢ index,
melyre M; metszi az 6 oszlopat, és melyre o(B;) < %Q(C). Ha igen, akkor elkiild egy
1-est és az i indexet Adélnak. Ha nem, akkor 0-t kiild. Ezzel az els¢ fazis mindenképpen
befejez6dott.

Ha az elss fazisban akar Adél, akar Béla talal megfelels ¢ indexet, akkor legfeljebb p+ 2
bit kommunikicioja aran a feladatot egy olyan C’ (= A; vagy B;) matrixra szoritottak
meg, melyre o(C’) < $0(C). Innen a tétel indukciéval adodik.

Ha az els fazisban mindkét jatékos 0-t tizent, akkor be is fejezhetik a protokollt: a
valasz ,1”. Valoban, ha Adél soranak és Béla oszlopanak a metszéspontjaban ,0” allna,
akkor ez beletartozna valamelyik M; részméatrixba. De erre a részmatrixra egyrészt

1

o(4i) > 50(C)

(mert Adélnak nem felelt meg), mésrészt

o(Bi) > 50(C)

(mert Bélanak nem felelt meg). De ez ellentmond a fenti Allitasnak. O

Erdemes megfogalmazni a fenti tételnek egy masik kovetkezményét (v.6. a 10.1.1 lem-
méaval):

10.3.6 K6vetkezmény:

k(C) <24 (logrk(C))(knp(C) + 2). O

Megjegyzés: Kicsit tovabb is boncolgathatjuk az algoritmusok és protokollok analégiajat.
Legyen adva (az egyszertiség kedvéért négyzetes) 0-1 méatrixoknak egy H halmaza. Azt
mondjuk, hogy H € P*™" ha barmely C € H métrix kommunikéciés bonyolultséga
(log log n)-nek egy polinomjanal nem nagyobb, ahol n a C' matrix sorainak szama. (Tehat
ha a bonyolultsag a trivialis 1 4+ logn-nél lényegesen kisebb.) Azt mondjuk, hogy H €
NPkomm ha barmely C' € ‘H méatrix nem-determinisztikus kommunikacios bonyolultsaga
(loglogn)-nek egy polinomjanal nem nagyobb. Azt mondjuk, hogy H € co-NP*™™ ha a
{C : C € H} matrixhalmaz NP**""_ban van. Ekkor a 10.3.1 példa mutatja, hogy

Pkomm 7& NPkomm
a 10.3.4 tételbsl pedig az kovetkezik, hogy

Pkomm _ NPkomm N CO—NPkomm.
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10.4. Randomizalt protokollok

Ebben a pontban példat mutatunk arra, hogy a randomizécié igen jelentGsen csokkentheti
a protokollok bonyolultsagat. Ismét azt a feladatot tekintjiik, hogy a két jatékos bemenetei
azonosak-e. Mindkét bemenet egy-egy n hosszisagia 0-1 sorozat, mondjuk = és y. Ezeket
tekinthetjiik 0 és 2™ — 1 kozotti természetes szdmoknak is. Mint lattuk, ennek a feladatnak
a kommunikéciés bonyolultsdga n + 1.

Ha a jatékosok véletlen szamokat is valaszthatnak, akkor sokkal hatékonyabban elintéz-
het6 a kérdés. Modelliinkon csak annyi a valtoztatas, hogy mindkét jatékosnak van egy-egy
véletlenszam-generatora, melyek fliggetlen biteket generalnak (nem jelenti az altalanossag
megszoritasat, ha feltessziik, hogy a két jatékos bitjei egymastol is fliggetlenek). A két
jatékos altal kiszamolt eredmény-bit egy valoszintiségi valtozo lesz; akkor jo a protokoll, ha
ez legalabb 2/3 valoszintséggel az ,igazi” értékkel egyenld.

Protokoll: Adél valaszt egy véletlen p primszamot az 1 < p < N intervallumbdl, és
elosztja z-et p-vel maradékosan. Legyen a maradék r; ekkor Adél elkiildi Bélanak a p és
r szamokat. Béla ellendrzi, hogy y = r (mod p). Ha nem, akkor azt allapitja meg, hogy
x # y. Ha igen, akkor azt allapitja meg, hogy = = y. (A valaszbitet elkiildi Adélnak.)

El6szor is megjegyezziik, hogy ez a protokoll csak 2log N + 1 bitet hasznél, mivel
0 <r < p< N. A probléma az, hogy tévedhet; nézziikk meg, milyen iranyban és milyen
valoszintiséggel. Ha x = y, akkor mindig a helyes eredményt adja. Ha z # y, akkor
elképzelhets, hogy = és y ugyanazt az osztasi maradékot adja p-vel osztva, és igy a protokoll
hibas kovetkeztetésre jut. Ez akkor kovetkezik be, ha p osztéja a d = |z — y| kiillonbségnek.
Legyenek d primosztoi py, ..., pg, akkor

d>pr-...-pp>2-3-5-...-q,
ahol ¢ a k-adik primszam. Ismert szamelméleti tény, hogy
2.3.5.....q>21,

Mivel d < 2", ebbdl adodik, hogy g < n és ezért k < m(n) (ahol m(n) a primek szama n-ig).
Igy annak a valoszintsége, hogy éppen a d egy primosztojat valasztottuk, igy becsiilhets:

m(n)

Prob(p|d) = ) S 7N

Marmost a primszamtétel szerint m(n) ~ n/logn, és igy ha N-et cn-nek valasztjuk, ak-
kor a fenti korlat aszimptotikusan 1/c¢, vagyis ¢ valasztésaval tetsz6legesen kicsivé tehetd.
Ugyanakkor az atkiildendé bitek szama csak 2log N +1 = 2logn + konstans.

Megjegyzés. Nem minden kommunikéciés problémaban segit ennyit a véletlen hasznéla-
ta. Az 1. feladatban lattuk, hogy két halmaz diszjunkt voltanak, ill. metszetiik paritdsanak
a meghatarozasa determinisztikus protokollok szempontjabol ugyantgy viselkedik, mint a
0-1 sorozatok azonos voltanak eldontése. Ezek a problémak azonban a véletlent is meg-
enged§ protokollok szempontjabol méar masképp viselkednek, mint az azonossig: CHOR
és GOLDREICH megmutattak, hogy a metszet paritasdnak a kiszdmitasahoz véletlent fel-
hasznalva is 2(n) bit kell, KALYANASUNDARAM és SCHNITGER pedig két halmaz diszjunkt
voltanak eldontésére bizonyitotta be ugyanezt az alsé becslést.



11. fejezet

A bonyolultsag alkalmazasa:
kriptografia

Egy jelenség bonyolult volta a megismerésének f§ akadalya lehet. Konyviink — reméljiik
— bizonyitja, hogy a bonyolultsdg nem csak akadéalya a tudoméanyos kutatasnak, hanem
fontos és izgalmas targya is. Ezen azonban tilmegy: alkalmazésai is vannak, vagyis olyan
példak, melyekben a jelenség bonyolultsagat hasznaljuk ki. Ebben a fejezetben egy ilyen
példat targyalunk, a kriptogrdfidt, vagyis a titkosirasok tudomanyat. Latni fogjuk, hogy
éppen a bonyolultsagelmélet eredményeinek felhasznélasaval, a titkosirdsok tullépnek a
jolismert (katonai, hirszerzési) alkalmazéasokon, és a polgari életben is szamos alkalmazasra
talalnak (pl. internetes bankszamla-kezelés).

11.1. A klasszikus probléma

A Felado egy x tizenetet akar elkiildeni a Cimzettnek (ahol x pl. egy n hosszisagi 0-1
sorozat). A cél az, hogy ha az {izenet egy illetéktelen harmadik kezébe keriil, az ne értse
meg. Ehhez az lizenetet ,kdédoljuk”, ami azt jelenti, hogy a Feladd az tizenet helyett annak
egy y kodjat kiildi el, melybdl a cimzett vissza tudja szamolni az eredeti iizenetet, de
az illetéktelen nem. Ehhez egy d kulcsot hasznalunk, mely (mondjuk) ugyancsak egy n
hosszusagiu 0-1 sorozat. Ezt a kulcsot csak a Felado és a Cimzett ismerik.

A Felado tehat kiszamit egy y = f(x,d) kodot”, mely ugyancsak egy n hosszisagi
0-1 sorozat. Feltessziik, hogy minden rogzitett d-re f(-,d) bijektiven képezi le {0,1}"-t
énmagéra. Ekkor f~1(-, d) létezik, és igy a Cimzett, a d kulcs ismeretében, rekonstrualhatja
az x lizenetet. A legegyszertibb, gyakran hasznalt f fiiggvény az f(z,d) = x®d (bitenkénti
osszeadas modulo 2).

11.2. Egy egyszerii bonyolultsagelméleti modell

Nézziink most egy olyan feladatot, melynek — latszolag — semmi koze az el6z6hoz. Egy
bankautomatabol lehet pl. pénzt kivenni. A szamlatulajdonos begépeli a nevét vagy szam-
laszamat (gyakorlatban egy kartyat dug be, melyen ezek az adatok megtalalhatok) és egy
jelszot. A bank szamitogépe ellenérzi, hogy valoban az ligyfél jelszava-e az. Ha ezt rendben
talélja, az automata kiadja a kivant pénzmennyiséget. Ezt a jelszot elvileg csak a szamla
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tulajdonosa ismeri (az a kartydjara sincs rairva), igy ha & vigyaz ra, hogy méas meg ne
ismerhesse, akkor ez a rendszer teljes biztonsagot nytjt.

A probléma az, hogy a jelszét a banknak is ismerni kell, és igy a bank alkalmazottja
visszaélhet vele. Lehet-e olyan rendszert kialakitani, hogy a jelszot ellenérzé program
teljes ismeretében se lehessen a jelszot kikovetkeztetni? FEz a latszolag onellentmondé
kdvetelmény kielégithetd!

Megoldas: az tigyfél folvesz n pontot 1-t6l n-ig szamozva, berajzol véletlenszertien egy
Hamilton kort, és hozzavesz tetszélegesen tovabbi éleket. O maga megjegyzi a Hamilton-
kort; ez lesz a jelszava. A grafot (a Hamilton-kor kitiintetése nélkiil!) atadja a banknak.

Ha a banknal valaki jelentkezik az iigyfél nevében, a bank a beadott jelszorol ellendrzi,
hogy a nala tarolt grafnak Hamilton-kore-e. Ha igen, elfogadja; ha nem, elutasitja. Latha-
t0, hogy még ha a grafot magéat illetékteleniil meg is ismeri valaki, akkor is meg kell oldania
azt a feladatot, hogy az adott grafban Hamilton-kort keressen. Ez pedig NP-nehéz!

Megjegyzések: 1. Természetesen a Hamilton-kor probléma helyett barmely mas NP-
teljes problémaéra is alapozhattuk volna a rendszert.

2. Atsiklottunk egy nehéz kérdésen: hany tovabbi élt vegyen hozza az ligyfél a grafhoz,
és hogyan? A probléma az, hogy a Hamilton-kor probléma NP-teljessége csak azt jelenti,
hogy megoldasa a legrosszabb esetben nehéz. Azt, hogy hogyan lehet egy olyan grafot
konstrualni, melyben van Hamilton-kor, de ezt nehéz megtalalni, nem tudjuk.

Természetes Otlet, hogy probaljuk meg ezt a grafot véletlen valasztéssal csinalni. Ha
az Osszes n pontu grafok kozil valasztanank egyet véletlenszertien, akkor megmutathato,
hogy ebben igen nagy valdszintiséggel konnyen lehet Hamilton-kort talalni. Ha az n ponti
és m éld grafok koziil valasztunk egyet véletlenszertien, akkor tal nagy m vagy tul kicsi m
esetén hasonlo a helyzet. Az m = nlogn eset legalabbis nehéznek latszik.

11.3. Nyilvanos kulcsu kriptografia

Ebben a pontban egy olyan rendszert ismertetiink, mely szdmos ponton jelentGsen megja-
vitja a klasszikus kriptografia modszereit. ElGszor is megjegyezziik, hogy a rendszer nem
annyira katonai, mint polgari célokat kivin megoldani. Az elektronikus posta hasznélata-
hoz a hagyomanyos levelezés olyan eszkozeit kell elektronikusan megoldani, mint a boriték,
alairas, cégjelzés stb.

A rendszernek N > 2 szereplGje van. Minden i szereplének van egy nyilvanos e; kulcsa
(ezt pl. egy ,telefonkonyvben” kozzéteszi) és egy titkos d; kulcsa, melyet csak 6 ismer. Van
tovabba egy mindenki altal ismert kodolo/dekodoléd fiiggvény, mely minden x iizenetbdl
és (titkos vagy nyilvanos) e kulesbol kiszamit egy f(x,e) lizenetet. (Az x iizenet és kodja
valamely egyszertien megadhaté H halmazbol legyen; ez lehet pl. {0,1}", de lehet akar a
modulo m maradékosztalyok halmaza is. Feltessziik, hogy az x {izenet maga tartalmazza
a felado és a cimzett nevét, valamint a kiildési id6pontot ,emberi nyelven” is.) Teljesiil,
hogy minden « € H-ra és minden 1 < ¢ < N-re

f(f(x7ei)7di) - f(f(x7dz>7€z) = .

Ha az i szerepls egy « {izenetet akar elkiildeni j-nek, akkor ehelyett az y = f(f(x,d;),e;)
tizenetet kiildi el. Ebbdl j az eredeti tizenetet az x = f(f(y,d;),e;) formulaval ki tudja
szamitani.
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Ahhoz, hogy ez a rendszer miikodjon, az alabbi bonyolultsagi feltételeknek kell telje-
stilnitik:

(B1) Adott z-re és e-re f(x,e) hatékonyan kiszamithato.

(B2) Az x, e; és tetszlleges szamu dj, ..., d;, (jr # 1) ismeretében f(z,d;) nem sza-
mithat6 ki hatékonyan.

A tovabbiakban a ,hatékonyan” alatt polinomiélis id6t értiink, de a rendszer értelmez-
het6 més eréforras-korlatozas mellett is.

A (B1) feltevés biztositja, hogy ha az ¢ szerepld a j szereplének tizenetet kiild, azt ki
tudja szamitani polinomialis idében, és a cimzett is meg tudja fejteni polinomialis idében.
A (B2) feltétel gy is fogalmazhato, hogy ha valaki egy x tizenetet az i szerepld nyilvanos
kulcséval kodolt, és utana az eredetit elvesztette, akkor a kodolt tizenetbdl a résztvevik
semmilyen koalicija sem tudja az eredetit (hatékonyan) rekonstruélni, ha ¢ nincsen kozot-
tiik. Ez a feltétel nydjtja a rendszer ,biztonsagat”. Ehhez a (B2) klasszikus kovetelmény
mellett egy sor mas biztonsagi feltétel is hozzatartozik.

11.3.1 Egy i-nek szdlo tizenetet csak i tud megfejteni.

Bizonyitas: Tegyiik fol, hogy illetéktelen szereplSk egy k1,..., k; bandaja megtudja
az f(f(z,dj),e;) lizenetet (akar azt is, hogy ki kiildte kinek), és ebbdl ki tudjak hatéko-
nyan szamitani x-et. Ekkor ky,..., ky és j egyiitt az y = f(x, e;)-bdl is ki tudna szamitani
x = f(y,d;)-t. Legyen ugyanis z = f(z,e;), ekkor ismerik az y = f(z,e;) = f(f(z,d;),ei)
lizenetet, és igy k1, ..., kp eljarasat alkalmazva ki tudjak szamitani z-t. De ebbdl j segit-
ségével ki tudjak szamitani z-et is az @ = f(z,d;) képlettel, ami ellentmond (B2)-nek (ha
i nem volt a szereplék kozott). O

Hasonl6é meggondolasokkal igazolhatok az aldbbiak:

11.3.2 Nem tud senki az i nevében tizenetet hamisitani, vagyis j biztos lehet benne, hogy
az tzenetet csak 1 kiildhette.

11.8.3 j be tudja bizonyitani egy harmadik személynek (pl. birdsdignak) hogy i az adott
lizenetet kildte; ekizben a rendszer titkos elemeit (a d; és d; kulcsokat) nem kell felfedni.

11.3.4 j nem tudja az tzenetet megmdsitani (és azt, mint i tzenetét pl. a birésdigon elfo-
gadtatni), vagy i nevében mdsnak elkildeni.

Egyaltalaban nem vildgos persze, hogy van-e a fenti (B1) és (B2) feltételeknek eleget
tevl rendszer. Ilyen rendszert csak bizonyos szamelméleti bonyolultsagi feltevések mellett
sikeriilt megadni. (Javasoltak olyan rendszert is, melyrsl késébb kideriilt, hogy nem biz-
tonsagos — a felhasznalt bonyolultsagi feltételek nem voltak igazak.) A kovetkezd pontban
egy gyakran hasznalt, és a mai tudasunk szerint biztonsidgos rendszert irunk le.

11.4. A Rivest-Shamir-Adleman koéd (RSA kod)

Ennek a rendszernek (roviditett nevén RSA kddnak) egyszertibb véltozataban a ,posta”
general maganak két n jegyd primszamot, p-t és g—t, és kiszdmitja az m = pq szamot.
Ezt az m szamot kozzéteszi (de a primfelbontasa titokban marad!). Ezekutan general
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minden el6fizetének egy olyan 1 < e; < m szamot, mely (p — 1)-hez és (¢ — 1)-hez relativ
prim. (Ezt megteheti ugy, hogy egy véletlen e;-t general 0 és (p — 1)(¢ — 1) kozott, és
az euklideszi algoritmussal ellenérzi, hogy relativ prim-e (p — 1)(¢ — 1)-hez. Ha nem, 0j
szammal probalkozik. Konnyt belatni, hogy log n ismétlés alatt nagy valdszintiséggel kap
egy jo e; szamot.) Ezekutan az euklideszi algoritmus segitségével talal olyan 1 < d; < m—1
szamot, melyre

eid; =1 (mod (p—1)(¢—1))

(itt (p—1)(¢g—1) = p(m), az m-nél kisebb, hozza relativ prim szamok szama). A nyilvanos
kulcs az e; szam, a titkos kulcs a d; szdm. Magat az iizenetet egy 0 < x < m természe-
tes szamnak tekintjiik (ha ennél hosszabb, akkor megfelel6 darabokra vagjuk). A kodolo
fiiggvényt az

f(z,e) =2° (mod m), 0< f(z,e) <m

formulaval definialjuk. A dekddolasra ugyanez a formula szolgal, csak e helyett d-vel.
A kodolas/dekodolés inverz volta a ,kis” Fermat-tételbol kovetkezik. Definicio szerint
eid; =14+ o(m)r =1+ 7(p —1)(q — 1), ahol r természetes szam. Igy ha (z,p) = 1, akkor

F(f(z,e), di) = (2% = z%% = z(aP"1)" @D =g (mod p).
Maésrészt ha p|x, akkor nyilvan

il =0=2x (mod p).
Igy tehat

2 =g (mod p)

minden z-re fennall. Hasonl6éan adodik, hogy

4% = g (mod ¢q),
és ezért
4% = g (mod m).

Mivel az els6 és utolsd szam egyarant 0 és m — 1 kozé esik, kdvetkezik, hogy egyenlGek,
vagyis f(f(x,e;),d;) = f(f(x,d;), e) = x.

A (B1) feltétel konnyen ellendrizhets: z, e; és m ismeretében z%-nek m-mel vett osztasi
maradéka polinomiélis id6ben kiszamithato, mint azt a 4. fejezetben lattuk. A (B2) feltétel
legfeljebb csak az aldbbi, gyengébb forméaban &ll fenn:

(B2’) Az x és e; ismeretében f(z,d;) nem szamithato ki hatékonyan.

Ezt feltételt tgy is fogalmazhatjuk, hogy 6sszetett modulusra nézve e;-edik gyok vonasa
a modulus primfelbontasénak ismerete nélkiil nem végezhets el polinomialis idében. Ezt
a feltevést nem tudjuk bebizonyitani (még a P#NP hipotézissel sem), de mindenesetre a
szamelmélet jelenlegi allasa szerint igaznak latszik.

Az RSA kod fenti egyszerii valtozata ellen tobb kifogas is felhozhatd. El6szor is, a ,,pos-
ta” minden lizenetet meg tud fejteni, hiszen ismeri a p, ¢ szdmokat és a d; titkos kulcsokat.
De még ha fel is tételezziik, hogy a rendszer felallasa utan ezt az informéciét megsem-
misitik, akkor is nyerhetnek illetéktelenek informaciot. A legnagyobb baj a kovetkezs: A
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rendszer bdrmely résztvevdje meg tud fejteni bdarmely mds résztvevdnek kildott izenetet.
(Ez nem mond ellent a (B2’) feltételnek, mert a rendszer j résztvevéje xz-en és e;-n kiviil
ismeri a d; kulcsot is.)

Tekintsiik tehat a j résztvevet, és tegyiik fel, hogy kezébe jut a k résztvevének kiildott
z = f(f(x,d;),ep) lizenet. Legyen y = f(x,d;). A j résztvevs a kovetkezképpen fejti
meg a nem neki szolo {izenetet. Kiszamitja (ejd; — 1)-nek egy w - v szorzattd bontésat,
ahol (u,er) = 1, mig v minden primosztoja ex-nak is osztoja. Ez ugy torténhet, hogy
kiszamitja az euklideszi algoritmussal ey, és ejd; — 1 legnagyobb kozos osztojat, vi-et, majd
ex és (ejd; —1)/v1 legnagyobb kozos osztojat, vo-t, majd ey, és (e;d; —1)/(viv2) legnagyobb
kozos osztojat, vs-at stb. Ez az eljaras legfeljebb t = [log(e;d; — 1)] lépésben véget ér,
vagyis v; = 1. Ekkor v = vy -+ vy és u = (ejdj — 1)/v adja a kivant felbontast.

Vegyiik észre, hogy mivel (¢(m),er) = 1, ezért (p(m),v) = 1. Mivel p(m)|e;d; — 1 =
uv, kovetkezik, hogy ¢(m)|u. Mivel (u,er) = 1, az euklideszi algoritmus segitségével j ki
tud szamitani olyan s és t természetes szamokat, melyekre sep, = tu + 1. Ekkor

P =yt =y =yy") =y (mod m),

Igy z-et a j résztvevs is ki tudja szamitani.

Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a rendszer minden résztvevGje becsiiletes is, még mindig
okozhat kiils6 személy bajt a kdvetkezSképpen. Tegytik f6l, hogy egy illetéktelennek kezébe
jut egy azonos szovegl levélnek két kiilonb6zé személyhez kiildott valtozata, mondjuk
f(f(z,d;),ej) és f(f(x,d;),er), ahol (ej,er) =1 (ez kis szerencsével fonnall). Ekkor az x
szoveget rekonstruélni tudja.

Most lefrjuk az RSA kdéd egy jobb valtozatat. Minden i szereplS general magénak két
n jegyd primszamot, p;-t és q;-t, és kiszamitja az m; = p;q; szdmot. Ezekutédn general
magénak egy olyan 1 < e; < m; szamot, mely (p; — 1)-hez és (¢; — 1)-hez relativ prim. Az
euklideszi algoritmus segitségével talal olyan 1 < d; < m; — 1 szamot, melyre

eid; =1 (mod (p; —1)(q; — 1))

(itt (pi — 1)(gi — 1) = w(m;), az m;-nél kisebb, hozza relativ prim szamok szama). A
nyilvanos kulcs az (e;, m;) parbol, a titkos kules a (d;, m;) parbol all.

Magét az iizenetet egy = természetes szdmnak tekintjiik. Ha 0 < x < m;, akkor a
kodolo fiiggvényt gy, mint kordbban, az

flx,e;,m;) = 2%  (mod my), 0 < f(x,e5,m;) < my

formulaval definidljuk. Mivel azonban a kiilénb6zd résztvevék kiilonbozé m; modulust
hasznélnak, célszert lesz kiterjeszteni az értelmezést kozos értelmezési tartomanyra, amit
akér a természetes szamok halmazanak is valaszthatunk. Irjuk fel z-et m; alapt szamrend-
szerben: © =) j z;my], és szamitsuk ki a fliggvényt az

flw emi) = flxj, e, ms)m]
j
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formulaval. A dekddold fliggvényt hasonldan definiéljuk, e; helyett d;-t hasznélva.

Az egyszertibb valtozatra elmondottakhoz hasonldoan kovetkezik, hogy ezek a fliggvé-
nyek egymas inverzei, hogy (B1) teljesiil, és (B2)-r6l is sejthets, hogy igaz. Ebben a
valtozatban a ,posta’ semmilyen olyan informaciéval nem rendelkezik, ami nem nyilvanos,
és az egyes d; kulcsok természetesen semmilyen informéciot nem hordoznak a tobbi kulcsra
vonatkozolag. Igy itt a fent emlitett hibak nem lépnek fol.



12. fejezet

Halo6zatok bonyolultsaga

Az egyik legtobbet vizsgalt és legnehezebb feladat a szédmitastudomanyban kiilonb6zé al-
s6 korlatokat bizonyitani szamitasi problémék id6- és tarigényére. A legfontosabb kérdés
az, hogy P N P, de ennél egyszertibb kérdésekre sem tudjuk még a valaszt. A klasszi-
kus logikai megkdzelités, mely a Bl fejezetben latott modszereket probalja erre az esetre
alkalmazni, Ggy tiinik cs6d6t mond.

Létezik egy masik, kombinatorikai médszer, mellyel alsé korlatokat lehet bizonyitani
szamitasi feladatok bonyolultsidgara. Ez a megkozelités a Boole-haldzatokkal vald kiszamit-
hatésagra miikodik szépen és elsGsorban a szamitas lépései kozti informacioeserét probalja
vizsgalni. Ezt a modszert egy szép (és elég bonyolult) bizonyitassal mutatjuk be. (A
kérdések nehézségét pedig jol mutatja, hogy ez a legegyszertibb bizonyitas ilyen tipusi
kérdeésre!)

Elgszor két egyszert fiiggvényt fogunk vizsgélni, melyek:

A TOBBSEG fliggvény:

1, ha legalabb n/2 valtozo 1;

A PARITAS (vagy réviden XOR) fliggvény:
PARITAS(z1,...,2,) =21 + 22+ ... + 2, (mod 2).

Ezeket a fliggvényeket persze nem nehéz kiszamitani, de mi a helyzet, ha parhuzamos
szamitéassal akarjuk ket nagyon gyorsan kiszamolni? Ahelyett, hogy a nehezen kezelhetd
PRAM gépekkel dolgoznank, inkdbb a parhuzamos szamités egy altalanosabb modelljét, a
kis mélységii Boole-halozatokat fogjuk vizsgalni.

Itt meg kell jegyezniink, hogy ha korlatozzuk a halozat befokat példaul 2-re, akkor
trividlis, hogy legalabb logn mélységii halozatra lesz sziikségiink; hiszen kiilonben nem
is fligghetne a kimenet az Osszes bemenettsl (lasd az erre vonatkozo feladatot). Tehat
a halozatok most nem-korlatozott be- és kifoktak lesznek (ez a CRCW PRAM gépek
megfelelje).

Emlékeztetiink, hogy az [l fejezetben lattuk, hogy barmely Boole-fliggvény kiszamit-
hato 2 mélységi halozattal. De olyan egyszerd fliggvények, mint a TOBBSEG esetén is
exponencidlisan nagy halozatokat kapunk igy. Ha polinomiélis algoritmussal szamitunk ki
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ilyen tipusu fiiggvényt, akkor, mint ahogy szintén az[Il fejezetben lattuk, polinomialis mé-
retti Boole-haldzatot lehet beldliik csinédlni, azonban ezek nem feltétleniil lesznek sekélyek
(tipikusan lineéaris, ha 6vatosak vagyunk, logaritmikus mélységtiek lesznek).

Lehet olyan halozatot csinalni, ami egyszerre lesz kicsi (polinomidlis méretii) és sekély
(logaritmikus mélységii)? A vélasz néhény egyszertinek ting fliggvény esetén is nemleges.
Furst—Saxe—Sipser, Ajtai majd Yao és Hastad cikkeiben egyre erésebb eredmények szii-
lettek, melyek azt bizonyitottak, hogy a PARITASt kiszdmol6é barmely konstans mélységii
halozat exponencialis méretti és minden polinomialis méretii halozat (szinte) logaritmikus
mélységii. A bizonyitas tul bonyolult ahhoz, hogy itt ismertessiik, de a tételt kimondjuk
pontosan:

12.1 Tétel: Minden n bemenetd és d mélységi halozat, mely a PARITASt szamitja ki
legalabb 9(1/10)n = ) eretd.

Nem sokkal késébb Razborov hasonlé eredményt bizonyitott a TOBBSEGrsl. O még
PARITAS (XOR) kapukat is megengedett a halozatban a szokasos ES, VAGY és NEGACIO ka-
puk mellett (ahol a PARITAS kapu kimenete természetesen a bemeneteinek mod 2 Gsszege).
Az itt kovetkezd korantsem konnyt bizonyitast csak lelkesebb olvasdinknak ajanljuk.

12.1. Alsé korlat a TOBBSEGre
Elgszor is lassuk pontosan a tételt, amit be szeretnénk latni.

12.1.1 Tétel: Ha egy ES, VAGY, XOR, és NEGACIO kapukat tartalmazo, TOBBSEGet
kiszamitd, n bemeneti hélozat mélysége d, akkor a mérete legalabb gnit/2d /10y/n.

Nem lesz sziikségiink mindegyik kapura (mint ahogy lattuk, hogy Boole-héal6zatoknal
sem kell ES és VAGY kapu egyszerre). Feltehetjiik, hogy hélézatunk csak NEGACIO, XOR
és VAGY kapukat hasznal, mert ezekkel konstans mélységben és polinom méretben szimu-
lalhat6 az ES kapu (lasd az erre vonatkozo feladatot).

Az oOtlet az, hogy az igazi kapukat ,approximéalni” fogjuk. Ezek az approximéléd ka-
puk nem a TOBBSEGet, hanem annak csak egy approximaciéjat fogjak persze kiszamitani.
Az approximéacié pontossagat ugy fogjuk mérni, hogy megszamoljuk hany bemenetre fog
kiilonbozni a mi approximalé halézatunk kimenete a TOBBSEG kimenetétsl. Arra vigyé-
zunk, hogy az approximal6 fliggvény, melyet igy kapunk, ne legyen til bonyolult, hanem
a bemenetnek valamilyen ,egyszeri” fiiggvénye legyen. Végiil megmutatjuk, hogy barmely
segyszerd’ fliggvény a bemenetek jelentGs részén el kell, hogy térjen a TOBBSEGtE], tehat
nem approximélhatja jol. Mivel minden kapu csak egy kicsit ronthat az approximacion,
ezért azt kapjuk, hogy sok kapunk kell, hogy legyen.

A Dbizonyitashoz el6szor is bevezetjik az fr an. k-kiszdbfigguényeket. Egy k-
kiiszobfiiggvény definicié szerint akkor 1, ha a bemenetek koziil legalabb k darab 1.
Konnyen lathato, hogy ha van egy TOBBSEGet kiszamitd, 2n — 1 bemenetd, d mélysé-
gti, s méretd halozatunk, akkor mindegyik 1 < k < n-re van n bemenetd, d mélységii,
s méretd halozatunk, mely a fi-t szamitja ki (lasd az erre vonatkozo feladatot). Tehat
ha fi-ra sikeriil adnunk egy jo alsé korlatot, az a TOBBSEGre is hasznélhaté lesz. Mi
k= [(n+ h+1)/2]-6t fogjuk vizsgalni egy megfelelGen valasztott h-ra.

Minden Boole-fiiggvényt ki lehet fejezni a két elemti test feletti polinomként. Ez a meg-
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feleltetés szorosan Gsszefligg a kiszamitd halozattal. Ha p; és po felel meg két halozatnak,
akkor p1 + p2 fog megfelelni a halézatok XORjanak, pips az ESének és (py +1)(pa + 1) + 1
a VAGYanak. A p halézatanak NEGACIOjat 1 — p fejezi ki.

A Boole-fliggvények egyszertiségét most a reprezentald polinomok fokaval fogjuk mér-
ni, ezt fogjuk egyszertien a fiiggvény fokdnak hivni. Egy input foka példaul 1, tehéat ezek
valoban egyszertiek. De a fokszam gyorsan néhet, mivel nem korlatoztuk egy kapu beme-
neteinek szamat. Mar egyetlen VAGY kapu is tetsz6legesen nagy foku fiiggvényt adhat!

Ezért hasznaljuk azt a triikkot, hogy a fiiggvényeket alacsony fokd polinomokkal app-
roximaljuk. A kovetkezd lemma biztositja a kozelités pontossagat.

12.1.2 Lemma: Legyenek g1, ..., gn legfeljebb h fokt Boole-fiiggvények, legyen r > 1 és
[ =V, gi. Ekkor létezik egy f legfeljebb rh foka Boole-fiiggvény, mely f-t6l legfeljebb
csak 27" darab bemenet esetén kiillonbozik.

Bizonyitas: Valasszuk ki az {1,...,m} halmaz egy véletlen részhalmazat (minden elemét
1/2 eséllyel vessziik be a halmazunkba)! Ezt ismételjiik meg r-szer, az igy kapott véletlen
halmazokat jeldlje Iy, ..., I.. Legyen

fi=> 9

Z'Glj

és tekintsiik az [/ = Vi_1f; figgvényt. Ennek a foka legfeljebb rh lehet (mert, mint
lattuk, a VAGY kapuval vald 6sszekapcesolas polinomja kifejezhets az eredeti polinomokkal,
az Osszeadas pedig nem noveli a fokot). Azt allitjuk, hogy f’ pozitiv valoszintiséggel ki
fogja elégiteni az approximacios kovetelményt.

Tekintsiink egy tetszleges o inputot; azt allitjuk, hogy annak az esélye, hogy f'(«a) #
f(a) legfeljebb 27". Ehhez két esetet valasztunk szét. Ha minden i-re g;(or) = 0, akkor
f(a) = 0 és f'(a) = 0, tehat megegyeznek. Ha nem, akkor rogzitsiink egy i-t, amire
gi(a) = 1. Ekkor minden f;(a) pontosan 1/2 valoszintiséggel lesz 0 és 1, hiszen g;-t vagy
belevessziik, vagy nem. De f’(«) = 0 csak akkor lehet, ha minden j-re fj(a) = 0, tehét
ennek az esélye 27". Vagyis azt kaptuk, hogy azon inputok szdmanak varhato értéke, ahol
' # f legfeljebb 2"~ ". Tehat lesz egy olyan f’, amire ez legfeljebb 27" ezt akartuk
bizonyitani. O

Most megmutatjuk, hogy barmely alacsony foku fiiggvény rosszul kozeliti az fj, kiiszob-
fliggvényt.

12.1.3 Lemma: Legyen n/2 < k < n. Minden n valtozos, legfeljebb h = 2k — n — 1 foka
fiiggvény legalabb (}) inputon kiilénbézik fj-tol.

Bizonyitas: Legyen g egy h fokti polinom és legyen B azon inputok karakterisztikus
vektorainak halmaza, melyeken kiilonbozik fi-tol. Legyen A a pontosan k darab 1-est
tartalmazo6 vektorok halmaza.

Egy f Boole-fiiggvényre legyen f(z) = >_y<z [ (y), ahol a < azt jelenti, hogy y koordina-
tanként kisebb z-nél (azaz az y-hoz tartozo halmaz az x-hez tartozo halmaz részhalmaza).
Vilagos, hogy az x;, ...x; monomhoz tartozo fiiggvény kalapja éppen énmaga. Ebbé] ko-
vetkezik, hogy egy f fiiggvény foka akkor és csak akkor legfeljebb h, ha f elttinik minden
vektoron, amiben tébb, mint h darab 1-es van. FEzzel szemben fk—rél azt tudjuk, hogy 0
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az Osszes legfeljebb k — 1 darab 1-est tartalmazo6 vektoron és 1 az Gsszes pontosan k darab
1-est tartalmazo vektoron.
Tekintsiik azt az M = (mgp) matrixot, melynek soraihoz A, oszlopaihoz pedig B elemei

—_— 1, haa>b,
=0, egysbként.

vannak rendelve és

Azt akarjuk megmutatni, hogy a métrix oszlopai generaljék a teljes GF(2)4 teret. Ebbdl
persze kovetkezik, hogy [B| > |A| = (7).

Legyen a1, as € A és jeldlje a1 A as a koordinatankénti minimumukat. Ekkor, B defini-
cidja szerint,

=Y, 1= > (@+gw)= > fillu)+ D gw).

bbgeaBl bggégag u<aiNag u<aiAag u<ajAag
A jobb oldal méasodik 6sszeadanddja 0, mivel aj A as legalabb h + 1 darab 1-est tartalmaz
h vélasztasa miatt. Az els§ Osszeadandd pedig csak akkor nem nulla, ha a1 = ao. Tehét
ha Osszeadjuk az a1-nél kisebb vektornak megfelel§ oszlopokat, akkor épp az a;-nek meg-
felels koordinatahoz tartozo egységvektort kapjuk, ezek pedig nyilvan generaljik az egész
teret. O

Innen mar nem nehéz befejezni a 12.1.1 Tétel bizonyitasat. Tegyiik fel, hogy adott
egy d mélységii, s méretii halozat, mely az n bemenetd f; fliggvényt akarja kiszamitani.
Alkalmazzuk a 12.1.2 Lemmat r = |[n!/(%|-re, hogy kozelitsiik a halozat VAGY kapuit
(a masik két kapu nem noveli a fokot). Igy az 4. szintig kiszamitott polinomok foka
legfeljebb 7 lesz, azaz a végén kapott py, kozelitd polinom foka legfeljebb 79 lesz. A 12.1.2
Lemmabol kovetkezik (k = [(n + r? 4 1)/2] valasztdssal), hogy a py polinomunk legaldbb
(Z) helyen kiilonbozik fi-t6l. Tehat a két lemmat Osszerakva azt kapjuk az eltérések
szaméanak megbecslésébdl, hogy s27" > (Z) Ebbél egyszert szamolassal

n 2"
> 27‘—71 > ,
o= <k;> VTN

ami épp a kivant exponenciélis alsé korlatot adja.

12.2. Monoton hal6zatok

A halozati bonyolultsag talan egyik legkomolyabb eredménye Razborov nevéhez fiiz6dik,
1985-bdl.  Ez azért kiilonbozik a tobbi eredménytsl, mert semmilyen megkdtés nincs a
hélozat mélységére; sajnos azonban sziikség van egy igen komoly megszoritasra, nevezetesen
arra, hogy a halozat monoton. Akkor hivunk egy Boole-halézatot monotonnak, ha egyik
bemenete sem negéalt és nem tartalmaz a halozat egy NEGACIO kaput sem. Nyilvanvalo,
hogy ilyen hélozattal csak monoton fiiggvényeket lehet kiszamitani; azt sem nehéz latni,
hogy barmely monoton fiiggvény kiszamithaté monoton hélézattal. Elég sok nevezetes
fiiggvény monoton, példaul az NP-beli parositas, klikk, szinezhetség stb. feladatok mind
monotonak. Példaul a k-klikk fliggvény definicioja az alabbi: (Z) bemenete van, melyeket
xj;j-vel jeloliink (1 < i < j < n) és ezek egy graf éleinek felelnek meg. A kimenet 1,
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ha a grafban van k méreti klikk. Mivel ez a feladat NP-teljes, ezért ebbdl kiovetkezik,
hogy minden NP-beli probléma polinomiélis id6ben visszavezethetd egy monoton fliggvény
kiszamitasara.

Razborov szuperpolinomialis alsé korlatot adott a klikket kiszadmité monoton hélézat
méretére anélkiil, hogy barmilyen megszoritast tett volna a hélozat mélységére. Fzt az
eredményt javitotta meg késébb Andreev, Alon és Boppana, akik exponencialis als6 kor-
latot bizonyitottak a k-klikkre.

De ezekbdl az eredményekbdl nem kovetkezik semmilyen alsé becslés a klikket kisza-
mité nem-monoton héalézatok méretére. Tardos Eva konstrualt egy olyan monoton Boole-
fliggvény csaladot, melyeket polinomiélis idében ki lehet szamitani, de egy Gket kiszamito
monoton Boole-héloézatnak exponencidlisan sok kaput kell tartalmaznia.

Feladatok.

1. Ha egy Boole-halozat befoka 2 és n inputja van, melyek mindegyikétdl fiigg a kime-
net, akkor a mélysége legalabb log n.

2. (a) Mutassuk meg, hogy a NEGACIO kaput helyettesithetjiilk XOR kapuval, ha
bemenetként hasznalhatjuk a konstans 1-et. (b) Mutassuk meg, hogy az n valtozos ES kapu
helyettesithetd polinomialisan sok NEGACIO, VAGY és XOR kapuval konstans mélységben.

3. Tegyiik fel, hogy egy s méretl, d mélységi, 2n — 1 bemenetd halozat kiszamitja
a TOBBSEGet. Mutassuk meg, hogy ekkor minden 1 < k < n-re létezik egy s méretd, d
mélységii halozat, mely az n bemenett k-kiiszobfiiggvényt szamitja ki.
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